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Prefácio 


*Tudo deveria se tornar o mais simples 
possível, mas nào simplificado" 


— ALBERT EINSTEIN 


O Cálculo com Geometria Analítica foi planejado para futuros matemáticos e 
para estudantes cujo interesse primário seja Engenharia, Ciéncias Exatas e Hu- 
manas, ou áreas não-técnicas. As explanações passo-a-passo, os inúmeros 
exemplos descritos e a ampla variedade de exercícios continuam a ser os aspec- 
tos relevantes do livro nesta edigáo. Uma vez que um livro-texto deve ser es- 
crito para o estudante, empenhei-me em manter uma apresentacáo de acordo 
com a experiéncia e a maturidade de um principiante, sem deixar que qualquer 
passagem fosse omitida ou ficasse sem explicacáo. Espero que o leitor tome 
consciência de que as demonstrações dos teoremas são necessárias; procurei 
torná-las bastante motivadoras e explicá-las cuidadosamente, de forma que se- 
jam compreensíveis para o estudante que adquiriu um nível razoável de conhe- 
cimentos das secções que as precedem. Se um teorema está enunciado sem de- 
monstracáo, a sua discussáo foi ampliada com figuras e exemplos e, em tais ca- 
sos, sempre ressaltei que se trata de uma ilustração do conteúdo do teorema, e 
não de uma demonstração, Nas Secções Suplementares do final dos capítulos 
aparecem algumas discussões teóricas as quais, se o estudante desejar, poderão 
ser omitidas sem prejuízo da segiiência do texto. 


A TERCEIRA EDIÇÃO DE 
O CÁLCULO COM GEOMETRIA ANALÍTICA 


Desde a primeira edição deste livro em 1968, o curso de Cálculo sofreu mudan- 
ças significativas em seu conteúdo e ensino. A cada nova edição, tentei incor- 
porar tais mudanças e manter um equilíbrio saudável entre uma abordagem ri- 
gorosa e um ponto de vista intuitivo. Os dezenove* capítulos de O Cálculo com 
Geometria Analítica formam quatro segmentos: capítulo 1, revisão de tópicos 
de pré-cálculo; capítulos 2-11 funções de uma única variável; capítulos 12-13, 
séries infinitas; e capítulos 14-19, vetores e funções de mais de uma variável. A 
terceira edição incorpora alterações em cada um desses segmentos, algumas de- 
las foram feitas para refletir a importância cada vez maior de computadores e 
calculadoras programáveis, facilitando os cálculos. 


* N. do E.: O Capítulo 20 foi escrito especialmente para a edição brasileira e trata das equações 
diferenciais. 


CAPÍTULO 1 


CAPÍTULO 2 


CAPÍTULO 3 


CAPÍTULO 4 


CAPÍTULO 5 


Prefácio 


TÓPICOS DE REVISÁO DO CÁLCULO 


Esse capítulo, “Números Reais, Funcóes e Gráficos", é menos detalhado do que 
nas edicóes anteriores. Uma seccáo sobre aspectos básicos do sistema de núme- 
ros reais é seguida por uma introducáo à Geometria Analítica que inclui o ma- 
terial tradicional sobre retas e circunferências. É apresentada uma discussão so- 
bre a definição de uma função, operações com funções e tipos de funções. A in- 
trodução de seis tipos de funções trigonométricas permite o seu uso nos exem- 
plos de derivação e integração de funções não-algébricas. 


FUNÇÕES DE UMA ÚNICA VARIÁVEL 


Com a secção sobre limites no infinito introduzida neste capítulo, a discussão 
de limite e continuidade é concluída em um mesmo capítulo. Esses tópicos 
constituem a essência de um curso inicial de Cálculo. Todos os teoremas de li- 
mite são enunciados, e algumas provas são apresentadas no texto, enquanto ou- 
tras são propostas como exercícios. Nesta edição há exemplos e exercícios no- 
vos que envolvem o uso de calculadoras para lançar conjecturas sobre um de- 
terminado limite. 


Na secção 3.1, defino a reta tangente a uma curva para demonstrar, antecipada- 
mente, a interpretação geométrica da derivada, definida na secção 3.2. A apli- 
cação física de velocidade instantânea no movimento retilíneo é apresentada 
após a demonstração de teoremas sobre diferenciação. As derivadas das seis 
funções trigonométricas são apresentadas, tornando-se disponíveis como exem- 
plos para a apresentação da regra da cadeia. Há alguns execícios novos que re- 
querem o uso de calculadora para se estimar um dado valor da derivada, a par- 
tir da definição. | 


Esse capítulo apresenta as aplicações tradicionais da derivada a problemas en- 
volvendo máximos e mínimos, bem como o esboço de curvas. Os tópicos sobre 
limites no infinito e assíntotas verticais e horizontais passam para o capítulo 2. 
A secção sobre aplicações na Economia que aparecia neste capítulo nas edições 
anteriores foi suprimida, mas parte desse assunto foi discutido em outros capí- 
tulos. A secção sobre a diferencial foi mudada para este capítulo, de modo a fi- 
car mais próxima de sua referência no tratamento da antidiferenciação. 


A integral definida e a integração são assuntos tratados no capítulo 5. As duas 
primeiras secções envolvem a antidiferenciação. Uso o termo “antidiferencia- 


-ção” em vez de “integração indefinida”, mas a notação padrão /f(x) dx é con- 


servada. Essa notação irá sugerir a existência de alguma relação entre integrais 
definidas e antiderivadas, mas não vejo nenhuma inconveniência nisso, pois a 
apresentação dá a visão teórica apropriada da integral definida como o limite de 
somas. Dois métodos numéricos para aproximar a integral definida são dados na 
secção final do capítulo. Esses procedimentos são importantes devido à sua ade- 
quação a computadores e calculadoras programáveis. O material sobre a apro- 
ximação de integrais definidas inclui o enunciado de teoremas sobre os limites 
do erro envolvido nessas aproximações. O capítulo também inclui uma secção 
sobre equações diferenciais com variáveis separáveis, e a discussão completa 
da área de uma região plana. 


CAPÍTULO 6 


CAPÍTULOS 7 e 8 


CAPÍTULO 9 


CAPÍTULO 10 


CAPÍTULO 11 


Prefácio XI 


Nesse capítulo introduzi aplicações de integral definida que esclarecem não 
apenas as técnicas de manipulação, mas também os princípios envolvidos. Em 
cada aplicação, as definições dos novos termos são intuitivamente motivadas e 
explicadas. O tratamento de volumes de sólidos, assunto das duas primeiras sec- 
ções, foi revisado. A secção 6.1 começa com volumes apresentando secções pla- 
nas, e depois volumes de sólidos de revolução por discos e anéis circulares são 
considerados como casos especiais de volumes por cortes. Volumes de sólidos 
de revolução por invólucros cilíndricos são discutidos na secção 6.2. Outra apli- 
cação geométrica da integral definida é o comprimento de arco na secção 6.3. 
As secções restantes do capítulo são dedicadas a aplicações físicas incluindo 
centro de massa de barras e regiões planas, trabalho e pressão líquida. 


Funções inversas são tratadas nas duas primeiras secções do capítulo 7, e as cin- 
co secções seguintes são dedicadas às funções logarítmica e exponencial. A 
função logarítmica natural é definida primeiro e depois a função exponencial 
natural é definida como a sua inversa. Esse procedimento permite-nos dar um 
significado preciso a um expoente irracional de um número positivo. Em segui- 
da definimos a função exponencial de base a, onde a é positivo e sua inversa é 
a função logarítmica de base a. Aplicações dessas funções incluem as leis do 
crescimento e decaimento, o crescimento limitado envolvendo a curva de apren- 
dizado e a função densidade de probabilidade normal padrão. A secção 7.8, in- 
troduzida nesta edição, envolve a solução de equações diferenciais lineares de 
primeira ordem. No capítulo 8, as demais funções transcendentais (não-algébri- 
cas) são introduzidas. Essas são as funções trigonométricas inversas e as fun- 
ções hiperbólicas. 


Técnicas de integração envolvem um aspecto computacional importante do Cál- 
culo. São discutidas nesse capítulo que foi reduzido para oito secções nesta edi- 
ção. Expliquei os fundamentos teóricos de cada método diferente, após uma 
motivação inicial. O domínio das técnicas de integração depende de exemplos, 
e usei, como ilustrações, problemas que o estudante certamente encontrará na 
prática. Duas outras aplicações de integração são introduzidas na secção 9.5: 
crescimento logístico, ocorrendo em Economia, Biologia e Sociologia; e a lei da 
ação de massas na Química. i 


A ordem dos tópicos da Geometria Analítica nesse capítulo foi alterada nesta 
edição. As quatro primeiras secções pertencem a secções cónicas: a parábola, a 
elipse e a hipérbole. Cada uma dessas cônicas é introduzida pela indicação de 
como ela é formada ao interceptarmos um plano com um cone; então a defini- 
ção analítica é dada e sua equação em coordenadas retangulares é obtida. As 
coordenadas polares e algumas de suas aplicações são apresentadas nas secções 
de 10.5 a 10.7. As equações polares das cônicas aparecem na secção 10.8, onde 
ocorrem como parte de um tratamento unificado de secções cónicas. 


Esse capítulo, “Formas Indeterminadas, Integrais Impróprias e a Fórmula de 
Taylor”, foi posicionado de modo a preceder imediatamente as séries infinitas, 
onde muitos dos resultados são aplicados. As aplicações de integrais impró- 
prias, que aparecem nas secções 11.3 e 11.4, incluem a função densidade de pro- 
babilidade, além de outras usadas em Geometria e Economia. 


CAPÍTULOS 12 e 13 


CAPÍTULOS 14 e 15 


CAPÍTULOS 16, 17* e 18* 


CAPÍTULO 19 


Prefácio 


SÉRIES INFINITAS 


O estudo de séries infinitas nesses dois capítulos é considerado como um seg- 
mento separado do curso, de forma a evidenciar que se trata de um conteúdo in- 
dependente, que pode ser estudado quando se desejar, uma vez que o estudo do 
cálculo de funções de uma única variável tenha sido completado. O capítulo 12 
é dedicado a seqüéncias e séries infinitas de termos constantes, e sua última sec- 
cáo apresenta um resumo de testes para convergéncias de uma série infinita. O 
capítulo 13 trata de séries infinitas de termos variáveis denominadas séries de 
potências. O conjunto de exercícios foi ampliado, em relação às edições ante- 
riores, para incluir mais aplicações. 


“VETORES E FUNÇÕES DE MAIS DE UMA VARIÁVEL 


Esses dois capítulos contêm o cálculo de vetores, bem como uma abordagem 
vetorial à Geometria Analítica dos Sólidos. As primeiras secções do capítulo 14 
sobre vetores no plano podem ser estudadas após o capítulo 5, se você desejar 
estudar os vetores mais cedo, em seu curso. O capítulo 15 trata de vetores no es- 
paço tridimensional e, se desejado, os tópicos das secções 15.1 e 15.2 podem ser 
estudados simultaneamente com os seus correspondentes no capítulo 14. As 
aplicações de vetores à Geometria, Física e Engenharia ocorrem em ambos os 
capítulos. 


A diferencial e o cálculo integral de funções de mais de uma variável são apre- 
sentados nesses três capítulos. Limites, continuidade, derivação parcial, diferen- 
ciabilidade e a diferencial total são discutidos no capítulo 16, onde as aplicações 
incluem taxas de variações e cálculos aproximados. No capítulo 17, uma secção 
sobre derivadas direcionais e gradientes é seguida por uma secção que mostra a 
aplicação do gradiente para encontrarmos uma equação do plano tangente à su- 
perfície. Outras aplicações de derivadas parciais no capítulo 17 são a solução de 
problemas de extremos e os multiplicadores de Lagrange. As equações diferen- 
ciais exatas são resolvidas na secção 17.5. A integral dupla de uma função de 
duas variáveis e a integral tripla de uma função de três variáveis, juntamente 
com algumas aplicações à Física, Engenharia e Geometria, são tratadas no 
capítulo 18. 


O capítulo “Introdução ao Cálculo de Campos Vetoriais”, recebeu um tratamen- 
to mais detalhado de Cálculo Vetorial. O conteúdo inclui integrais de linha e de 
superfície, o teorema de Green, o teorema da divergência de Gauss e o teorema 
de Stoke. A abordagem neste capítulo é intuitiva e são apresentadas aplicações 
à Física e à Engenharia. 


* М. do E.: As secções 17.4, sobre funções implícitas e sua derivação, е 18.8, sobre mudança de 
variáveis e integrais múltiplas, foram especialmente elaboradas para a edição brasileira. 


CAPÍTULO 20 


Prefácio xiii 


CAPÍTULO EXCLUSIVO PARA A EDICÁO BRASILEIRA 


Escrito pelo prof. Cyro Patarra, prof. do IME-USP, este capítulo sobre equagóes 
diferenciais foi especialmente concebido para atender ás exigéncias do currícu- 
lo das faculdades brasileiras. As suas secções apresentam os conceitos básicos 
das diferentes equações diferenciais e os métodos de resolução. 


SECÇÕES SUPLEMENTARES 


Dez secções, que aparecem no final de alguns capítulos, são designadas como 
suplementares. Esses tópicos independentes podem ser estudados ou omitidos 
sem afetar o entendimento da matéria subseqüente. As secções suplementares 
são de dois tipos. Algumas apresentam material adicional que não faz necessa- 
riamente parte do conteúdo tradicional de um curso de Cálculo: as secções 4.10, 
6.7, 7.8, 8.5, 9.8, 10.9, 14.8. Outras incluem discussões teóricas, inserindo pro- 
vas de alguns teoremas: as secções 2.9, 2.10 e 16.8. Ambos os tipos aumentam 
a flexibilidade do texto. 


EXEMPLOS E ILUSTRAÇÕES 


Os exemplos e ilustrações — quase 1.000 no total — aparecem em todas as sec- 
ções. Os exemplos, que foram cuidadosamente escolhidos para preparar os es- 
tudantes para os exercícios, deveriam ser usados como modelos para suas solu- 
ções. Uma ilustração é utilizada para demonstrar um conceito particular, uma 
definição ou teorema; é um protótipo da idéia apresentada. 


EXERCÍCIOS 


Há, agora, mais de 7.400 exercícios, revisados e ordenados de acordo com o 
grau de dificuldade, para propiciar uma ampla variedade de tipos, abrangendo 
desde problemas téoricos e aplicados, até aqueles que são computacionais. Eles 
aparecem no final das secções e como exercícios de revisão seguindo a última 
secção de cada capítulo. As respostas aos exercícios de número ímpar são da- 
das no final do livro. 


GRÁFICOS TRIDIMENSIONAIS 


Para atender às necessidades dos estudantes de ter uma apresentação de gráfi- 
cos tridimensionais mais moderna e fácil de visualizar, mais de 200 figuras fa- 
zem parte desta nova edição. Muitas delas foram geradas por computadores, pa- 
ra assegurar a precisão matemática. Essas figuras, que os instrutores acharão 
mais claras que o estilo de sólidos geométricos feitos com aerógrafo na edição 
anterior e nos textos mais antigos, foram criadas com auxílio do programa Ma- 
thematica e o uso de Ilustrator 88. 


Louis Leithold. 
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Um Pouco de 
História 


Algumas idéias do Cálculo podem ser encontradas nos trabalhos dos mate- 
máticos gregos da Antiguidade, da época de Arquimedes (287-212 A.C.) e em 
trabalhos do início do século dezessete por René Descartes (1596-1650), Pierre 
de Fermat (1601-1665), John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). 
Entretanto, a invencáo do Cálculo é frequentemente atribuída a Sir Isaac New- 
ton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) pois eles começaram 
a efetuar a generalizacáo e unificacáo do assunto. Havia outros matemáticos 
do século dezessete e dezoito que contribuíram para o desenvolvimento do Cál- 
culo; alguns deles foram Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli 
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) e Joseph L. Lagrange (1736-1813). No 
entanto, nào foi antes do século dezenove que os processos do Cálculo recebe- 
ram fundamentacáo sólida por parte de matemáticos como Bernhard Bolzano 
(1781-1848), Augustin L. Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) e 
Richard Dedekind (1831-1916). 


O estudo de séries infinitas neste capítulo e no Capítulo 13 utiliza conceitos de 
Cálculo que vocé já aprendeu. No entanto, nenhum conteüdo nos capítulos sub- 
seqüentes exige, como pré-requisito, conhecimentos de séries infinitas. Em con- 
seqúéncia, os Capítulos de 14 a 19 poderáo ser estudados antes dos Capítulos 
12 e 13, se desejado. 

Neste capítulo, estudamos outro tipo de funcáo, tendo um conjunto de nü- 
meros reais como seu domínio e imagem. Na Secção 12.1, uma segiiência é de- 
finida como uma função cujo domínio é um conjunto de inteiros. Na Secção 
12.2 você encontrará a prova da equivalência de convergência e limitação de 
sequências monótonas (Teoremas 12.2.6 e 12.2.9) baseada na propriedade de 
completamento de números reais. Na Secção 12.3, uma série infinita é definida 
como um tipo particular de segiiência, e quatro teoremas sobre séries infinitas 
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são discutidos na Secção 12.4. As quatro secções a seguir tratam de testes de 
convergência de séries infinitas. Nas Secções 12.5 e 12.6 consideramos séries 
de termos positivos, e então, na Secção 12.7 estamos interessados em séries cu- 
jos termos são positivos e negativos, alternadamente. Séries de termos arbitrá- 
rios são tratadas na Secção 12.8. Um resumo dos testes para convergência ou 
divergência de uma série infinita é dado na Secção 12.9. 


—————————————_————————_— у. 


12.1 SEQUÉNCIAS 


12.1.1 DEFINICÁO 


Seqüéncias de números sáo freqüentes em Matemática. Por exemplo, os números 
2, 4, 6, 8, 10 


formam uma seqúéncia denominada finita pois há um último número. Se o 
conjunto de números que formam uma seqiiéncia náo tiver um último número, 
a seqüéncia será denominada infinita. Por exemplo, a seqüéncia 


1 2 

1138... (1) 
é infinita pois os trés pontos sem nenhum número em seguida indicam que náo 
há um último número. Estamos interessados aqui em seqüéncias infinitas e quan- 
do usamos a palavra ““seqúéncia”” devemos entender que se trata de uma se- 


qúéncia infinita. Vamos dar agora uma definigáo formal de seqiiéncia; ela é 
um tipo particular de funcáo. 


Seqüéncia é uma funcáo cujo domínio é o conjunto 
(1, 2, 3,..., n,...] 


de todos os nümeros inteiros positivos. 


Os nümeros na imagem de uma seqüéncia sáo chamados de elementos da se- 
qiiência. 

Se o n-ésimo elemento for dado por f(n), então a ѕедйёпсіа será o conjunto 
de pares ordenados da forma (n, f(n)); onde n é um inteiro positivo. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Se f(n) = n/Qn + 1), então 
fn-i f=}; $/B)=3 /4=3 


e assim por diante. A imagem de f consiste nos elementos da seqüéncia (1). Al- 
guns dos pares ordenados na seqüéncia f são (1, 9), (2, 2), (3, 3), (4, +) е 
(5, 2). Um esboço do gráfico da seqüéncia está na Figura 1. « 


f(n) 


мін 


ор eA Ө» ед Cp 


FIGURA 1 


Geralmente o n-ésimo elemento da ѕедйёпсіа ё dado quando os elementos 
aparecem em ordem. Assim, os elementos da seqüéncia (1) podem ser escritos 
como 


1 
3? 
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Como o domínio de toda sequência é o mesmo, a notação (/(n)] pode ser 
usada para denotar uma seqüéncia. Assim sendo, (1) pode ser denotada por 
(n/Qn + 1)]. A notação como subíndice (a,) é também usada para denotar a 
segiiéncia para a qual f(n) = a,. 

Dizemos que a seqüéncia 

ау, A2, 03, ..., Qa... 

é igual à seqüéncia 


bi, ba, by, bo... 


se e somente se a, — b,, para todo i inteiro positivo. Lembre-se de que uma se- 
qüéncia consiste em uma ordenação de elementos. Dessa forma, é possível duas 
seqüéncias terem os mesmos elementos e nào serem iguais. Tal situacáo pode 
ser esclarecida na ilustração a seguir. 


> ILUSTRACÀO2 А seqüéncia [1/7] tem como elementos os recíprocos dos nú- 
meros inteiros positivos. 


1 1 1 1 


Lopp po (2) 
A seqüência para a qual 
1 se n for ímpar 
ftn = ud se n for par 
tem como elementos 
ls que (3) 


Os elementos das seqüéncias (2) e (3) sáo os mesmos, contudo, as seqüéncias 
sáo diferentes. Esbocos dos gráficos das seqüéncias (2) e (3) sáo dados nas Fi- 
guras 2 e 3, respectivamente. < 


Е 


б) 


е“ 
| | | | Esp 
O 1 2 3 4 
FIGURA 2 
Кп) 


(2, 5) 1 
° (2. 3) (s. 3) 
| l Ip O еар 
O 1 2 3 4 5 6 É 


FIGURA 3 
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727-229 f(n) Vamos colocar agora, num eixo horizontal, os pontos correspondentes aos 

о Л 5 . sucessivos elementos de uma seqüéncia. Isso foi efetuado na Figura 4 para a 
53 seqüéncia (1) que é (n/(2n + 1). Observe que os sucessivos elementos da se- 

75 n qüéncia estáo cada vez mais próximos de +, muito embora nenhum elemento 


da seqüéncia assuma o valor +. Intuitivamente, vemos que é possível obter um 
elemento da ѕедйёпсіа tão próximo de + quanto desejarmos, bastando tomar 
o número de elementos suficientemente grande. Ou, expressando isso de outra 
forma, |n/(2n + 1) — +| pode se tornar menor que qualquer número positi- 
VO e, contanto que 7 seja suficientemente grande. Por isso, dizemos que o limi- 
te da seqüéncia (n/Qn + 1) é +. 

Em geral, se existe um número L tal que |a, — L| seja arbitrariamente pe- 
queno para л suficientemente grande, dizemos que a seqüéncia (a,] tem o li- 
mite L. Segue a definição precisa de limite de uma seqüéncia. 


FIGURA 4 


12.1.2 DEFINIÇÃO | A seqüéncia fa,) tem o limite L se para qualquer e > 0 existir um número: 
N > 0, tal que se n for um inteiro e 


sen > N, então |а, - L| < є 
e escrevemos 


lim a, =L 


R=>+%w0 


EXEMPLO 1 Use a Definicáo 12.1.2 para provar que a seqüéncia tem li- 


mite >: 


Ln . 
2n + 1 
Solucáo Precisamos mostrar que para todo e > 0 existe um número 


N > 0, tal que se л for inteiro e 


—n o. 
2n + 1 


sen > N, entáo ble. 


2n — 2n – 1 
2Qn + 1) 


ө se n > N, então |< e 


€ se n > N, então 


€ se n > N, então —————— < € 


esen > N,entáo 2n + 1 > 5 
1 — 2€ 
4є 


Para que а afirmação anterior seja válida, tomamos N = (1 — 2c)/ (4e) e se 
n for um inteiro 
] — 2e 


Se n. > —— ———-, então 
de 


ө se n > М, então n > 


n — 


a 
2n + 1 RE (4) 


12.1.3 TEOREMA 
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Observe que no caso em que e = +, então N = + e (4) torna-se 


sen>3 então 2 E 
Без 2п+1 2| `8 
Por exemplo, se n = 4, 
n lo 4 -1 
2n+1 2| |9 2 
_1 
- 18 
e i- « i O estabelecido em (4) prova que a seqüéncia dada tem limite L, 


> ILUSTRAÇÃO3 Considere a seqüéncia ((— 1)" + !/n). Note que o n-ésimo ele- 
mento dessa seqüéncia é (— 1)” + !/n, e (- 1)” +! é igual a +1 quando n for ím- 
par e igual a — 1 quando n for par. Assim sendo, podemos escrever os elementos 
da ѕедйёпсіа da seguinte forma: 


11 d (-1y*! 


1 > 3 (4 grt uU XE 


Na Figura 5 foram colocados os pontos correspondentes a sucessivos elementos 


da seqüéncia. Na figura, а, = 1, а, = -+, а; = +, а, = - 4, а, = +, 
в = -+, a, = 4, = — +, = +, йо = —. O limite dessa ѕедйёпсіа é 
0, е os elementos оѕсПат em torno de 0. 4 


FIGURA 5 


Compare a Definição 12.1.2 com a Definição 2.5.1 de limite de f(x) quando 

x cresce sem limitação. As duas definições são quase idênticas; contudo, quan- 

do estabelecemos que lim f(x) = L, a função f é definida para todos os 
хә + © 


nümeros reais maiores do que um certo nümero real ғ, enquanto que quando 
consideramos lim a, n está restrito aos números inteiros positivos. Porém, 


n- to 


da Definição 2.5.1 segue imediatamente o teorema apresentado a seguir. 


Se lim f(x) = Le festiver definida para todo inteiro positivo, então também 
Xx +0 


lim f(n) = L quando n for um inteiro positivo qualquer. 


n> +0 


A demonstracáo é proposta como exercício (veja o Exercício 26). 
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> ILUSTRACÁO 4 Vamos verificar o Teorema 12.1.3 para a seqüéncia do Exem- 
plo 1, para a qual f(n) = n/(2n + 1). Assim, Дх) = x/Qx + l)e 


im = 
xo 2X + 1 >to y 


1 


=2 
Segue, então, do Teorema 12.1.3, que lim f(n) = + quando n for qualquer 
n= +00 


inteiro positivo. Isso está de acordo com a solução dada no Exemplo 1. + · 


Se a seqüéncia (a,) tiver um limite, dizemos que ela é convergente, e a, con- 
verge para o limite. Se a seqüéncia não for convergente, ёа será divergente. 


EXEMPLO 2 Determine se a seqüéncia é convergente ou divergente: 
4n? 
2n? +1 
Solucáo Queremos determinar se lim  4n?/(2n? + 1) existe. Seja, então, 
пә +0 


FO) = 4х?/(2х? + 1) e vamos estudar lim ГО). 


. 4x? . 4 
lim a 11 = lim ——— 
x> +00 2X 1 хэ + со 2 


x? 
=2 
Assim sendo, pelo Teorema 12.1.3, lim (nm) = 2. Dessa forma, a seqüéncia 
n to 


dada é convergente e 4n?/(2n? + 1) converge para 2. 


EXEMPLO 3 Prove que se |r| < 1, então a seqüéncia [7") será convergente 
e г” convergirá para zero. 


Solucáo Consideremos primeiro r = .0. Então, a seqüéncia é (0) e 
lim 0 = 0. Logo, a seqüéncia é convergente e o n-ésimo elemento converge 


n — ro 
para zero. 

Se 0 « |r| « 1, queremos mostrar entáo que a Definicáo 12.1.2 aplica-se 
com L = 0. Assim sendo, devemos mostrar que para todo e > 0 existe um nú- 
mero N > 0 tal que se л for inteiro e 


sen > N, então |r" - O| < e (5) 
€ sen > N, então |r|" < e 
ө se n > N, então In|r|" < In e 
ө sen > N, então п In|r| < Ine 
Como 0 < |r| < 1, In|r| < 0. Logo, a afirmação acima é equivalente a 


In e 
In|r| 


sen > N, entáo n > 
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Assim sendo, se N = In e/In|r|, podemos concluir (5). Conseqüentemente, 
lim r” = 0. Dessa forma, pelas Definições 12.1.2 e 12.1.4, (r”] é convergente 


пә + = 


e г” converge para zero. 


"ICI -————————— ÀJ A Еа ддд 


_———_———_————————-—-——————— —— —— 


EXEMPLO 4 Determine se a seqüéncia ((—1)" + 1] é convergente ou di- 
vergente. 
Solução Os elementos dessa seqüéncia são 0, 2, 0, 2, 0, 2,..., (7 1)" + 1... 


Como a, = 0 se n for ímpar e a, = 2 se n for par, parece que a sequência é 
divergente. Para provar isso, vamos supor que a segiiência seja cónvergente e 
mostrar que tal hipótese leva a uma contradição. Se a seqüéncia tiver um limite 
L, então, pela Definição 12.1.2, para todo e > 0 existe um número N > 0 tal 
que se n for inteiro e 


sen > N, então |a, - L| « € 
Em particular, para e = +, existe um número N > 0 tal que se n for inteiro e 
sen>N então |a, — L|<3 
= sen>N então —$<a,—-L<j 
Como a, = 0 para n ímpar e a, = 2 para n par, decorre dessa afirmacáo que 
—-i«-L«i e -$«2-L«ài 


Masse — L > —+, então 2 – L > < e, assim sendo, 2 — L não pode ser me- 
nor do que +. Logo, há uma contradicáo e a seqüéncia dada é divergente. 


nn + ———— 


ELF "c ——ÓóÜyü —_—_ e == ta 


EXEMPLO 5 Determine se a seqüéncia é convergente ou divergente: 
п sen— 
n 
Solucáo Queremos determinar se o lim л sen(z/n) existe. Seja 
noto 


f(x) = xsen (л/х) e vamos estudaro lim f(x). Uma vez que f(x) pode ser es- 


хә +0 


crita na forma [sen(z/x)]/(1/x)e lim sen(x/x) = 0,bemcomo lim (1/х) = 0, 
хә +0 Xx +0 


a regra de L'Hópital pode ser aplicada para obtermos 


T 7T 
É C m 
lim (х) = lim 
хә +00 хо +00 КЕЗ 
х? 


: п 
= lim xcos— 
x 


х + 00 
= д 


Logo, lim f(n) = z,sen for inteiro positivo. Dessa forma, a seqüéncia dada 


n= + 


é convergente e n sen(x/n) converge para л. 
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Existem teoremas de limite para seqüéncias, análogos aos que foram dados pa- 
ra funcóes no Capítulo 2. No enunciado desses teoremas é usada a terminologia 
de seqüéncias. As demonstragóes náo seráo apresentadas pois sáo similares àque- 
las dos teoremas correspondentes, dadas no Capítulo 2. 


Se (a,] e [b,) forem seqüéncias convergentes е c for uma constante, então 
(1) a seqüéncia constante [с] tem c como seu limite; 


(i) lim са, = c lim a, 


n + пә + о 


(iii) lim (a, t b) = lim a + lim b, 


n= + n> +0 


(iv) lim a,b, = ( lim a) lim ba); 


n= tro n= + пә cto 
lim a, 
: a n> +00 . 
(v) lim t = —————— se lim b,x0etodo b, z 0. 
n>+ D, lim Ё" пә +0 
; - n= +0 


EXEMPLO 6 Use o Teorema 12.1.5 para provar que a seqüéncia 


n? sen? 
2n 4 |. n 


é convergente e ache o seu limite. 


Solucáo 
п? 


п 
m+ п n+l 


л 
‘nsen 
n 


No Exemplo 1 comprovamos que a seqüência {n/(2n + 1)} é convergente e que 
lim [n/Qn + 1)] = 2. No Exemplos ficou provado quea seqüência [леп (z/n) 


RN +0 


éconvergenteeque lim [nsen(x/n)] = л. Assim sendo, pelo Teorema 12.1.5 (iv), 


n= + 


| п л | п | п 
lim «nsen— | = lim + lim nsen— 
no+0|2n+1 n ИТ T adus n 


Logo, a ѕедйёпсіа dada é convergente e seu limite é ia. 


_——_—_—_—-————————_———————————————_—_—__ 


EXERCÍCIOS 12.1 


Nos Exercícios de 1 a 19, escreva os quatro primeiros elementos 


da seqüéncia e determine se ela é convergente ou divergente. Ca- 7 Inn 
so seja convergente, ache o seu limite. BF 
2 2 
L ntl ; 2n" +1 з)" +1 10. {senh и) 
2n—1 Зи? — n n 


38 +1 3 — 2n? “fe | 1 
4. 5 у Eun 13. 4——— — 
ro) E 9 el Jm -1—n 
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I 1v Е j 28. Dada a seqüéncia 

15. | 1 + — Sugestão: use lim (1 + х)! = e. 

3n x0 

2 n : Е - ` 1 а 
16. 1+ a Veja a sugestão para o Exercício 15. 1-[1- a 

» : . : —————©/› onde a e b são constantes e b # 0 
17. fr!” er > 0 (Sugestão: considere os dois casos: r < 1 icti E 
er» 1.) n 
18. (cos пл} 19. ¿2 ,c»1 . C" | 
с" Determine se a seqüéncia é convergente ou divergente. Se for 


convergente, determine o seu limite. 
29. Prove que se |r| < 1, а sequência (rr"] é convergente e nr” 
converge para zero. 


Nos Exercícios de 20 a 25, use a Definicáo 12.1.2 para provar 
que a segiiência dada tem o limite L. 


36: | 4 | гү 91: | 3 | ji 30. Prove que se a sequência (a,] converge, então , a, é 
2n-] tes 1 único. (Sugestão: suponha que lim a, tenha dois valores 
1 É 8 пә + | 
22. eb L=0 23. t de + L=4 diferentes, Le M, e mostre que isso é impossível, tomando 
vn n e = 1 |L - M| na Definição 12.1.2.) 
| 5—п | L= 3 25 | 2п? | [2d 31. Prove que se a seqüéncia (a,] for convergentee lim а, =L, 
"12+3n$” DEPT ^ Ss п» +0 
E então a sequência (a?) também será convergente e 
26. Demonstre o Teorema 12.1.3. lim al = 12. 


п + 


2 2 ей. 8 : 
27. Mostre que as seqüéncias is E : " F divergem; 32. Prove que se a segiiência (a,) for convergente e „іт а, = L, 
п? п? então a seqüéncia (|a, |} também será convergente e 
orém, a seqüéncia - é convergente. i - 
i DOT n-3 n+ i| E lim la.| = |L]. 


12.2 SEQUÉNCIAS Certos tipos de seqüéncias recebem nomes especiais. 
MONOTONAS E LIMITADAS 


12.2.1 DEFINIÇÃO | Dizemos que uma segiiência (a,) é 


(1) crescente, se a, < а, , para todo n; 
(ii) decrescente, se a, > a, , , para todo n. 


Chamamos de monótona uma seqüéncia que seja crescente ou decrescente. 


No caso de a, < a, , (um caso especial de a, < a, , 1), a sequência é estrita- 
mente crescente; se а, > a, , |, а sequência é estritamente decrescente. 


EXEMPLO 1 Determine se as seguintes seqüéncias sáo crescentes, decrescen- 
- tes ou náo-monótonas: (a) (n/(2n + 1); (b) (1/nj; (c) (1) + 7n]. 

Solucáo 

(a) Os elementos da seqüéncia podem ser escritos como 


4 n ntl. 
'9772n +1" 2n 2-3! 


> 


WI № 
alto 


a 
ga 
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Observe que obtemos a, , , de a,, substituindo л por n + 1. Logo, como 
a, = n/(2n + 1), 

_ n+l 

. 2n40)41 


а, 1 
n+1 
2n + 3 
Observando os quatro primeiros elementos da seqüéncia, vemos que eles 
crescem quando 7 cresce. Assim, suspeitamos que em geral 


n п+ 1 


< 1 
2п+1 ^2n43 (1) 


A desigualdade (1) pode ser comprovada se encontrarmos uma desigualdade 
equivalente que sabemos ser válida. Multiplicando cada membro de (1) por 
(2n + 1)(2п + 3), obtemos as desigualdades equivalentes: 


n(2n + 3) < (n+ 1)(2n + 1) 
< 2n? + Зп + 1 (2) 


А desigualdade (2) ё, obviamente, verdadeira, pois о segundo membro é 1 
maior do que o primeiro. Logo, a desigualdade (1) é verificada e, portanto, 
a sequência dada é crescente. 


2n? + 3n 


(b) Os elementos da seqüéncia podem ser escritos como: 


para todo л, a seqüéncia é decrescente. 


(c) Os elementos da seqüéncia sáo 
11 1 (—1y*! (-1y*? 


> 2? 3? 4? ЫЈ п 3 n + 1 yere 
Como a, = lea, = — +, a, > a. Porém a, = +; assim а, < аз. Em geral, 
consideramos três elementos consecutivos da seqúéncia: 


(Dn (ay? _(—1)"*3 
п+2 


nT ntl 


n n+l 


nt2 7 


Se n for ímpar, a, > 0, ,,€4,,¡ < An, з; por exemplo, a, > а,еа, < а. 
Se n for par, а, < а, ,¡€ 4, ,1 > а, . з; por exemplo, а, < a, €a, > а,. 
Dessa forma, a seqüéncia náo é nem crescente, nem decrescente e, assim sen- 
do, nào é monótona. 


` 


12.2.2 DEFINIÇÃO | O número C é chamado de limitante inferior da sequência (a,] se C < a, para to- 
do n inteiro positivo, e o número D é chamado de limitante superior da seqüência 
(a,) se a, < D para todo n inteiro positivo. 


12.2.3 DEFINICÁO 


12.2.4 DEFINICÁO 
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> ILUSTRAÇÃO 1 О número zero é um limitante inferior da seqüéncia 
fn/(2n + 1) cujos elementos são 
1234 n 
ТТЕ 
Observe que + é DUO limitante inferior da seqüéncia. Na verdade, todo núme- 
ro menor ou igual a = ё um limitante inferior da seqüéncia. 4 


> ILUSTRAÇÃO 2 Рага а seqüéncia (1/m) cujos elementos são 


1 1 1 1 
1, 2º 3 quU ns 
1 é um limitante superior; 26 também é um limitante superior. Qualquer número 
que seja maior ou igual a 1 será um limitante superior, e qualquer número não- 
positivo servirá como limitante inferior para a sequência. 4 


Com as Ilustrações 1 е 2 vemos que uma seqüéncia pode ter vários limitantes 
superiores e inferiores. 


Se A for um limitante inferior de uma seqiiéncia (а,) e se A satisfizer a proprie- 
dade de que para todo limitante inferior C de (a,], C < A, então A será cha- 
mado de limitante inferior máximo da seqüéncia. Analogamente, se B for um 


limitante superior de uma seqüéncia ía,] e se B satisfizer a propriedade de que 
para todo limitante superior D de (a,), В < D, então B será chamado de limi- 
tante superior mínimo da seqüéncia. 


> ILUSTRACÁO3 Para a seqüéncia (n/(2n + 1)) da Ilustração 1, o limite infe- 
rior máximo é +, pois todo limitante inferior da seqüéncia é menor ou igual a 3 
Além disso, como 


2nd — 172 
2+- 
n 
para todo n, então + é o limite superior mínimo da seqüéncia. 
Na Ilustração 2 há a seqüência {1/n} cujo limitante superior mínimo é 1, pois 
todo limitante superior da seqüência é maior ou igual a 1. O limitante inferior 
máximo dessa seqüência é 0. « 


Dizemos que uma seqüéncia (a,] é limitada se e somente se ela tiver limitantes su- 


perior e inferior. 


Como a seqüéncia [1/n) tem um limitante superior e um limitante inferior, ela 
élimitada. Além disso, (1/1) também é decrescente; logo, é uma sequência monó- 
tona limitada. Há um teorema (12.2.6) que garante que toda sequência monóto- 
na limitada é convergente. Em particular, {1/7} é convergente, pois „бт. (1/n) = 

= 0. А seqüéncia {n} cujos elementos são 


A A (| 


é monótona (pois é crescente); porém náo é limitada (uma vez que náo possui li- 
mitante superior). Ela náo é convergente, pois lim n= +00. 


n +00 
Para demonstrar o Teorema 12.2.6 precisamos de uma propriedade muito im- 
portante do sistema de números reais que será enunciada a seguir. 
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12.2.5 O AXIOMA | Todo conjunto não-vazio de números reais que tenha um limitante inferior, pos- 
DO COMPLETAMENTO | sui um limitante inferior máximo. Da mesma forma, todo conjunto náo-vazio de 
nümeros reais que tenha um limitante superior possui um limite superior mínimo. 


A segunda sentenca no enunciado do axioma do completamento é desnecessá- 
ria, uma vez que pode ser provada da primeira sentença. Ela foi incluída no axio- 
ma para facilitar a discussáo. 

Vamos supor que a seqüéncia (a,] seja crescente e limitada. Seja D um limi- 
tante superior da seqüéncia. Então, se os pontos (л, a,) forem colocados num sis- 
tema cartesiano ortogonal, eles ficaráo abaixo da reta y = D. Além disso, como 
a seqüéncia é crescente, à medida que n cresce, os pontos ficarão cada vez mais 
próximos da reta y = D. Veja a Figura 1. Assim sendo, quando л cresce, os ele- 
mentos q, crescem em direcáo a D. Intuitivamente, diremos que a seqüéncia (a,) 
tem um limite que é D ou algum número menor do que D. Isso é realmente o que 
acontece, como está provado no teorema a seguir. 


12.2.6 TEOREMA | Uma seqüéncia monótona limitada é convergente. 


Prova Demonstraremos o teorema para o caso das seqüéncias monótonas cres- 
centes. Seja (a,] a seqüéncia. 

Como (a,] é limitada, existe um limitante superior para a seqüéncia. Pelo axio- 
ma de completamento, (a,] tem um limitante superior mínimo que chamaremos 
de B. Entáo, se € for um número positivo, B — e náo poderá ser um limitante 
superior para a sequência, pois B — € < BeBéo limitante superior mínimo 
dela. Assim sendo, para algum nümero inteiro positivo N, 


FIGURA 1 


B—«e«ay | (3) 
Como B é o limitante superior mínimo de (a,], pela Definição 12.2.2 segue que 
a, SB para todo 7 inteiro positivo (4) 


Como {а,) é uma seqüéncia crescente, pela Definição 12.2.1(i) segue que 
аһ S а, para todo п inteiro positivo 
e assim 
sen 2N entáo ay <a, 
Dessa afirmação e de (3) e (4) segue que 
senzN então B—e«ay, «a, <В< В +є 
de onde concluímos que 
senzN então B-e<a,<B+e 
< senzN então —e«a,— В < є 
<> ѕеп > N então la, — B| «e 


Mas, pela Definição 12.1.2, essa afirmação é a condição para que lim a, = B. 
Logo, a seqüéncia (a,) é convergente. rU e 

Para provar o teorema quando fa,) for uma seqüéncia decrescente, basta con- 
siderar a seqüéncia { — a,), que será crescente, e aplicar os resultados acima. Pro- 
pomos como um exercício que as etapas da demonstracáo sejam completadas. 


(veja o Exercício 17). A 


12.2.7 TEOREMA 


12.2.8 TEOREMA 
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O Teorema 12.2.6 estabelece que se [а,) for uma seqüéncia monótona limita- 
da, então existirá um número L tal que lim а, = L, mas não esclarece como 


n= +o 

encontrar L. Por essa razão, o Teorema 12.2.6 é chamado de teorema de existén- 
cia. Muitos conceitos importantes em Matemática baseiam-se em teoremas de exis- 
tência. Assim, existem diversas sequências para as quais o limite não pode ser 
encontrado através do uso direto da definição ou da aplicação de teoremas de 
limite, mas o conhecimento de que tal limite existe pode ser importante para um 
matemático. | 

Na demonstracáo do Teorema 12.2.6, o limite de uma seqüéncia crescente li- 
mitada é o seu limitante superior mínimo B. Logo, se D for um limitante superior 
da seqüéncia, „т а, = В < D. Temos, então, o teorema a seguir. 


+0 


Seja (a,] uma seqüéncia crescente, e suponhamos que D seja um limitante supe- 
rior da sequência. Então, (a,] será convergente e 


lim a, < р 


n= + 


Na demonstração do Teorema 12.2.6 para o caso de sequências monótonas de- 
crescentes, o limite é o limitante inferior máximo. Assim sendo, existe um teo- 
rema similar ao Teorema 12.2.7. . 


Seja fa,) uma seqüéncia decrescente, e suponhamos que C seja um limitante in- 
ferior da sequência. Então, fa,) será convergente e 


lim a, > С 


n +оо 
EXEMPLO 2 Use o Teorema 12.2.6 para provar que a seqüéncia é convergente: 
2") 
п! | 
Solucáo Os elementos da seqüéncia dada sáo 


21 22 23 24 2" 2"+1 
1" 2P 3n 477 ga (nc Dn 


1! 2 1,2! = 2,3! — 6,4! = 24. Assim sendo, os elementos da seqüéncia podem 


ser escritos como 
4 2^ Qn*i 
Dad c el 
3° 3 nU (n + 1)! 


Então a, = а, > a, > ац; logo, a seqüéncia dada pode ser decrescente. Precisa- 
mos verificar se a, > а, , 1; isto é, precisamos determinar se 


2" 2n*1i 
n? (n4 1) 
<> 2"(n + 1)! z 2^*!n! 


o 2nin+1)> 2: 27n! 


(5) 


= n+1>2 (6) 
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Quando n = 1, a desigualdade (6) torna-se 2 = 2e (6) é, obviamente, verdadei- 
ra quando л > 2. Como a desigualdade (5) é equivalente a (6), segue que a seqüén- 
cia dada é decrescente e, portanto, monótona. Um limitante superior para a 
sequéncia dada é 2, e um limitante inferior é O. Assim sendo, a sequência é limitada. 

A seqüéncia (2"/n!] é, então, uma sequência monótona limitada e, pelo Teo- 
rema 12.2.6, ela é convergente. 


O Teorema 12.2.6 estabelece que uma condição suficiente para uma sequência 
monótona ser convergente é que ela seja limitada. Esta também é uma condição 
necessária e será dada no teorema a seguir. 


12.2.9 TEOREMA | Uma seqüéncia monótona convergente é limitada. 


Prova Vamos demonstrar o teorema para o caso das sequências monótonas cres- 
centes. Seja (a,] a seqüéncia. 

Para provar que (a,] é limitada, é preciso mostrar que ela tem um limitante in- 
ferior e um limitante superior. Como (a,] é uma seqüéncia crescente, seu primei- 
ro elemento serve como um limitante inferior. Precisamos agora encontrar um 
limitante superior. 

Como fa, é convergente, a sequência tem um limite; seja L esse limite. Então, 

lim a, = Le, pela Definição 12.1.2, para todo e > O existe um número 


no +00 


N > Otal que se n for um inteiro e 


ѕеп > М então |a, — L| < € 
= sen>N então —e«a,—L««e 
« Sen» М então L-—-e<a,<L+e 
Como {а„) é crescente, segue dessa afirmação que 
a, <L+e para todo л inteiro positivo 


Logo, L + є servirá com um limitante superior para a seqüéncia (a,). 

Para provar o teorema quando (a,] for uma seqüéncia decrescente, basta pro- 
ceder como foi sugerido na demonstração do Teorema 12.2.6: considere a seqiiéncia 
( — a,), que é crescente, e aplique os resultados acima. Você deverá fazer tal de- 


monstração no Exercício 18. E 
EXERCÍCIOS 12.2 
Nos Exercícios de 1 a 16, determine se a segiiência dada é crescen- 15 n! 16 1-3-5-... :(2п – 1) 
te, decrescente ou não-monótona. 12.3.5... Qn— 1) ` 2^. y! 
L 3п —1 2. 2n — 1 3. lm 17. Use o fato de que o Teorema 12.2.6 é válido para uma seqüén- 
4n +5 4n—1 п? cia crescente, para provar que o teorema também é válido 
: иЗ | quando (a,] for uma seqüéncia decrescente. (Sugestão: con- 
4. [sen пл} 5. (cos пл) 6 Pu sidere a sequência {~ a,].) 
А А 18. Prove o Teorema 12.2.9 quando (a,) for uma seqüéncia de- 
7. 1 8. 2 5 crescente, usando um método similar ао que foi usado no Exer- 
n + senn? 142" 1 +5?" cício 17. 
(2n)! n! n 
10. 5" п. 3" 12. 2" Nos Exercícios 19 e 20, determine se а seqüéncia dada é limitada. 


- 
ө 


. ү} 14. (n? + (— 1n] 19. is x a 20. (3 - (- 1] 


n! nal 
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Nos Exercícios de 21 a 30, prove que a seqüéncia dada é conver- 27. A seqüéncia do Exercício 15. 


gente, usando o Teorema 12.2.6. 28. A seqüéncia do Exercício 16. 
| п? 
21. A seqüéncia do Exercício 1. 22. tes] 29. 5) 30. (£k > 1 
1:3-5-...-Qn- 1) К : 2 a 26.96. 
o E A 2а 24. A seqüéncia do Exercício 8. 31. Dé exemplo de uma seqüéncia que seja limitada e conver- 
2:4:6: ...- Qn) gente, porém náo-monótona. 
25. A seqüéncia do Exercício 9. 32. Dada a seqüéncia (2,], onde a, > O para todo nea, , | 
26. A seqüéncia do Exercício 12. < ka, com 0 < К < 1. Prove que (a,] é convergente. 


12.3 SÉRIES INFINITAS Uma parte importante no estudo do Cálculo envolve a representação de funções 
DE TERMOS CONSTANTES сото ““somas infinitas”. Isso requer que a operação usual de adição em conjun- 
tos finitos de números seja estendida para conjuntos infinitos. Para tanto, usa- 
mos um processo de limite através de seqüéncias. 
Associemos à seqüéncia 


Ui, И), Из... Up 
uma “soma infinita”? denotada por 
ui +u, tuz +... +u, +... 


Mas, qual o significado de tal expressão? Isto é, o que queremos denotar com 
a ''soma” de um número infinito de termos e em quais circunstâncias essa soma 
existe? Para termos uma idéia intuitiva do conceito dessa soma, consideremos 
um pedaço de fio com 2 m de comprimento e suponhamos que ele seja cortado 
ao meio. Uma das partes é deixada de lado, enquanto que a outra é novamente 
dividida ao meio. Um dos pedaços com 1/2 m de comprimento é posto de lado, 
enquanto que o outro é cortado ao meio, e então obtemos dois pedaços com 1/4 
m de comprimento cada um. Tomando apenas um deles e dividindo-o ao meio, 
obtemos dois pedacos com 1/8 m de comprimento. Novamente, cortamos um dos 
pedagos ao meio. Se esse procedimento continuar indefinidamente, o nümero de 
metros na soma dos comprimentos dos pedacos separados pode ser considerado 


como a soma infinita 
Б орава 
21478-1677: Еа (1) 


Como começamos com um pedaço de fio com 2 m de comprimento, nossa intui- 
ção indica que a soma infinita (1) deve ser 2. Na Ilustração 2 demonstraremos 
que é realmente o que ocorre. No entanto, precisamos primeiro de algumas defi- 
nições preliminares. 

Da seqüéncia 


Uj, Uz, Wa, cs Up 


vamos formar uma nova segiiência (s,), adicionando os sucessivos elementos de 
(uj): 


Si = 41 

5. = и, tus; 
S3=U4, + U, + u3 

S4 = 4, + U, + Uz + Ua 


Sn = Ui + U + uz tug t... +u, 
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A sequência (s,] obtida dessa maneira da seqüéncia (u,) é chamada de série in- 
finita. 


Se fu,| for uma seqüéncia e 


Sn = U t Uu; ctu +... + u, 


então a seqüéncia (s,] será chamada de série infinita, a qual é denotada por 


+оо 


$ u, =U, + u, + g t o H Up Ho 


n=1 


Os números Uj, Uz, Us, ..., Un, ... São chamados de termos da série infinita. Os 
números Sis 5, 53, ..., Sy, ... São chamados de somas parciais da série infinita. 


Observe que a Definicáo 12.3.1 estabelece que uma série infinita é uma se- 
айёпсіа de somas parciais. 
1 


2-1" 


> ILUSTRAÇÃO 1 Considere a seqüéncia (u,), onde и, = 


1 1 1 


| 1 1 
> 9° 4 8 ]67 62 "1777. 


А partir dela, vamos formar uma seqüéncia de somas parciais: 


5 =1 5р =1 


| 3 
Sur dre E EL 
S ptu T 
= — — — = — 
3 2" 4 EET 
S. pude! do 
= — — Es — = — 
4 E “eg 
cue к. Е. 
5 274'8 Tá 16 


] 1 
$ =1+;+ 7+ + те + лш 


Essa sequência de somas parciais {5„) é a série infinita denotada por 
y A AA 1 | 
„2 опт = з Дїў 16 O 


Observe que essa é a soma infinita (1) obtida no começo desta secção, na dis- 

cussáo sobre o corte de um fio de 2 m de comprimento. Ela é exemplo de uma 

série geométrica a ser estudada posteriormente nesta seccáo. 4 
Quando {5,] é uma seqüéncia de somas parciais, 


5-1 F Ug + U + Uuz +... b up-i 
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Assim, 
Sn = 5-1 T Un 


Usaremos essa fórmula no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 Dada a série infinita 
to To 1 
È = 
n=1 n=1 n(n + 1) 
(a) determine os quatro primeiros elementos da seqüéncia das somas parciais 


(Sn), е 
(b) determine a fórmula para s, em termos de n. 


Solucáo 
(а) Сото 5, = S,-1¡ + Un 
$1 = U4 $4 $1 c 4 
_ 1 Eds 1 
1-2 22 23 
zi 22.2 
52 EE 
53 = 85 + из $4 = 53 + U4 
БЕН 1 EA 
73 3:4 (4 4:5 
cu =4 
T4 FTU 
(b) Como u, = TEE temos, por frações parciais, 
_1 1 
"Tk kel 
Logo, 
u=1-3 u;-i-i из= 5—4 
" 1 1 _1 1 
"UU nel. "Cn n+1 
Assim, como 5, = ц + uy +... + Un - 1 + Up 


(DD) De 


Eliminando os parénteses e combinando os termos, obtemos 


“n+1 


Tomando n igual a 1, 2, 3 e 4, vemos que os resultados estão de acordo. 
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Sequências e Séries Infinitas de Termos Constantes 


O método de resolução do exemplo acima aplica-se somente a casos particu- 
lares. Em geral, náo é possível obter tal expressáo para s,. 
Vamos definir agora a soma de uma série infinita. 


+ с 


Ѕеја У; и, uma dada série infinita, е ѕеја (s,] а seqüéncia das somas рагсіаіѕ 


n=1 


que definem a série. Entáo, se lim s, existir e for igual a S, dizemos que a 


n= +o 


série dada será convergente, sendo S a soma da série infinita dada. Se lim s, 


пә +0 


náo existir, a série será divergente e nào terá uma soma. 


Essencialmente, a Definigáo 12.3.2 estabelece que uma série infinita será con- 
vergente se e somente se a seqiiéncia das somas parciais correspondentes for 
convergente. 

Se uma série infinita tiver uma soma S, dizemos também que a série conver- 
girá para S. 

Observe que a soma de uma série convergente é o limite de uma seqúéncia 
de somas parciais e não é obtida pela adição ordinária. Para uma série conver- 
gente o simbolo 


Tto 
È Un 
n=1 
é usado, denotando ambas a série e a soma da série. O uso do mesmo símbolo 


náo deve causar confusáo, pois a interpretacáo correta fica clara a partir do 
contexto em que ele for empregado. 


> ILUSTRAÇÃO 2 А série infinita da Ilustração 1 é 


1 1 
¿AA tte Ree te Q) 


e a seqüéncia das somas parciais é (s,], onde 


5,= 1+ | + І + E + + : 3 
ED QU AB Эп С) 
Para determinar se a série infinita (2) tem uma soma, precisamos calcular 
lim 5,. Em primeiro lugar, encontramos uma fórmula para s,. Da Álgebra, 


no 
temos a identidade: 
a" — b" = (a — ba^ ! + a ?b + a" эь? +... + ab^? + pn^) 


Aplicando essa fórmula com a = 1 e b = +, temos 


peces ПЕ ы DR 
Ээп = 2 5 +2 teta 


nie 
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Como lim E = 0 temos 


n>+0 


lim 5, = 2 
пә + о 
Assim sendo, a série infinita (2) tem por soma 2. « 
EXEMPLO 2 Determine se a série infinita do Exemplo 1 tem uma soma. 


Solucáo Na resolução do Exemplo 1 foi mostrado que a seqüéncia das so- 
mas parciais para a série dada é {s} = (n/(n + 1). Logo 


lim 5, = 
n> + оо n-+0n+1 
1 
па 
= 1 


Assim sendo, a série infinita tem uma soma igual a 1, е escrevemos 


y 1 I Doble n 1 , 
«A nn+1) 2 6 12 20 "^ mnl ^" 


= | 


EXEMPLO 3 Determine a série infinita que tem a seguinte seqüéncia de so- 
mas parciais: 


GJ =) 


Também determine se a série infinita é convergente ou divergente; se for con- 
vergente, obtenha a sua soma. 


Solucáo Como s, = +, então u, = +. Sen > 1, 


Un = Sn — Sn-1 


Logo, a série infinita é 


] 1 
B. 


кә! 
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Já que 
lim s lim I 
im = A 
nto " n too 2" 


=0 


a série é convergente e sua soma é 0. 


Como já foi mencionado acima, na maioria dos casos náo é possível obter 
uma expressáo para s, em termos de л; assim sendo, precisamos de outros mé- 
todos para determinar se uma dada série infinita tem uma soma ou, equivalen- 
temente, se uma dada série é convergente ou divergente. 


+ 


12.3.3 TEOREMA | Se a série infinita >, и, for convergente, então lim u, 


n=] n- +0 


Prova Seja (s,] a sequência das somas parciais рага a série dada, e seja S a so- 
ma da série. Da Definição 12.3.2, lim 5, = S. Assim, para todo є > 0 existe 
пә +00 


um número N > 0 tal que 
sen>N então |S — s,| < 3e 
Também 
sen>N então |$ — s,,| < 3e 
Portanto, 
ШЕЕ 
= |5 — Sa + Sari — 8] 
< |S — sa| + |s.., — S| 
Assim, 
зеп > № então lu,,,] < le + є = є 
Logo, 
lim и, = 0 E 


n> +o 


O Teorema 12.3.3 fornece um teste simples para divergência, pois se lim и, x 0, 
n- +0 
+00 


podemos concluir que У) и, é divergente. 


n=1 


EXEMPLO 4 Prove que as duas séries seguintes sáo divergentes: 
(a) ton? 41 24) 410,17, 

ny no a4 90160 

+ о 


(b) (-1y*1323—30-3—3-... 


n=1 


12.3.4 TEOREMA 
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Solucáo 
2 
1 
(a) lim „= lim ES 
пә + со пә + оо п 
1 
Pt 
= lim 
noo 1 
=1 
A0 


Portanto, pelo Teorema 12.3.3, a série é divergente. 
(b) lim 4, = lim (—1)*!3, que não existe. Logo, pelo Teorema 12.3.3, 
no to noto 


a série é divergente. 


O inverso do Teorema 12.3.3 é falso. Isto é, se lim и, = 0, então não é 


n>+0 
necessariamente verdadeiro que a série seja convergente. Em outras palavras, 
é possível ter uma série divergente para a qual lim u, = 0. Um exemplo disso 
А пә + с 


ё а chamada série harmónica, que 


y jade qos xis | EC 

p atar t e cb fus 

Obviamente, lim 1/n = 0, Na ilustracáo 3 provaremos que a série harmónica 
n> +0 


diverge, fazendo uso do teorema que estabelece o seguinte: a diferenca entre 
duas somas parciais, 5р е Sr, de uma série convergente pode se tornar tão pe- 
quena quanto desejarmos, tomando R e T suficientemente grandes. 


+ о 
Seja (s,] a ѕедйёпсіа das somas parciais de uma dada série convergente Y u,. 
n=1 


Entáo, para todo e > 0, existe um número N tal que 


se R > NeT > Nentáo |5. — Sy] < є 


+ с 


Prova Сото а série > и, é convergente, seja S a sua soma. Então, para todo є > O 

existe um N > Qtalque sen > N, então |S — s,| < +e. Logo, se R > NeT > М, 
|за — sel = [sg — S + S — sy] < |5 — S| + |S — sy] < 3є + 3e 

Portanto, 


se R > Ме Т > М, então s, — sy] < є ш 


> ILUSTRACÁO 3 Vamos provar que a série harmônica (4) é divergente. Para 
essa série, 


блр a E 
nm 2 +++ п 
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San — Sn = + + +... + (5) 


Se n > 1, 


1 1 1 1 1 1 1 1 
"WE PG pa usta a dua Oto 


Há n termos em cada lado do sinal de desigualdade; assim, o lado direito é 
n(1/2n) = +. Logo, de (5) e da desigualdade acima, 


sen > 1, então $, – S, > + (6) 
Mas o Teorema 12.3.4 estabelece que se a série dada for convergente, San — Sa 
poderá se tornar táo pequeno quanto desejarmos, tomando n suficientemen- 
te grande; isto é, se є = +, existe um N tal que 

se 2n > Nen > N, então Sn – 5, «i 


Mas isso contradiz (6). Logo, a série harmónica é divergente, muito embora 
іт 1/n = 0. я 


n- o 


Uma série geométrica é da forma 

+ co 

Y at =a+ar+ar +... +a! e... 

n=1 
A série infinita (2), discutida nas Ilustrações 1 e 2, é uma série geométrica com 
a = ler = +. A n-ésima soma parcial da série geométrica acima é dada por 

5. = а(1 +r +r? +... +r) (7) 
Da identidade 
L= s(n rr n.r’) 
podemos escrever (7) como 

| a(1— r") 


om serzl (8) 


n 


12.3.5 TEOREMA | A série geométrica converge para a soma a/(1 — r)se|r| < 1 ea série geomé- 
trica diverge se |r| 2 1. 


Prova No Exemplo 3, Secção 12.1, mostramos que lim r” = 0 se [r| « 1. 
пә +0 


Logo, de (8), podemos concluir que se |r| < 1, 


Assim sendo, se |r] < 1, a série geométrica converge e sua soma é a/(1 — r). 
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Ser = 1, 5, = na. Então, lim s, = +œ, sea > Ое lim s, = -œ 
se a « 0 n= +00 n>+00 
Ser = —1, entáo a série geométrica torna-se 
a-a+a-...+H—Dla+... 
Assim, s, = 0, sen for par, es, = a, sen for ímpar. Logo, lim s, não exis- 
пә +0 
te. Entáo, a série geométrica diverge quando |r| = 1. 
Se |r| > 1, lim ar"! = a lim r”-!. É claro que lim r"-! # 0 pois 
n= +00 пә +0 no +0 


|r” - !| pode se tornar tão grande quanto desejarmos, tomando 7 suficiente- 
mente grande. Logo, pelo Teorema 12.3.3, a série é divergente. Isso completa 
a demonstracáo. " 


O exemplo a seguir ilustra de que modo o Teorema 12.3.5 pode ser usado 
para expressar uma dízima periódica como uma fracáo comum. 


EXEMPLO 5 Expresse a dízima periódica 0,3333 ... como uma fracáo comum. 


Solucáo 
3 3 3 3 
+— + + 


3 | 
= 10 100 * 1000 T.eedct mee 


0,3333... 10.000 ip 


Essa é uma série geométrica na qual a = er = 45. Como |r| < 1, do 
Teorema 12.3.5 segue que a série converge e sua soma é a/(1 — r). Entáo, 


3 


10 
0,3333... = .— 
10 


EXERCÍCIOS 12.3 


Nos Exercícios de 1 a 8, encontre os quatro primeiros elementos 
da segiiência de somas parciais (s,), e obtenha uma fórmula para 
s, em termos de n. Determine também se a série infinita é con- 
vergente ou divergente; se for convergente, encontre a sua somq. 


+00 1 +0 
L È оя DOn D) 2. 2," 
+0 5 * o 2 
3. >, (3n + 1) (3и — 2) 4 >, (4n — 3)(4п + 1) 
5 X ur + 1 6 bi zm + y 
+o 2 +o 2771 


Nos Exercícios de 9 a 13, encontre a série infinita que produz 
a seqüência de somas parciais dada. Determine também se a sé- 
rie infinita é convergente ou divergente; se for convergente, en- 
contre a sua soma. 


9. (s) = s ) 10. (sj = is 1 


12. {s} = 83 


п. (ы = I) 


13. (s,] = (Inn + 1) 


Nos Exercícios de 14 a 26, escreva os quatro primeiros termos 
da série infinita dada e determine se ela é convergente ou diver- 
gente. Se for convergente, obtenha a sua soma. 


* o n +00 2n+1 
14. 15. 
n= n+1 23042 
+ оо + со 2 n 
16. Y [1+(-1)] 17. у B 
n=1 n=1 
te 3? to ] to 2 
18. 19 In - . 
n=1 n? + 1 x n n 20 x 3! 
21 + co +1 +0 л +00 
-1*2 22 У tg- 2 -" 
^^ ) 2" x 8 6 3 > e 
+0 senh n + о + оо 
24. = 25. Y cos an 26. Y senzn 
n=1 n=1 n=1 
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queda ela rebate no cháo e volta a uma distáncia de 11/20 
da altura anterior? 


Nos Exercícios de 27 a 30, expresse a dízima periódica decimal 
como uma fração ordinária. 


27. 0,272727 ... 
29. 1,234234234 ... 


28. 2,0454545 ... 
30. 0,465346534653 ... 


31. A trajetória de cada oscilacáo de um péndulo é 0,93 do com- 


primento da trajetória da oscilação anterior (de um lado até 
o outro). Se a trajetória da primeira oscilação mede 56 cm 
de comprimento e se a resisténcia do ar leva o péndulo ao 
repouso, quanto mede o caminho percorrido pelo péndulo 
até que ele pare? 


32. Uma bola cai de uma altura de 12 m. Cada vez que ela bate 


no cháo, sobe a uma altura de trés quartos da altura da que- 
da anterior. Determine a distáncia percorrida pela bola até 


34. 


35. 


Um triángulo equilátero tem lados medindo 4 unidades de 
comprimento. Portanto, o seu perímetro é 12 unidades. Ou- 
tro triángulo equilátero é construído com segmentos de reta 
tracados através dos pontos médios dos lados do primeiro 
triángulo. Esse triángulo tem lados medindo 2 unidades de 
comprimento e seu perímetro é de 6 unidades. Se o procedi- 
mento puder ser repetido um número ilimitado de vezes, qual 
será o perímetro total de todos os triángulos formados? 
Após tirar os pés dos pedais, a roda da frente de uma bici- 
cleta gira 200 vezes durante os 10 primeiros segundos e em 
cada um dos 10 s seguintes ela gira 4/5 do que girou no pe- 
ríodo anterior. Determine o número de voltas da roda até 
que a bicicleta pare. 


Determine uma série geométrica infinita cuja soma é 6 e tal 
que cada termo seja quatro vezes a soma de todos os termos 
que o sucedem. 


O repouso. 36. 
33. Qual a distáncia total percorrida por unia bola de ténis até 
o repouso, se ela cai de uma altura de 100 m e se após cada 


12.4 QUATRO TEOREMAS О primeiro teorema desta secção estabelece que o caráter convergente ou diver- 
SOBRE SÉRIES INFINITAS gente de uma série infinita não é afetado quando se muda um número finito 
de termos. 


+00 


Se Y a, e Y, b, são duas séries infinitas que diferem somente pelo seus m 


n=1 n=1 


+оо 


12.4.1 TEOREMA 


primeiros termos (isto é, a, — b, se k > m), entáo ambas convergem ou am- 
bas divergem. 


+оо +0 


Prova Sejam (s,) e [£,] as seqü&ncias das somas parciais das séries Y, a,e Y b,, 
respectivamente. Entáo, mz ан 
Sn = 21+ d5 +... + apn + аъ +а +... +4, 
е 
ta = b bb... bu + Б, +bm+2 +... b, 
Como a, = Б, ѕе k > т, então se n > т, 
$,—t, = (а, t a5 +... + am) — (b, +b +... o b,) 
Assim sendo, | 
sen > т, então 5, — t, = Sm — t, (1) 


Queremos provar que ambos os limites lim s,e lim £f, existem ou ambos 
- . nto = + 00 
não existem. Í 
Vamos supor que lim f, exista. Então, de (1), 
n>+0 


sen > т, então s, = і, + (Sm — tm) 


Assim, 
lim 5, = lim t, + (s, — tm) 


п» + оо n> + оо 
Logo, quando lim t, existe, lm 5, também existe e ambas as séries con- 
vergem. TIT 
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Vamos supor agora que lim f, não exista, enquanto que lim 5, existe. De (1), 
пә +o n= +00 
se n 2 m, então t, = s, + (tm — Sm) 


Como lim s, existe, segue que 
n> +0 


lim ё, = lim s, + (t, — Sm) 


п» + 00 п» to 


e, portanto, lim f, deve existir, o que é uma contradição. Logo, se lim f, 
n= +00 n- to 


náo existir, também „бт, s, não existirá e ambas as séries divergiráo. B 
EXEMPLO 1 Determine se a série infinita é convergente ou divergente: 
teu 
n=sin+4 
Solução A série dada é 
ОЕ ИР" : +... 
5.6 7 n+4 
que pode ser escrita como 
E p Жык deus (2) 
: 5 6 7 п 


Mas, sabemos que a série harmónica ё divergente, e 


а Е e e cupi 
2 3 4 5 6 7 " n '"" 
A série (2) difere da série harmónica somente nos quatro primeiros termos. Lo- 
go, pelo Teorema 12.4.1, a série (2) também é divergente. 


EXEMPLO 2 Determine se a seguinte série é convergente ou divergente: 


baias E + 2] 
1» 
=, 


п=1 


Solução A série dada pode ser escrita como 
[cos 37 + 2] à [cos 2x + 2] n [cos x + 2] n [cos 2x + 2] 
3 3? 33 3° 
[cos ёл + 2] [соѕ 5л + 2] , [cos 3n + 2 

у лт т dus 

EE QE ME EN EN КИ. 
oC3t*3i*35*34* 35 +36 * 38 + (3) 
Consideremos a série geométrica com a = 4er = +: 


а ee (4 
3 3? 3? 34 35 36 37 38 +... - ( ) 
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Essa é uma série convergente, pelo Teorema 12.3.5. Como a série (3) difere da 
série (4) somente pelos cinco primeiros termos, segue do Teorema 12.4.1 que 
a série (3) também é convergente. 


Como conseqüéncia do Teorema 12.4.1, para uma dada série infinita, pode- 
mos adicionar ou subtrair um número finito de termos, sem afetar seu caráter 
convergente ou divergente. Por exemplo, no Exemplo 1, a série dada pode ser 
considerada como a série harmónica da qual foram subtraídos os quatro pri- 
meiros termos. Como a série harmónica é divergente, a série dada também será 
divergente. No Exemplo 2 poderíamos considerar a série geométrica convergente 

2 2 2 : 

3 + E t E Te uos (5) 
€ obter a série dada (3), somando cinco termos. Como a série (5) é convergente, 
segue que a série (3) também é convergente. 

O teorema seguinte estabelece que se uma série infinita for multiplicada ter- 
mo a termo por uma constante náo-nula, seu caráter convergente ou divergente 
náo será afetado. 


Seja c uma constante náo-nula. 
+ co +0 


(i) Se a série У, и, for convergente e sua soma for S, então a série Y cu, 


n=1 n=1 


também será convergente e sua soma será с S. 


To + < 


(ii) Se a série У, и, for divergente, então a série У, cu, também será divergente. 


n=] n=1 


+ о 


Prova Seja s, а n-ésima soma parcial da série Y, u,. Então, 


n=1 
+0 


S, = 4, + и, +... + u, A n-ésima soma parcial da série У) cu, é 
n=1 
с(и + и, +... + ou) = cs, 
+ 
Prova de il Sea série У, 4, for convergente, entáo existe о lim s, е será S. 


2] n= + 
Logo, т 


lim cs, = с lim s, 
n> +оо nto 


=cCc:S 
+ о 


Assim sendo, a série >, cu, é convergente e sua soma é с · S. 


n=1 
+0 
Prova de (ii) Se a série У, u, for divergente, então não existirá lim 5,. Supo- 
+ о п= 1 шас 
nha que a série У, cu, seja convergente. Então lim cs, existe. Como s, = cs,/€, 
n=1 noo 
segue que 
y a 
lim s, = lim -(cs,) 
пә + о п» + о С 
D, 
—- lim cs, 


C n2 + о 
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+00 


Logo, lim 5, deve existir, o que é uma contradição. Portanto, a série Y cu, 


n=1 


é ii L| 


EXEMPLO 3 Determine se a série é convergente ou divergente: 


S ee IA A t+ NU 
„1 4п 4 8 16 4n 7 


+0 


Como Y, F é a série harmônica que é divergente, então, pelo Teorema 12.4.2(ii) 
n=1 
com с = i, a série dada é divergente. 


O Teorema 12.4.2(i) é uma extensáo para séries infinitas convergentes da se- 
guinte propriedade de somas finitas: 


Outra propriedade de somas finitas é 
2. (a, +5) = У а tb 


e sua aplicacáo a séries infinitas convergentes é dada pelo teorema a seguir. 


+o + co 
12.4.3 TEOREMA | Se У; a, e >, b, são séries infinitas convergentes com somas $ e R, respec- 
n=1 n=1 


tivamente , entáo 
Te 


G) Y (a, + b,) é uma série convergente e sua soma é S + R; 


n=1 
To 


(ii) Y (a, — b,) é uma série convergente e sua soma é S — R 
nzi 


A demonstração desse teorema é deixada como exercício (veja o Exercício 24). 
O próximo teorema é um corolário do teorema anterior, sendo usado algu- 
mas vezes para provar a divergência de uma série. 


+0 +0 


12.4.4 TEOREMA | Se a série Y, a, for convergente e a série $, b, for divergente, então a série 


n=1 п= 1 


+00 


Y (a, + b,) será divergente. 


n=1 


To 


Prova Suponha que У; (а, + b,) ѕеја convergente e que sua soma ѕеја S. Ѕеја 
п = 1 
+ со 


К a soma da série Y, a,. Então, como 


È h= Y, lla, 5) — a] 
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Nos Exercícios de 1 a 22, determine se a série é convergente ou 
divergente. Se for convergente, ache a sua soma. 


1. 2. 
A n+2 n=3n—1 
to 2 + ос 3 
4. — 5. = 
2 3n p 2" 
+ co 4 5 n + co 7 
. Eu 8. Es 
7 Ei) nc 
4 
Mis: al 
9. У, v 10. b 
n=1 n=1 
to /1 t to | 1 
11. — + — 12. = +— 
n=1 (s pa 5) 2 2 (5 + 5) 
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+ 


segue, do Teorema 12.4.3(ii), que У) b, é convergente е que sua soma ё S — R. 
n=1 


+0 +0 
Mas isso contradiz a hipótese de que У b, ё divergente. Logo, У (a, + b,) 


é divergente. E 


EXEMPLO 4 


+ o 1 
2. (s * 


Determine se a série infinita é convergente ou divergente: 


1 
4" 
+00 


No Exemplo 3 ficou provado que a série У; EP é divergente. 


+ o nzl 


Solucáo 


Como a série У; e é uma série geométrica com |r| = + < 1, ela é conver- 


nzl 


gente. Assim, pelo Teorema 12.4.4, a série dada é divergente. 


+оо +00 + с 


Se ambas as séries Y, a, e Y b, forem divergentes, a série У, (a, + b,) 


n=1 n=1 n=1 
Р z 1 z 
poderá ou náo ser convergente. Por exemplo, se a, = x eb, = 213 entáo 
2 € pos 1 E 
a, + b, = — е Y — será divergente. Mas, se a, = — e b, = ———, então 
n n=1 N n 
+00 
a, + b, = Oe Y O será convergente. 
n=1 
+ оо 1 1 +o +0 
14. Y (s — 5) 15. (e7” + e" 16. Y (27" + 3") 
п= 1 3 4 n=1 n=1 
to 3 to /1 1 to / 3 2 to /3 2 
sa 17. —— — 18. — — — 19. == 
3. P? 2n ne e z) E e z) 2, G 5) 
+ оо 2 + о 5 4 +00 1 +0 n! 
6. = 20. —L— 21. — +2 22. = 
x 3" x, G 5) p (a ) p n 
3y +00 
4 23. Dé um exemplo para mostrar que mesmo sendo y a, e 
+00 +0 n=1 
cos 1 т + | y b, divergentes, é possível que y a,b, seja convergente. 
n n=1 n=1 
2" 24. Ргоуе о Теогета 12.4.3. 


| + o 1 
13. P (5 + 


1 
3^ 


12.5  SÉRIES INFINITAS DE 


TERMOS POSITIVOS 


12.5.1 TEOREMA 


Se todos os termos de uma série infinita forem positivos, a seqüéncia das somas 
parciais será crescente. Assim sendo, dos Teoremas 12.2.6 e 12.2.9, segue ime- 
diatamente o teorema a seguir. 


Uma série infinita de termos positivos será convergente se e somente se sua.se- 


qüéncia de somas parciais tiver um limitante superior. 
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Prova Para uma série infinita de termos positivos, a seqüéncia das somas par- 
ciais tem um limitante inferior de 0. Se a seqüéncia das somas parciais também 
tiver um limitante superior, entáo ela será limitada. Além disso, a seqüéncia 
das somas parciais de uma série infinita de termos positivos é crescente. Segue, 
entáo, do Teorema 12.2.6, que a seqüéncia das somas parciais é convergente 
e, portanto, a série infinita é convergente. 

Vamos supor agora que uma série infinita de termos positivos seja conver- 
gente. Então, a seqüéncia das somas parciais também será convergente. Segue, 
do Teorema 12.2.9, que a seqiiéncia das somas parciais será limitada e, assim 
sendo, terá um limitante superior. 


EXEMPLO 1 Prove que a série é convergente, usando o Teorema 12.5.1: 
+ оо 1 
n=1 n! 
Solucáo Precisamos encontrar um limitante superior para a seqüéncia das 
+00 


somas parciais da série y S 
. n=1 A: 


ss=Ls=1l+-—— 


1 1 1 1 


1:2 7195.3 * 5329354 101 ESTE TRA (1) 


Sn =1+ 


Consideremos agora os n primeiros termos da série geométrica com a = 1 
er= +4: 
NER: 1 1 1 1 
=1+5+3+53 eec 2 
DUE 2'zt» t o t$» (2) 


Pelo Teorema 12.3.5, a série geométrica com a = 1er = + tem a soma 
a/(1 — r) = 2. Assim sendo, a soma (2) é menor do que 2. Observe que cada 
termo da soma (1) é menor ou igual ao termo correspondente da soma (2), isto é, 


1 1 
и S2 
Isso é verdade, pois k! = 1: 2-3- ... · k, que além do fator 1 contém К — 1 
fatores, cada um maior ou igual a 2. Logo, 
a. ul m. 
= — < == <2 
s= и, т < 


Segue que s, tem um limitante superior de 2. Assim sendo, pelo Teorema 
12.5.1 a série dada é convergente. 


No exemplo acima, os termos da série dada foram comparados com os de 
uma série que sabemos ser convergente. Esse é um caso particular do teorema 
a seguir, conhecido como o teste de comparação. 
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+ с 
Seja Y, и, uma série de termos positivos. 
n=1 
+o 
(i) Se Y v, for uma série de termos positivos que sabemos ser convergentes 
n=l +00 
e se и, € v, para todo n inteiro positivo, então >, será convergente. 
n=1 
+ о 


(ii) Se Y w, for uma série de termos positivos que sabemos ser divergentes 


n=1 +00 


e se u, > W, para todo п inteiro positivo, então >, и, será divergente. 


n=1 


+00 


Prova de (i) Seja (s,] a seqüéncia de somas parciais da série Y и, e (£,] a se- 


+ о + o п = 1 
qüéncia de somas parciais da série Y, у,. Como У, у, ё uma série conver- 
nzl n=1 


gente de termos positivos, segue do Teorema 12.5.1 que a seqüéncia ft,) tem 
um limitante superior, o qual chamaremos de B. Como u, < v" para todo n 
inteiro positivo, podemos concluir que s, < £, « B para todo n inteiro positivo. 
Logo, В é um limitante superior da seqüéncia (s,). Como os termos da série 


+00 + = 
> и, são todos positivos, segue do Teorema 12.5.1 que У) и, é convergente. 
n=1 n=1 
+0 + 
Prova de (ii) Suponha que У) и, seja convergente. Então, como ambas Y и, 
+ о п = 1 п= | 


e У, w, são séries infinitas de termos positivos e w, < u, para todo n inteiro 


n=1 +0 


positivo, segue da parte (i) que Y, w, é convergente. Porém, isso contradiz a 
To n=1 


a hipótese; logo, Y и, é divergente. п 


п=1 


Como aprendemos na Secção 12.4, o caráter convergente ou divergente de 
uma série infinita náo se altera quando descartamos um número finito de ter- 
mos. Assim sendo, quando estivermos aplicando o teste de comparação, se 
u; < V; OU и, > W, para i > m, o teste será válido para qualquer escolha dos 
m primeiros termos das duas séries a serem comparados. | 


ЕХЕМРІО 2 Determine se a série infinita ё convergente ou divergente: 
+ оо 4 
2 3" +1 
Solução A série dada é 
S ars + ч NIE UNS 
4 10 28 82 Co 341 "" 


Comparando o n-ésimo termo dessa série com o n-ésimo termo da série geomé- 
trica convergente 
4 4 4 4 


qos = ={<1 
3 9 27 81 ... 3" asta T = з 


12.5.3 TEOREMA 
Teste de Comparação 
com Limite 
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temos 
4 E 4 
"+1 3 


para todo n inteiro positivo. Assim sendo, pelo teste de comparação, Teorema 
12.5.2(1), a série dada é convergente. 


EXEMPLO 3 Determine se a série é convergente ou divergente: 


$ 


às 


Solucáo A série dada é 


1 1 
Bud 


nua a M 


Comparando o n-ésimo termo dessa série com o n-ésimo termo da série harmó- 
nica divergente, temos 


1 , ы: 
—=> Pi para todo n inteiro positivo 


Assim sendo, pelo Teorema 12.5.2(ii) a série dada é divergente. 


O teorema a seguir, conhecido como teste de comparação com limite, é 
conseqüência do Teorema 12.5.2, e sua aplicação é, em muitos casos, mais fácil. 


Sejam Y, и, e Y, v, duas séries de termos positivos. 


n=1 n=1 


u E zu 
(i) Se lim = c > 0, então ambas as séries convergem, ou ambas 


nao +00 y 


divergem. 


n 


+0 +0 


T . u " : 
(ii) Se lim Oese Y, v, converge, então Y, и, converge. 
n> +9% y n=1 n=1 
+00 +00 


(iii) Se lim -“® = +œ ese Y v, diverge, então У, и, diverge. 


n>+0o y n=1 n=1 


Prova de li) Como lim (u,/v,) = c, segue que existe um N > 0 tal que 
n- +0 


lu с 
sen N então |- —c Е 


2 c 
< sen» N então —«-——c«z 


c u 3c 
N ão =< < 3 
+ sen>N então 5 55 (3) 
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Do segundo membro da desigualdade (3), 


и, < 3cv, (4) 
+ оо +00 
Se Y v, for convergente, então У, cv, também o será. Segue, da desigual- 
n=1 n=1 + < 


dade (4) e do teste de comparação, que У и, ё convergente. 


п = 1 


Do primeiro membro da desigualdade (3), 


2 | 
Va < c Un (5) 
+0 +0 
" 2 ; ; 
Se Y, и, for convergente, então $,  u, também o será. Da desigualdade 
n=1 n=1 € + о 
(5) e do teste de comparacáo, segue que У) v, ё convergente. 
+ о п = 1 +o 
Se Y v, for divergente, podemos mostrar que >, u, será divergente por 
n=1 + o n=1 


contradição, supondo У, u, convergente e aplicando o teste de comparação 
n=1 
e a desigualdade (5). 
+00 +оо 
Da mesma forma, se y u, for divergente, segue que 2 y, é divergente, 
n=1 


pois obtemos uma contradicáo da desigualdade (4) e do (isis de comparacáo, 


supondo que y y, seja convergente. 


n=1 
Provamos, até agora, a parte (1). As demonstrações das partes (ii) e (шуш seráo 
deixadas como exercícios (veja os Exercícios 30 e 31). E 


Uma advertência deve ser feita com respeito à parte (ii) do Teorema 12.5.3. 


+ co 


Р и | PE m m 
Observe que se lim — = 0, a divergência da série Y v, não implica a 
n= +0 y, 21 
+0 n id 

divergência da série Y u,. 


n-l 


EXEMPLO 4 Resolva o Exemplo 2, usando o teste de comparação com limite. : 


To 
m А pos a 4 ; 
Solucáo Seja и, O n-ésimo termo da série dada Y, Ba e seja v, O 
n=1 
+ co 


n-ésimo termo da série geométrica convergente y ETE Entáo, 


n=1 


n 


= li 
„жю 3"+1 


lim — 
n2 +00 | +37 " 


= 1 
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Assim sendo, pela parte (i) do teste de comparação com limite, segue que a sé- 
rie dada é convergente. 


EXEMPLO 5 Resolva o Exemplo 3, usando o teste de comparação com limite. 


+00 


Solução Seja и, O n-ésimo termo da série dada Y, — е seja v, o 
п= 1 Jn 


n-ésimo termo da série harmónica divergente. Entáo, 


= +00 
Assim, pela parte (iii) do teste de comparação com limite, segue que a série da- 
da é divergente. 


EXEMPLO 6 Determine se a série é convergente ou divergente: 


Solução No Exemplo 1 provamos que a série Y E é convergente. Pelo 


n=1 


213 


+0 


x T A n? 1 
teste de comparação com limite, aplicado a и, = —— e v, = wr 


n! 
n? 
Р п! 
lim == lim —— 
пэ +оо Yn n> + о 1 
n! 
= lim m 
пэ + оо 
= +00 


To 


A parte (iii) do teste de comparação com limite nào é aplicável: pois Y, v, 


n=1 

converge. Há, contudo, uma maneira de usar o teste. A série dada pode ser es- 
crita como 

192.08 38 wp 138 nº 

то з л күре: 

Uma vez que o Teorema 12.4.1 nos permite subtrair um nümero finito de ter- 
mos sem alterar o comportamento (convergéncia ou divergéncia) de uma série, 
descartaremos os trés primeiros termos, obtendo 

43 53 m ¿+3 

4 5 6 CC (n+3) 
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з 3 Y ; T^ аә. 
Seja agora u, — IUe ae e, como anteriormente, seja v, = —. Então, 
(n + 3)! n! 
(n + 3)? 
(n + 3) 


: u Я 
lim == lim 
пә + co Vn n> tco 


n! 

Ж (п + 3)3и! 
„ч (n4 3) 

(n + 3yn! 
= lim 

nnn О 2) + 3) 

| (п + 3)? 

[йй A o 
„(п + Dn + 2) 

m n? + 6n + 9 
no п? + Зи +2 


ii 


| 
5 


Logo, segue, da parte (i) do teste de comparacáo com limite, que a série dada 
é convergente. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Considere a série geométrica 


Бы Ыы do Roi (6) 
2.4 8 16 32 " 2"! "^ 
que converge para 2, conforme foi mostrado na Ilustração 2 da Secção 12.3. 


Reagrupando os termos da série, obteremos 


Ro а icc 
2) M 8j \16 3) 7\41 gra po 


que é a série 


але еы 7 
ES E SS (7) 


A série (7) é a série geométrica com a = 4 er = 4. Dessa forma, pelo Teore- 
ma 12.3.5, ela é convergente, com soma 


=2 


Portanto, a série (7), obtida da série convergente (6), através do reagrupamento 
dos termos, também é convergente. A soma da série (7) é a mesma que a da 
série (6). 4 


12.5.4 TEOREMA 


12.5.5 TEOREMA 
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A Ilustração 1 é um caso particular do teorema a seguir. 


To 


Se Y, u, for uma série convergente de termos positivos, seus termos poderáo 


n=1 
ser agrupados de qualquer maneira, e a série resultante continuará convergente 
e com a mesma soma que a série original. 


Prova Seja {5„ a seqüéncia de somas parciais da série convergente de ter- 
mos positivos. Entáo, o lim s, existe; seja S esse limite. Considere a série 


noo 
+ с +o 


Y v, cujos termos foram obtidos agrupando-se os termos de Y. u, de alguma 
n=1 do =1 
forma. Por exemplo, У; v, pode ser a série 


n=1 


u, + (u, + из) + (и + Us + ug) + (u5 + ug + Ug + tio) +... 


n 


оп a série 


(и, + uz) + (uz + u4) + (us + ug) + (u7 + ug) +... 
+ со 


e assim por diante. Seja (t,) а sequência de somas parciais da série $ Ya 


n=1 
Cada soma parcial da seqüéncia {t} é também uma soma parcial da seqúén- 
cia (s,]. Logo, quando т cresce sem limitação, o mesmo acontece com п. Co- 
mo lim s, = S, concluímos que lim £, = S, o que prova o teorema. Ш 


nto т- +00 


O Teorema 12.5.4 e o próximo teorema estabelecem propriedades da soma 
de uma série convergente de termos positivos que sáo similares às propriedades 
válidas para a soma de um nümero finito de termos. 


+ < 


Se Y) и, for uma série convergente de termos positivos, a ordem dos termos 


n=1 
pode ser rearranjada, e a série resultante será também convergente e terá a mes- 
ma soma que a série dada. 


Prova Seja (s,] a sequência das somas parciais de uma dada série convergente 
+ о 


de termos positivos, е ѕеја lim s, = S. Seja ainda Y. v, a série formada ao 
| n= +% je n=1 die 

se rearranjar a ordem dos termos de Y. и,. Por exemplo, Y y, pode ser a 
п=1 по = 1 


série 
ил + Ug Fu + И + ug ctus +... 
+o 
Seja (t,] a sequência das somas parciais da série Y, у,. Cada soma parcial da 
n=1 
sequência ft,) será menor que S, pois é a soma de n termos da série infinita 
+œ 


У, u, Assim sendo, 5 é um limitante superior da seqüência (t,). Além disso, 


n=1 +00 


como todos os termos da série У, v, são positivos, [t,] é uma seqüéncia mo- 


n= 1 
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nótona crescente. Logo, pelo Teorema 12.2.7, a seqüéncia (£,) é convergente e 


Too 


lim t, = T < S. Agora, como a série dada Y и, pode ser obtida da série 
пә +0 
+00 


У vao rearranjarmos a ordem dos termos, podemos usar o mesmo argu- 
n=1 
mento e concluir que 5 < Т. Como ambas as desigualdades, T < SeS < T, 
devem ser válidas, segue que S = T, o que demonstra o teorema. [| 


n=1 


Uma série freqüentemente usada no teste de comparagáo é aquela conhecida 
como série p ou série hiper-harmónica. Ela é 


ЖОЕ ОР: 1 
++... +... onde р ё uma constante (8) 


Ta + ЭР 3r n? 
Na ilustração a seguir vamos provar que a série p diverge se p < 1 e converge 
sep > 1. 


„> ILUSTRACÁO 2 Sep = 1, a série р ёа série harmônica a qual diverge. Se 
D < 1, então nº < n; assim, 


1. 1 


» 2- para todo n inteiro positivo 


3 


Logo, pelo Teorema 12.5.2(ii), a série p é divergente, se p < 1. 
Se p > 1, vamos agrupar os termos da seguinte forma: 


(txt erra 1 (9) 
.]? 22 3 о SP EP 7r 8” SAET ш 
Consideremos a série 

1 2 4 8 207] 

8. 4... 10 
аар + di 


Trata-se de uma série geométrica cuja razão é 2/2? = 1/2» - !, que é um nú- 
mero positivo menor do que 1. Assim sendo, a série (10) é convergente. Vamos 
reescrever os termos da série (10) para obter 


1+ (5+5) + (5+3 1 1 1 1 T 
1” 2» * 2» 4P ptp *tigtgt*- +3 +... (11) 


Comparando as séries (9) e (11) vemos que o grupo de termos em cada conjun- 
to entre parénteses, após o primeiro grupo, tem soma menor em (9) do que em 
(11). Logo, pelo teste de comparação, a série (9) é convergente. Como (9) é um 
mero reagrupamento da série p quando p > 1, segue, do Teorema 12.5. 4, que 
a série p é convergente, se p > 1. я 


. Observe que a série do Exemplo 3 é uma série p com р = +< le, portanto, 
é divergente. 


ESSO A ras eso mo 
EXEMPLO 7 Determine se a série infinita é convergente ou divergente: 


+ co 1 


2, (и? + 2) 
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Solucáo Como para valores elevados de n, o número n? + 2 está próxi- 
mo do número nº, então o número 1/(n? + 2)! está próximo do número 
+00 


1/n??, A série Y 1- é divergente, pois é uma série p com p = 2 < 1. Apli- 
п=1 nº” 


5 "M 1 1 
cando o teste de comparação com limite a u, = (Pa A + 2З еу„ = 7E 
1 
a (2 + 2) 
lim —= 1 ————— 
noto Vn пә + со 1 
"JE 
"E 
= lm ——— 
n-to (n? + 238 
mE n? 1/3 
= lim [—5— 
no to (= + 5) 
. 1 1/3 
= lim 
n>+0 
1 + nã 
=1 
Logo, a série dada é divergente. 
EXERCÍCIOS 12.5 
Nos Exercícios de 1 a 26, determine se a série dada é convergen- to (n + 1) +o 1 
; . — 26. —————— 
te ou divergente. рУ (и + 2) EA (n n 2)n n 4) 
+ о 1 + о + o 

1. z 2. A 3. l Mi 
n=1 n2 a=1/2n +1 nazi 27. Use a série y (- 1) * ! para mostrar que o Teorema 12.5.1 
tom to 3n 41 to 3 А ве » 

4. 2771 5 == 6. —` não se aplica a uma série infinita de termos positivos e nega- 
п=1 4n +1 п=1 2n* + 5 п=1 yn +n tivos; isto é, mostre que a seqüência das somas parciais tem 
+0 cos? n +o 1 +00 1 um limitante superior, mas a série náo é convergente. 

7. 2 y | 8. рУ Inn 4 1) 9, RA тап 28. Suponha que f seja uma função tal que f(n) > 0, para todo 
+ . n inteiro positivo. Além disso, suponha que se p for um nú- 

10. [sen n| 11. y п! | 12. + 1 mero positivo qualquer, іт, n?f(n) existirá e será posi- 
n=1 n nzi (n + 2)! n=1 п? +1 +00 
to n £9 (n — 1)! T tivo. Prove que a série y f(n) é convergente se p > l,e 
13. 14. - 15. —- n=1 
„=1 Sn? + 3 п=1 (n +1) n=1 Qn)! divergente se 0 < p< 1. 
te 1 t? |cosec л t 41 q c | 
16 sen — 17. |созес n] 18. 29. Se y a, € y b, sáo duas séries convergentes de termo 
n=1 n n=1 n n=1n + Jn n=1 п= 1 : 
+0 1 * 2n +0 3 positivos, use o teste de comparagáo com limite para provar 
19. y ——— 20. — 21. ———— : € | 
п=2 п/п? — 1 az, п! п=1 2n — /n que a série X a,b, também é convergente. 
n=1 
2. te yn 23. Y Inn 24 y 1 30. Prove o Teorema 12.5.3(ii). 


„1 п? +1 UC о n + 2 “АЕ 3" —cosn 31. Prove o Teorema 12.5.3(iii). 
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. 12.6 О TESTE DA INTEGRAL О teorema conhecido como o teste da integral faz uso da teoria das integrais 
; impróprias para testar a convergência de uma série de termos positivos. 


12.6.1 TEOREMA | Seja f uma função contínua, decrescente e com valores positivos para todo 
O Teste da Integral | x 7 1. Então, a série infinita 


E sm = KD + fO) + IO +...) +... 


será convergente se a integral imprópria 
+ с 
| fo) ах 


existir e será divergente se „іт N f(x) dx = + ә. 
>+0 


Prova Se i é um inteiro positivo e i > 2, então, pelo teorema do valor médio 
para integrais (5.7.1), existe um número X tal quei- 1 < Х < іе 


fe fo) dx = foo 1 (1) 
Como f é uma função decrescente, | 

fü — 1) > f(X) > fÀ 
e assim de (1), 

л 02 fo Лоа > SO 


Logo, se n for um número inteiro positivo e n > 2, 


у, fü-0» E [fox Y /@ 


i=2 
n-1 


= 2/0> f104> Y 10-40 Q) 


As Figuras 1 e 2 mostram a interpretação geométrica da argumentação aci- 
ma, para n = 6. Na Figura 1 há um esboço do gráfico da função f satisfa- 
zendo as hipóteses. A soma das medidas das áreas dos retángulos sombreados 


FIGURA 1 ^ > . éf(1) + JO) + ЛЗ) + ЛА) + f(5), precisamente o primeiro membro da desigual- 
EU so a dade (2) quando n = 6. Obviamente, a soma das medidas das áreas desses retân- 
a rode gulos é maior do que a medida da área dada pela integral definida quando 


= 6. Na Figura 2 a soma das medidas das áreas dos retángulos sombreados 
é f(2) + /(3) + f(4) + f(5)  /(6), precisamente o terceiro membro da desi- 
 gualdade (2), quando л = 6. Essa soma é menor do que o valor da integral 
definida, quando и = 6. 
Se a integral imprópria existe, seja L o seu valor. Entáo, 


f. ¿So dx < (3) 


fe e Do segundo e terceiro membros da desigualdade (2) e de (3), 


FIGURA 2 > fà) « fq) + f" fe9 dx « fü) +1, (4) 
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+ с 


Consideremos agora a série infinita У) f(n). Seja (s,] a seqüéncia das so- 
1 


mas parciais dessa série, onde s, = У, AÐ. De (4), [s,) tem um limitante 
i=l 
+ co 
superior f(1) + L. Logo, pelo Teorema 12.5.1, У Лл) é convergente. 
n=l 
Suponha que „Шт И Јо) dx = +00. De (2) 


n-1 


Y л> (ло) ах 
i=1 
para todo n inteiro positivo. Segue que 


lim „= lim Y f() 


пә +00 пэ +оо i=1 
= +00 
+0 
Portanto, Y, f(n) é divergente. [| 
n=1 
EXEMPLO 1 Use o teste da integral para mostrar que a série p diverge se 


р < le converge se p > 1. 
+ 

Solucáo Asériepé Y E Se f(x) = l. entáo f é contínua e assu- 
n= 1 


me valores positivos para todo x > 1. Além disso, se 1 < x, < x,, entáo 
EJ 
x? 
ficadas as hipóteses do Teorema 12.6.1 para a função f. Consideraremos agora 
a integral imprópria e teremos 


+œ dx b dx 
pm lim E 
1 х b> +00 Jj X 


Se р = 1, a integral acima resulta em 


> рз e assim f é decrescente para todo x > 1. Portanto, entáo veri- 


lim In х} = lim lnb 
b> to E b> + о 
= +00 


Se p # 1, a integral resulta em 
xi^? | b^? = 1 


= lim 


lim 
1 b + о 1 — р 


b— to 1 — р 
Esse limite é + oo quando р < 1 e —1/(1 — p) se р > 1. Assim sendo, pelo 
teste da integral, segue que a série p converge se p 1 e diverge se p « 1. 


EXEMPLO 2 Determine se a série é convergente ou divergente: 


+ о 


У ne” 


n=1 
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Solugáo Seja f(x) = xe-*. Então, 
f'(x) = e7* — xe™* 
e "(1— x) 


Como f'(x) « O para x > 1, segue do Teorema 4.4.3 que f é decrescente se 
x > 1. Além disso, f é contínua e seus valores sáo positivos para todo x > 1. 
Assim, as hipóteses do teste da integral estáo verificadas. Aplicando a integra- 
ção por partes, 

E dx = —e"(xt-1)4-C 


Logo, 


= xe * dx = lim a Ux s 


b> + co 


= lim 
b + со 


Сото „іт (b + 1) = +оо e lim e? = +00, podemos usar a regra 
— +00 > 


> + 


de L'Hópital para obter 


сн d 
b- + о e b> + o e? 
=0 
Portanto, 


p xe * dx = : 


Dessa forma, a série dada é convergente. 


Se para uma série infinita o índice do somatório comeca com n — K em vez 
de n = 1, temos então a seguinte modificação do teste da integral: 
Se f for uma fungáo contínua, decrescente e com valores positivos para todo 
+o 


2 k, a série infinita 2 f(n) será convergente se a integral imprópria 
n=k 


f. + f(x) dx 


existir e será divergente se „im p ЈО) dx = +0, 
— +00 


A demonstração é idêntica àquela do Teorema 12.6.1. 


EXEMPLO 3 Determine se a série é convergente ou divergente: 


+00 1 


12.7 Séries Alternadas 


Solucáo 


1 
des xin x 
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A função f definida por 


é contínua e tem valores positivos para todo x > 2. Além disso, se 
2 € x, < x, então Дх) > f(x); assim, f é decrescente para todo x > 2. Por- 
tanto, o teste da integral pode ser aplicado. 


dx 


+ оо b 
| ——— = lim | (In x)7 1/2 e 
2 хах b>+0 Ja x 


lim [2/n x | 


b + о 


lim [2n b — 2/In 2] 


b> + оо 


= +00 


Assim sendo, a série dada é divergente. 


EXERCÍCIOS 12.6 


Nos Exercícios de 1 a 8, use o teste da integral para determinar 
se a série dada é convergente ou divergente. 


+0 1 2 +00 2 3 + оо 1 

1. e e . —— 7 
n=12n +1 х, (3n + sy p (n + 2p? 
+ о п + co 4 х + 00 2n + 3 

4. 5. . = 
neon? — 2 63 n — 4 2. (п? + 3ny? 
+0 +00 2n 

7. rn 8. 
Pd aTi п + 1 


Nos Exercicios de 9 а 22, determine se a série dada ё convergen- 
te ou divergente. 


to Inn + оо 1 +0 tg! n 
9. — 10. 11. 
amu „2 п1а п a n? +1 
+0 5 + оо +0 
12. Y ne^" 13. ne^" 14 ne" 
n-1 n=1 n=1 
+ оо In n + о + о 
15 — 16 cotg^! n 17 cosech n 
п=2 П n=1 n=1 
+ о eis!” + со e!" + со А 
A 19. 20. h 
B n=1 п? +1 P» п? 0 A bd 


Es n+3 ке A 
21. 1 - 22. ———áà 
>, n ( n ) 05 n(In ny 
+o 


23. Prove que a série é convergente se e somen- 


n=2 n(n п)? 


te se p > 1. 
+o 1 
24. Prove que a série z “ndo linda лу]? é convergente se e 
somente se p > 1. 
Inn 


é convergente se e somente se 


+ с 
25. Prove que a série y n? 
n=1 


р> 1. | 
26. Se s, for a k-ésima soma parcial da série harmónica, prove 
que In(k + 1) < s, < 1 + In К. 


1 <-зеб<т<х<т+1. 


E 1 
г 5 — 
(Sugestáo mc x 


Integre cada membro da desigualdade de та т + 1; faça 
т assumir sucessivamente os valores 1, 2, ... , n — l, esome 
os resultados). 

27. Use o resultado do Exercício 26 para estimar a soma 


190.71 1 1 1 


atom 50 +51177 100 


12.7  SÉRIES ALTERNADAS 


Nesta secção e na seguinte consideraremos séries infinitas constando tanto de 
termos negativos como positivos. Discutiremos primeiramente um tipo de série 


cujos termos sáo alternadamente positivos e negativos — as chamadas séries 


alternadas. 
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12.7.1 DEFINICÁO 


12.7.2 TEOREMA 
Teste de Séries Alternadas 
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Se a, > 0 para todo л inteiro positivo, entáo a série 


To 


Y (-1y*'4,2a -24,*a4,7a*...*(-1y*'a,*... 


n=1 


e a série 
+00 


Y (—1)уа„=-аү+а,-а,+а—...+(—1)'а„+... 
n= 1 


sáo chamadas de séries alternadas. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Um exemplo de série alternada do tipo (1), onde o primeiro 
termo é positivo, é 


pt. 1 1 1 | 1 
ly*!-az1— — ux 1+1- +... 
par ) n 2*3 4* TU n 
Uma série alternada do tipo (2), onde o primeiro termo é negativo, é 
To 1 1 1 1 1 
—)— = – | — Е — 1)" — +... я 
PI DET ta» x еш 


О teorema a seguir fornece um teste de convergéncia para uma série alterna- 
da. Ele é chamado de teste de séries alternadas; também é conhecido como teste 
de Leibniz, pois foi formulado por ele em 1705. 


+ oo +o 
Considere a série alternada >, (—1)'*! a, [ou de na, | onde a, > 0 


n=1 n=1 


еа, +. < а, para todo n inteiro positivo. Se lim a, = 0, a série alternada 


n +0 


| converge. 


Prova Suponhamos que o primeiro termo da série alternada seja positivo. Com 

essa hipótese não há perda da generalidade, pois, se assim não for, descarta- 

mos o primeiro termo, o que não afeta a convergência da série. Assim, temos 
+0 


a série alternada 9, (— 1)" * ! a,. Considere a soma parcial 
n=1 


$5, = (a, — a5) + (a4 — a4) +... + (am — aan) 


Como por hipótese a, , , < а„ cada quantidade entre parênteses em (3) é po- 
sitiva. Logo, 


O < S3 X S4 < S6 €... «Sy, <... (3) 
Podemos também escrever s,, como 

$3, = d, — (a, — аз) — (a4 — a5) — . .. — (a34-2 — 43-1) — Gon 
Como a, ,, < а,, cada quantidade entre parênteses é positiva. Logo 

San < di para todo 7 inteiro positivo "E (4) 
De (3) e de (4), 


O < San <a para todo n inteiro positivo 
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Assim sendo, a seqüéncia (s;,] é limitada. Além disso, de (3), a seqüéncia (s;,) 
é crescente. Logo, pelo Teorema 12.2.6, a seqüéncia (s,,) é convergente. Seja 
lim Sın = Se, do Teorema 12.2.7, 5 < a. Сото $,,, = San + an, 1, 


A too 


lim 5;,,,, = lim Sap, + lim q, 
n to nto п» to 


Mas, por hipótese, lim a,,,, = 0; logo lim s,,,, = lim s, Assim 
пә +0 n= o пә to 
sendo, a seqüéncia das somas parciais dos termos de índice par e a seqüéncia 
das somas parciais dos termos de índice impar tém o mesmo limite S. 
Vamos mostrar que lim s, = S. Como „Шт. Sn = S, então para todo 


n> +0 


є > 0 existe um inteiro № > 0, tal que 


se 2, > М, então |$,— S| «e 


E como lim 5,,, = S, existe um inteiro N, > 0 tal que 
A +0 
se 2n + 1 > №, então |s,,,— S| «e 


Se N for maior do que os dois inteiros N, e N,, segue que se л for qualquer 
inteiro, par ou ímpar, e 


sen 2 N, então |s, - S| < є 


Logo, lim s, — Se assim sendo, a série alternada é convergente. п 
no +00 


EXEMPLO 1 Prove que a série alternada é convergente: 


+ о 1 
Y (—1y*!- 
n=1 


n 
Solucáo A série dada é 


EN 1 1 
]petplet е еу E a 
аа а з rt 


ns < L para todo n inteiro positivo, e lim 


1 n n= o 


do Teorema 12.7.2, que a série alternada dada é convergente. 


1 


Сото = 0, segue, 


EXEMPLO 2 Determine se a série é convergente ou divergente: 
Le n+2 
À A 
2, cb n(n 4- 1) 
Solugáo A série dada é uma série alternada. 
lu ade tts 
no e nto n(n + 1) 
1 2 
nn 
= lim 1 
nto 1 ipm 
n 
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12.7.4 TEOREMA 


Seqüóncias e Séries Infinitas de Termos Constantes 


Antes de aplicar o teste de séries alternadas, devemos provar que a, , , < а, 


: а 
ou, equivalentemente, —-——- < 1. 
a 


n3 
ал+ — (1+1)т+2) 
a n+2 


n(n + 1) 
_ n(n + 3) 
(п + 2)2 
| m + Зп 
| + 4п +4 
«1 


Entáo, do Teorema 12.7.2, segue que a série dada é convergente. 


Se uma série infinita for convergente e sua soma for S, entáo o resto obtido 
quando aproximamos a soma da série pelá k-ésima soma parcial s, será deno- 
tado por R, e 


R,-S-5S, 


m +0 ; 
Considere a série alternada Y (—1)'*! a, [ou Y (-1y a., onde a, > 0e 


n=1 n=1 


а, +1 < а, para todo л inteiro positivo, e lim a, = 0. Então, se R, for o 
n2 


+% 
resto obtido quando aproximamos a soma da série pela soma dos k primeiros 
termos, |R,| < a,, |. 


Prova A série dada converge pelo teste de séries alternadas. Suponha que os 
termos com índices ímpares da série dada sejam positivos e os termos com índi- 
ces pares sejam negativos. Então, de (3), na demonstração do Teorema 12.7.2, 
a seqúéncia [5,,] é crescente. Assim, se S for a soma da série dada, 


$34 < $3,442 <S рага todo k > 1 (5) 
Para mostrar que a seqüéncia (s,, _ ,} é decrescente, escrevemos 
S2n-1 = d, — (a3 — аз) — (a4 — a5) — ... — (834-2 — 43,1) 


Como a, , ; < 4,, segue que cada quantidade entre parênteses é positiva. Lo- 
go, como a, > 0 


Si > 53 > 55 >... > S31 >... 
Portanto, a seqüéncia (s,, _ |} é decrescente. Assim, 


S «$3 < S2k-1 para todo k > 1 (6) 
Como S < Sa, | 

S — Sa € $3441 — S3 = аз para todo k > 1 (7) 
De (5), sy < S. Logo 

0 < S — Sa para todo k > 1 
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Logo, dessa desigualdade e de (7), 
0 < S — S < aki para todo k 2 1 (8) 
De (5), -S < —s,. Assim, 


$4.17 S Sg-1 — S = y paratodok 2 1 (9) 
De (6), 
0<S*-1-S para todo k 21 


Entáo, dessa desigualdade e de (9), 

0 < Sw-1 ~ S < ax para todo k 2 1 (10) 
Da Definição 12.7.3, R, = S — s,, então (8) pode ser escrita como 

0 < Ry < а, para todo k > 1 (11) 
e (10) pode ser escrita como 

0 < —R4,., € Gy para todo k > 1 


Combinando essa desigualdade e (11), temos 


[Rel < а +, para todo k > 1 
e o teorema está provado. ш 
EXEMPLO 3 Uma série para calcular In(l + x) se x está no intervalo aberto 
(-1, Dé 


+ о х" 
In(1 x) = Y (nto 


=1 


Ache um limitante superior рага o erro cometido quando aproximamos o valor 
de In 1,1 pela soma dos trés primeiros termos da série. ; 


Solucáo Vamos usar a série dada com x = 0,1 para obter 
Е _ 017 (0,14 0,1); 
In 1,1 = 0,1 T + ES o + 


Tal série satisfaz as condições do Teorema 12.7.4; assim, se R, for a diferença 
entre o valor de In 1,1 e a soma dos três primeiros termos, então 


|R,| < 0,000025 


Assim sendo, a soma dos três primeiros termos fornece um valor para In 1,1 
com precisão de até pelo menos quatro casas decimais. Usando os três primei- 
ros termos, obtemos 


In 1,1 = 0,0953 


EXERCÍCIOS 12.7 


Nos Exercícios de 1 a 14 determine se a série alternada dada é 3 m (ay 3 d 4 
convergente ou divergente. i 2 ) n2+1 8 3n— 2 


+ 


кс nt 1 X zd п оо n4 T 
LE аст ss єс, 
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to to Inn to 1 to 1 
7 (-iy+! 8 (-1y*! 19. Y, DS 20. Y (-1y*!— 
n=1 n=1 n n=1 n n=1 n 
to Inn to е" to 
9 "ы 10 = 1)" — 21. 1) 
AC ) n P "n P y (n + 1) In(n + 1) 
+ о 3" + со vn To 1 
. ay 12. — 1)" 22. —1y— 
11 At ) P A ) mL] PA ) " 
13. y (-1y ш 14. $ (-1y*! » Nos Exercícios de 23 a 30, obtenha a soma da série infinita da- 
n=1 2" n=1 1+ 32" da, com precisáo de trés casas decimais. 
+o 1 + о 
А uM | 23. Y (t's 24. У (— Dy 
Nos Exercícios de 15 a 22, ache um limitante superior para o er- n=1 2 n= 
ro, quando aproximamos a soma da série infinita dada pela so- + o +11 +o А 2 
та dos quatro primeiros termos. 25. A (-1y a A (— 1" 
15 b 1y+1 І 16 у (— 1)" 2 27. b ут! У ( 1" 1 
' п=1 п ` n=1 n? ' n=1 Qn) n=1 Qn + 1)? 
17 $ Dy?! 1 18 ў 1)" +1 п 29, HIS 1+! — 1 30. S ipud 
am (2n — 1)? ' P (n + 1)? A n2" tA (2n)! 


12.8 CONVERGÊNCIA se todos os termos de uma dada série infinita forem substituídos pelos seus va- 
ABSOLUTA E CONDICIONAL, 


O TESTE DA RAZÃO 
E O TESTE DA RAIZ 


12.8.1 DEFINIÇÃO 


lores absolutos e a série resultante for convergente, então dizemos que a série 
dada é absolutamente convergente. 


+0 
Dizemos que a série infinita Y, и, será absolutamente convergente se a série 
n=1 


y |u, | for convergente. 


n=1 


> ILUSTRAÇÃO 1 Considere a série 


te 122222 2 
A зеза (ж... (1) 


Essa série será absolutamente convergente se a série 


22421242, ++ 

Аз" 313233 ta 3" 
for convergente. Como se trata de uma série geométrica com r — i « 1, ela 
será convergente. Logo, a série (1) é absolutamente convergente. 4 


>» ILUSTRAÇÃO2 Uma série convergente que não é absolutamente convergente 
é, por exemplo 


+ о (= 1)" +1 
24 n 


No Exemplo 1 da Secção 12.7 ficou provado que tal série é convergente. A série 
náo é absolutamente convergente, pois a série dos valores absolutos é a série 
harmónica, que é divergente. «4 


A série da Ilustracáo 2 é exemplo de uma série condicionalmente convergente. 


12.8.2 DEFINICÁO 


12.8.3 TEOREMA 
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Uma série que é convergente, mas náo absolutamente convergente, é denomi- 


nada condicionalmente convergente. 


Entáo, é possível que uma série seja convergente, mas náo absolutamente con- 
vergente. Por outro lado, se uma série for absolutamente convergente, ela de- 
verá ser convergente; esse será o objeto do próximo teorema. 


+ о 


Se a série infinita Y, и, for absolutamente convergente, ela será convergente е 
А п= і 


Prova Consideremos as séries infinitas 


+ o +0 +0 
У У У (0+) 
n=1 n=1 n=1 


e sejam (s,), ft,) e (r,] as sequências de suas somas parciais, respectivamente. 
Para todo л inteiro positivo, и, + |u,| éO ou 2|u,|; assim sendo, temos a de- 
sigualdade 


0 < u, + lu] < 2)u5 (2) 
+оо 
Como У, |u,| é convergente, denotaremos a sua soma por Т. Já que (£,) é 
n=1 
uma seqüéncia crescente de números positivos, então t, < T para todo n in- 
teiro positivo. De (2) segue que 


0Sr, < 2t, « 2T 
Logo, a seqüéncia (r,) tem um limitante superior igual a 27. Assim, pelo Teo- 
To 


rema 12.5.1, a série У; (и, + |u,|) é convergente. Seja R a sua soma. Co- 
n=1 

mo de (2), ír,] é uma seqüéncia crescente, podemos concluir, do Teorema 

12.2.7, que R < 2T. 


+оо +00 
Cada uma das séries У) (и, + |и,|) е Y, |u,| é convergente; logo, do 
n=1 n=1 


Teorema 12.4.3, segue que 
+ оо 


+ о 

Y [lun + lu.) = |н] d у un 

n=1 n=1 
também é convergente. 


Seja S.a soma da série Y u, Então, novamente pelo Teorema 12.4.3, 


n=1 ; 


S = R — T.E como R < 27,5 < 2Т - T = T. 
+ со 


Сото у и„ é convergente e tem soma $, segue, do Teorema 12.4.2, que 


nzi 
To +œ +00 


У, (—u,) é convergente e tem soma — S. Сото Y |-ule Y lu,| são 
n=1 n=1 п= 1 
+00 


+ 
ambas iguais a T, podemos substituir У) и, por У, (—u,) na discussão acima 
n=1 n=1 
e mostrar que —5 < T. Сото S < Te —S < T, temos |S| < T; então 
+ с + о 
Y ws Y lu,|, ео teorema está provado. " 
n=1 


n=l 
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EXEMPLO 1 Determine se a série é convergente ou divergente: 
tæ cos inn 
n=1 n? 
+00 
Solução Denotando a série dada por Y u,, temos 
n=1 
+ ос 1 1 1 i i 1 i cos inn 
ua “ш се у у + 
ЕЕ 1 2 3 4 5 6 7 п 


1 


1 1... E 15 A md es 
=3— 87 97 32 + 50 +36 әд... 


Essa é uma série de termos positivos e negativos. Podemos provar que tal série 
é convergente se pudermos mostrar que ela é absolutamente convergente. 


pa +9 [cos inn] 


У ul= У LS 


n=1 n=1 n 
Como 
[cos inz| < 1 para todo n 
Tos n < 22 рага todo 7 inteiro positivo 


+0 


A série Y -p7 6 uma série p, com p = 2 e, portanto, é convergente. Assim, 
n= 1 
+ 


pelo teste de comparação У, |u,| é convergente. Logo, a série dada é abso- 


n=1 


lutamente convergente, e entáo, pelo Teorema 12.8.3, ela é convergente. 
+ о 


Observe que os termos da série Y |u,] nem crescem nem decrescem mono- 


m 
tonamente. Por exemplo, |u,| = $, |us| = $, Jus] = $; eassim, |us| < |и,|, 
mas |us| > |u. 


O teste da razão, dado no próximo teorema, é usado frequentemente para 
determinar se uma dada série é absolutamente convergente. 


+оо 


12.8.4 TEOREMA | Seja У, и, uma série infinita dada para a qual todo и, ё nào-nulo. Então, 
Teste da Razáo nc 


Я . и ox A 
(1) se lim |—— | = L < 1, a série dada é absolutamente convergente; 
u 


n- to 


A E и F u a 
(ii) se lim |———| = L > 10use lim det =" +00, a série dada 


n 4o u n= +00 и, 
ё divergente; 
е ; u 
(iii) se lim |———- 


n= +o 


| = 1, nenhuma conclusáo quanto à convergéncia pode 


n 


ser tirada do teste. 
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Prova de (i) Е dado que L < 1. Seja А um número tal que L « R « 1. Seja 


. и . "M 
R - L = є < 1. Como lim |———.| = L, existe um inteiro N > 0 tal que 
п +00 и, 
" Un+1 
senzN então — L|<e 
n 
Assim, 
u | 
senzN então 0 < |1] < +є= К (3) 
Ta, 


Vamos supor que n assuma os valores sucessivos №, N + 1,N + 2,...e 
assim por diante. De (3) obtemos, 


ly ei] < R|uy| 
[uy +2] < Rluy+ | < Ким 


[ty + a] < Rluy 4 2| < Ки 


Em geral, 

juy+x| < Run) para todo k inteiro positivo. (4) 
А série 

+ co . 

У || = |uy|R + lu, |R? +... + |А" +... 

k=1 


é convergente, pois é uma série geométrica com razáo menor que 1. De (4) e 
To 


do teste de comparação, segue que a série >, luy, «| € convergente. A série 


k=1 
+ с +00 


Y Ju, ; | difere da série У, |и,| somente nos N primeiros termos. Assim 
1 


+ о 


sendo, y |u,| é convergente e, portanto, a série dada é absolutamente con- 


n=1 


vergente. 
LI . Un, 1 . u, + 1 L-4 
Prova de (ii) Se lim |——-|- L > 1 оц lim |.——— + c, então em 
n= +0 и, . n= +0 u, 
. "M «lu 
ambos os casos existe um inteiro N > O tal que sen > N, então | ———..| > 1. 
u, 


Vamos supor que n assuma os valores sucessivos №, N + 1, № + 2, ...e 
assim por diante. Obtemos 


lux + 1] > fun] 
[Uy +21 > Jun +11 > [uy] 


[uy +3] > juna] > [un] 


Assim, se n > N, então |u,| > |uy|. Logo, lim и, = Oe, portanto, a série 
n to 


dada é divergente. 
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Prova de (ii) Aplicando o teste da razão à série р, teremos 


1 
(n + 1р 
fine A л ТАЛЕ Пу, 
пэ + с Un пә + о 1 
n? 
й 
= іт ( de ) 
п» to п+ 1 


Já que a série p diverge sep < 1 e converge se p > 1, mostramos que ё possível 


cv А i Я и 
ter tanto séries convergentes como divergentes para as quais lim |. | = 1. 
п + о и, 
Isso prova a parte (iii). п 
EXEMPLO 2 Determine se a série é convergente ou divergente: 
tx 
n 
Ў (— 1) 1 = 
n=1 2 . 
a n п +1 
Solucáo и, = (—1yp*! yn € Unei S OD +? TA Logo 
Unyi] n+1 2" 
Ж m 2п+1 п 
onc 1 
7 2n 
Assim, 
1 
Lp 
І : n 
lim ?*l|- lim 
пэ + 3% u, пэ + 2 
a 
2 
<1 


Segue, pelo teste da razão, que a série dada é absolutamente convergente e, por- 
tanto, pelo Teorema 12.8.3, ela é convergente. 


EXEMPLO 3 No Exemplo 2 da Secção 12.7 ficou provado que a série 
+ oo n + 2 
Mine fue 
2, (=D n(n + 1) 


é convergente. Essa série é absolutamente convergente ou condicionalmente con- | 
vergente? 
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Solucáo Para testar a convergéncia absoluta aplicamos o teste da razáo. 
Na solução do Exemplo 2 da Secção 12.7 foi mostrado que a razão 


lu, +3] __n+3n 
li, n? + 4n +4 


Logo, 
3 
1+2 
. и А 
lim |24] = lim 
n>+00 | Un mto, 4,4 
n m 


=1 
Desta forma, o teste da razáo falha. Como 
n+2 
м7 
n(n + 1) 
_n+ 2 . H 
"^n-«lin 


+00 


o teste de comparação pode ser aplicado. Uma vez que a série У; 1 éa 
п=1 A 
+0 


série harmônica, que diverge, concluímos que a série У, |u,| é divergente e 
n=1 
+00 


então У, и, não é absolutamente convergente. Portanto, ela é condicional- 
n=1 


mente convergente. 


Devemos ressaltar que o teste da razão não inclui todas as possibilidades para 


. u oa А S . "EM | 
lim |+! |, pois é possível que o limite não exista e não seja + оо. A dis- 


no + 


n 
cussáo de tais casos náo se insere no contexto deste livro. 

A demonstração do teste da razão baseou-se na aplicação do teste de compa- 
ração com a série geométrica. Outro teste com demonstração similar é o teste 
da raiz. 


+ 
12.8.5 TEOREMA | Seja У; 'u, uma série infinita para a qual и, é diferente de zero. Então, 
Teste da Raiz "=! | 
(i) se lim Ylu,| = L < 1, a série dada é absolutamente convergente; 


(ii) se „іт Ми, | = L > 1, ouse ,lm М|и„| = +00, a série é divergente; 


(iii) se lim “/|u,| = 1, nenhuma conclusão relativa à convergência pode 
n- +o 


ser tirada do teste. 
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Dada a semelhança entre a demonstração do teste da raiz e a do teste da razão, 
ela será proposta como exercício (veja os Exercícios de 26 a 28). 


EXEMPLO 4 Use o teste da raiz para determinar se a série é convergente ou 
divergente: 


32n+1 


2, a b: п?" 


Solucáo Aplicando o teste da raiz, teremos 
р 
32n+1 1/n 
lim |а, = lim = 
n + co пә + с п 
32+(1/m) 

= lim 5 

пэ + со п 
= 0 
«1 


Assim sendo, pelo teste da raiz, concluímos que a série dada é absolutamente 
convergente. Portanto, do Teorema 12.8.3, segue que ela é convergente. 


Os testes da razáo e da raiz sáo intimamente relacionados; contudo, o pri- 
meiro é, em geral, mais fácil de ser aplicado. Se os termos da série contiverem 
fatoriais, entáo certamente esse será o caso. Por outro lado, se os termos conti- 
verem poténcias, como no Exemplo 4, poderá ser vantajoso o uso do teste da 
raiz. O próximo exemplo é um caso onde é mais indicado aplicar o teste da raiz. 


EXEMPLO 5 Determine se a série é convergente ou divergente: 


+0 1 
24 [In(n + 1)]" 


Solução 
lim Ju) = lim n ER 
пә + пә + [In(» + 1)] 
Rp iil 
=0 


«1 


Do teste da raiz, segue que a série dada é absolutamente convergente e, portan- 
to, do Teorema 12.8.3, ela é convergente. 


Existem séries para as quais o teste da raiz pode ser usado, a fim de determi- 
nar a convergéncia, quando o teste da razáo falhar. Uma dessas séries aparece 
no Exercício 25. 


12.9 Sumário dos Testes de Convergência ou Divergência para uma Série Infinita 
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EXERCÍCIOS 12.8 


Nos Exercícios de 1 a 20, determine se a série dada é absoluta- 
mente convergente, condicionalmente convergente ou divergen- 


te. Prove a sua resposta. 


+0 AM +o 2" 
—— 2 1) = 
1 xí z) pa nº 
+ 2" +0 2\" 
ntl T 
DE ©”) 
+œ n? to 1 
Hom —]y*! 

* in S b C биз 
© п! +0 1 
—1Y : -1yp+! 
7C 8 RC «x2 
to | — 2senn оо 1 

10. —1y 
m AC weg 
+00 3 +00 п? +1 
—q1P+1 > ж G 
11 A 1) "i 12. ү 1) PE 
too 1 t9 cos n 
. pri 14. 
13 p D n(In п)? n=1 n? 
+0 To 
су 16. Y ( pc 
n=1 n n=2 nn 
1 2n 
+ оо 1 V (1+2 
З 18. 
И >, (Іа п)" y e 
n-i 
ton to 1:3:5-...-(Qn— 1) 
D Eo асое ВИ) 


+00 


21. Se |r| < 1, prove que a série y r" sen nt é absolutamente 


. Prove que se 
+0 


+0 
. Dada a série E 


n=1 
convergente para todos os valores de f. 
+00 


. Prove que se y u, for absolutamente convergente е 


Y 
n=1 EA 
Y u, for absolutamente convergente, 
n=1 


n=1 
u, 5 O para iode: n, entáo 


será divergente. 


“então У) u, será convergente. 


n=1 


. Mostre, por meio de um exemplo, que o inverso do Exercí- 


cio 23 náo é verdadeiro. 


1 


TEN (a) Mostre que o teste da 
1 


n= 
razáo falha para essa série. (b) Use o teste da raiz para deter- 
minar se a série é convergente ou divergente. 


. Prove a parte (i) do teste da raiz (Teorema 12.8.5). (Suges- 


táo: como L « 1, seja R um número tal que L « R « 1, 
eseja R — L = e « 1. Mostre que existe um inteiro N tal 
que se n > N, então |u,| < R”. Em seguida, use o teste de 
comparacáo.) 


. Prove a parte (ii) do teste da raiz. Veja a sugestáo do Exercí- 


cio 26. 


. Prove a parte (iii) do teste da raiz, aplicando-o às séries 
+ o +00 


1 Е ; à 
y Ra e y ES (sugestão determine lim Vn, ex- 
n=1 A n=1 A 2 no +0 

pressando “/n = е0 Y: e usando a regra de L'Hópital 


E In n 
lim Я 
n>+0 n 


para achar 


12.9 SUMÁRIO DOS TESTES 
DE CONVERGÉNCIA 

OU DIVERGÉNCIA 

PARA UMA SÉRIE INFINITA 


Para concluir o estudo das séries infinitas de termos constantes, vamos resumir 
os vários testes que podem ser usados para determinar a convergéncia ou diver- 
géncia de uma série dada. Nas Seccóes de 12.3 a 12.8 vimos alguns desses testes 
e para desenvolver a habilidade de reconhecer e aplicar o teste apropriado é ne- 


cessária uma prática considerável. Vocé irá adquirir essa prática fazendo os Exer- 
cícios de 11 a 48 nos Exercícios de Revisáo a seguir. Vamos dar aqui uma lista 
dos testes. Vocé deve tentar cada um deles, na ordem indicada. Se uma deter- 
minada etapa não se aplica ou não leva a conclusão alguma, você deverá tentar 
a seguinte. É claro que em alguns casos mais de um teste é aplicável, mas vocé 
deve selecionar o mais eficiente. 


1. Calcule lim 4, Se lim и, = 0, então a série diverge. Se lim и, = 0, 
noto n +0 n>+0 


nenhuma conclusáo pode ser tirada. 


2. Examine a série para determinar se ela faz parte de algum dos tipos es- 
peciais: 


(i) Uma série geométrica: Y, ar"-1. Ela converge para a soma 


+ о 


ә 


а 
l-r 


n=1 


se |r| < 1 e diverge se |r| > 1. 
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+ о 


(ii) Uma série p: Y + (onde p é uma constante). Ela converge se 
n 


n=1 

p > 1 e diverge sep < 1. 

+00 +оо 

(iii) Uma série alternada: Y (—1)'*!a, ou Y, (-1)”a,. Aplique o 

n=1 п = 1 
teste de séries alternadas (Teorema 12.7.2): se a, > 0€ 4,,, < à, 
para todo n inteiro positivo, e lim a, = 0, entáo a série alternada 
é convergente. TOS 

+o 


3. Tente o teste da razão (Teorema 12.8.4): seja У и, uma série infinita 
n=1 


dada, рага a qual todo u, é não-nulo. Então, 


: : u m , 
(0) se lim ¡+1 | = L < 1, a série dada é absolutamente convergente; 
no co 
n 
аа . и, + 1 а и, + 1 . . 
Gi) se lim |22/=L > louse lim |——--|- +00, a série é di- 
noto и, n= to Un 
vergente; 
(11) se lim =+1|= 1, nenhuma conclusão quanto à convergência 
n to и, 


pode ser tirada do teste. 
+0 


4. Tente o teste da raiz (Teorema 12.8.5): seja Y и, uma série infinita 
n=1 


dada, para a qual todo u, é náo-nulo. Entáo, 
(i) se lim "ГПа, | = L < 1, a série dada é absolutamente convergente; 
(ii) se um и, | = L > 1, ou se lm "Ли, = +00, а série ё diver- 
gente; 
(iii) se um. "Ди, | = ], nenhuma conclusáo quanto à convergéncia pode 
de ser tirada do teste. 
5. Tente o teste da integral (Teorema 12.6.1): seja f uma funcáo contínua, 
decrescente e com valores positivos para todo x > 1. Entáo a série infinita 


Уут) = Л) +D SOn ASNH... 


será convergente se a integral imprópria 
MECE: 


existir, e será divergente se „Шт p FO) dx = +00. 
= + 


+0 
6. Tente o teste de comparação (Teorema 12.5.2): seja У и, uma série 
de termos positivos. E 
+0 


G) Se У, v, for uma série convergente de termos positivos já conhecida 


n=1 +0 


eu, < v, para todo n inteiro positivo, então y u, Será convergente. 


n=1 
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(ii) Se Y) w, for uma série divergente de termos positivos já conhecida 


n=1 


+00 


eu, > w, para todo л inteiro positivo, então У, и, será divergente. 


n=1 


Ou tente o teste de comparacáo com limite (Teorema 12.5.3): sejam 
+ 


+00 


Y u,e Y v, duas séries de termos positivos. 


n=1 n=1 
(i) Se lim = c > 0, então ambas as séries convergem ou divergem 
пә t0 Va i 
conjuntamente. 
is +0 +оо 
(ii) Se lim " = б езе Y v, converge, então у; и„ сопуегре. 
лке Vi n=1 n=1 
и +0 +o 
(iii) Se lim =? = +00 ese У, v, diverge, então >, u, diverge. 
пою. y. n=1 n=1 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 12 


Nos Exercícios de 1 a 8, escreva os quatro primeiros números 
da ѕедйёпсіа e ache o seu limite, se existir. 


3n (iy? n—1 
1. 2. 4———— 3, > 
ү + 5) t + 1)? п? +1 
п? 
5. {2+(—1)" 6. 4———— 
vro lc Б] 
1 2п 2 2 2 
dre) | 8. p Er д 
п п+4 п 
Nos Exercícios 9 e 10, ache os quatro primeiros elementos da se- 
qüéncia de somas parciais (s,) e encontre uma fórmula para s, 


em termos de n. Também determine se a série infinita é conver- 
gente ou divergente; se for convergente, ache a sua soma. 


+ о 3 * o 2n— 1 
Өт 10. 2 (a) 


n=1 


Nos Exercícios de 11 a 20, determine se a série é convergente ou 
divergente. Se a série for convergente, ache a sua soma. 


13 + оо n— 1 + со 2 
. 14. —1y + (— 1)" 
2 Ус écart 
+ о +o 
15. Y sen” ja 16. Y cos" 1л 
n-0 n=0 
+0 1 
17. ——————_——— (Sugestão: para obter a soma, ache pri- 


px (3n — D(3n + 2) 
meiro a seqüéncia das somas parciais.) 


4 3 
vas 0 
18. Els) 19. у c 


n=1 


“Nos Exercícios de 21 a 38, determine se a série é convergente ou 


divergente. 
а. рэ п? : бп 22 b TENTI 
atol) ий" 
25. z or 26 b JA 27. > (—1)In - 
ef 1p+1 © o 

28. = 2 z > bi - т; > 30. Y TE 
31. Y € Е E) 32. 5 i: 33. bi = ; - 
34. > еси 35. b T 36 5 пз" 
оа гава DE B 

n=12" + senn „= (n + 3)! 


Nos Exercícios de 39 a 48, determine se a série dada é absoluta- 
mente convergente, condicionalmente convergente ou divergen- 
te. Prove as suas respostas. 


2n+1 


39 +0 n? +o 
-1 — 40. —-1y——— 
pn ) 3” 0 2 | 1) (2n + 1)! 
ayer e mty É 
: P» (=1) (n + 19^ e P gnti 


+o n! +o 


43. b En 44. Y (—1y 


23^ 
(DT 

n 
c, Onde c, = 
c,, onde c, = 
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two 1 
46. 2 (— 1)": 


se n for um quadrado perfeito 


se n não for um quadrado 
perfeito 


se tn for um inteiro 


se tn não for um inteiro 


[In(n + 2]" 


49. 


50. 


51. 


Expresse como uma fração ordinária a dízima periódica: 
1,3242424 . . . 

Deixa-se cair uma bola de uma altura de 18 m. Cada vez que 
ela bate no cháo, sobe a uma altura correspondente a dois 
tercos da altura da queda anterior. Ache a distáncia percor- 
rida pela bola até o repouso. 

A trajetória de cada oscilacáo de um péndulo, após a pri- 
meira, é 80% da trajetória da oscilacáo anterior de um lado 
até o outro. Se a trajetória da primeira oscilacáo mede 18 
cm de comprimento e se a resisténcia do ar leva o péndulo 
ао repouso, quanto mede o trajeto total percorrido pelo pén- 
dulo até que ele pare? 


As séries infinitas sáo tratadas aqui de forma completa e adequada a um texto 
elementar de Cálculo. Na Secção 13.1 introduzimos séries de potências e nas 
Secções de 13.2 a 13.5 você aprenderá a usar séries de potências para expressar 
como uma série infinita tem muitas funções, entre elas as racionais, trigonomé- ` 
tricas, exponenciais e logarítmicas. As provas (Teoremas 13.2.3 e 13.3.1) dos 
processos computacionais envolvendo derivação e integração de séries de po- 
téncias estáo incluídas. | 

Uma aplicagáo de séries de poténcias consiste em achar аргохїтасбе$ de nú- 
meros irracionais tais como 4/2, x, e, In 5 e sen 0,3. Outra aplicação é feita para 
aproximar as integrais definidas para as quais o integrando náo tem antideriva- 
da que possa ser expressa em termos de funções elementares. Por exemplo, vo- 


>» 5 ЕЕЕ A meom сс 
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cé aprenderá a usar séries de poténcias para calcular valores de integrais tais 
como NM e^? dt, {, cos x dx, e el” In(1 + sen x)dx para qualquer preci- 


são exigida. Além disso, soluções de muitas equações diferenciais podem ser 
expressas como séries de potências. 


13.1 INTRODUÇÃO ÀS 
SÉRIES DE POTÊNCIAS 


13.1.1 DEFINIÇÃO 


As séries infinitas do Capítulo 12 envolvem termos constantes. Discutiremos 
agora um tipo importante de séries de termos variáveis chamado de séries de 
potências, que podem ser consideradas como uma generalização da função po- 
linomial. Você aprenderá, neste capítulo, como usar séries de potências para 
calcular valores de funções como sen x, e*, In x e x, os quais não podem ser 
calculados pelas operações da Aritmética, usadas para determinar os valores 
de funções racionais. 


Uma série de potências em x — a é uma série da forma 


Co + C(x — а) + cx — ay +... + cx — ay + 


+ о 


Usaremos a notação У) с, (х — ay para representar a série (1). (Observe 
n=0 


que consideramos (x — ay = 1 mesmo quando x = a, por conveniéncia, ao 

escrever o termo geral.) Se x for um determinado número, a série de poténcias 

(1) tornar-se-á uma série infinita de termos constantes. Um caso especial de (1) 

ocorre quando a = 0, e a série torna-se uma série de poténcias em x, que é 
+00 


TE +... b сх" +... (2) 
n=0 


Além das séries de potências em x — а е x, existem séries de potências da forma 


i c,[ 669 ]" = co + ф(х) + с [C 909P +... e [609] +... 


onde ф é uma função de x. Tais séries são chamadas de séries de potências em 
ф(х). Neste livro trataremos exclusivamente de séries de potências da forma (1) 
ou (2) e, quando usarmos o termo *'série de potências”, estaremos nos referin- 
do a uma dessas duas formas. Restringiremos a nossa discussão às séries de po- 
tências da forma (2). A forma mais geral (1) pode ser obtida de (2) através da 
translação x = X — a; assim sendo, nossos resultados aplicam-se igualmente 
às séries da forma (1). 

Ao tratarmos de séries infinitas de termos constantes, estávamos interessa- 
dos em questões de convergência ou divergência da série. Ao considerarmos sé- 
ries de potências, perguntamos: para que valores de x a série converge? Para 
cada valor de x para o qual a série converge, ela representa um número que 
é a sua soma. Assim sendo, uma série de potências define uma função. A fun- 
ção f, com valores funcionais 


о) = Y сох" 


tem como domínio todos os valores de x para os quais a série de poténcias con- 
verge. É claro que toda a série de poténcias (2) é convergente para x = 0. Exis- 
tem algumas séries (veja o Exemplo 3) que sáo convergentes somente para esse 
valor de x, enquanto há também séries que convergem para todo valor de x (ve- 
ja o Exemplo 2). 
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Os três exemplos a seguir ilustram como o teste da razão pode ser usado para 
determinar os valores de x para os quais uma série de potências é convergente. 
Quando n! for usado na representação do n-ésimo termo de uma série de po- 
tências (como no Exemplo 2), convém lembrar que 0! = 1, de tal forma que 
a representação do n-ésimo termo será válida também quando n = 0. 


EXEMPLO 1 Ache os valores de x para os quais a série de potências é con- 
vergente: 
Y ( 1y* 1 2x" 
n-1 n3" 
Solução Para a série dada, 
2nx"^ j Qn*tiynti 
и, = Dre n3" e Un+1 (-1y* (n + 13º! 
Assim, 
| и 2^* ix" +1 пЗ" 
lim |242|= lim . 
м us SN. (n + 1)3"*! 2nx^ 
n 
= lm = |х 
n> +00 3 | | n+ 1 
=3 lx 


Logo, a série de poténcias é absolutamente convergente quando |х| < 1 
ou, equivalentemente, quando |х| < 4. A série é divergente quando 21x] > 1 
ou, equivalentemente, quando |х| > 2. Se 2|x| = 1 (ou seja, x = +4), о 
teste da razão falha. Quando x = 3, a série de potências dada torna-se: 


1 1 1 1 1 
O пн [ES e 
бй ые шыша Ж, 
que é convergente, conforme foi mostrado no Exemplo 1 da Secgáo 12.7. Quando 
3 
x = —>, temos 


que, pelo Teorema 12.4.2, é divergente. Concluímos, então, que a série de po- 
tências dada é convergente quando – 5 < x < >. A série é absolutamente 


convergente quando -4 < x < + e é condicionalmente convergente quando 
x=23.Sex< —4 ou x > 3, a série é divergente. 


EXEMPLO 2 Ache os valores de x para os quais a série de poténcias é con- 
vergente: 

+оо x^ 

n=0 n! 
Solucáo ‚Рага a série dada, 

x" x"* 1 
U=> € Шр = 6. 
"и! "o (n4 pl 
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Assim, aplicando o teste da razáo, 


; и í х" n! 
lim [ll = lim EE 
п» + о Un nto (n + 1)! х 
= |х| іт 
пвз+о П + 1 
= 0 
< 1 


Logo, a série de poténcias dada ё absolutamente convergente para todos os va- 
lores de x. 


EXEMPLO 3 Ache os valores de x para os quais a série de poténcias é con- 
vergente: 
+ оо 
У nix” 
п= 0 
Solucáo Para a série dada, и, = n!x"^eu,,, = (n + 1)!x"*!. Aplican- 
do o teste da razáo, temos 
. u y n + 1)xr+! 
lim |— lim me 
пә + о и, п + оо nx 


lim |(n + 1)x| 
n= too 


= 0 ѕех= 0 
+оо sex #0 


Segue que a série ё divergente para todos os valores de х, exceto 0. 


No próximo exemplo, o teste da raiz será usado para determinar quando uma 
série de poténcias é convergente. 


EXEMPLO 4 Ache os valores de x para os quais a série de poténcias é con- 
vergente: 


Y nix" 
n=1 
Solucáo Usamos o teste da raiz e calculamos lim {и 
пэ + о 
lim nx" = lim nx] (3) 
пә + co nto 


Para determinar lim  n?^, seja y = n?/^. Então, In y = 2. In л. Assim, 


n teo 
. 3l 
lim Iny= lim Еа (4) 
nto n> + оо п 


Para calcular o limite по segundo membro de (4), vamos achar primeiro 


lim За onde z é um número real. Como lim Inz = +0we 


Z£- +0 z= +0 
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lim z = + о, aplicaremos a regra de L'Hópital, obtendo 


йә +œ 


3Inz „3 
— lim 


zo to 2 z2>+0 2 


Assim, do Teorema 12.1.3, lim 22% = 0. De (4), segue que 


пә +0 


lim Iny=0 
п + о 
lim у= 1 
пә + о 


Substituindo esse resultado em (3), temos 


lim g/[n?x"| = |x| 


пә +00 


Logo, a série de poténcias é absolutamente convergente quando |x| < 1. A 
série é divergente quando |x| > 1. Se x = 1, a série de poténcias torna-se 


+ с 


У nº, que é divergente, pois іт nº x 0. Analogamente, a série de po- 


n=1 пә +00 


téncias é divergente quando x = —1. 


+o 


13.1.2 TEOREMA | Se a série de potências У, c,x" for convergente para x = x, (x, # 0), en- 


n=0 


tão ela será absolutamente convergente para todos os valores de x para os quais 
Ix| < [xl]. 


+ 
Prova Se Y, сх," for convergente, então lim cx” = 0. Logo, se to- 
n=0 | n= +0 
marmos є = 1 na Definição 2.5.1, existirá um inteiro N > O tal que 
sen2N então |c,x^| « 1 


Agora, se x for qualquer número tal que |х| < |x,|, então sen > N 


x" 
|с„х”| = lex," — 
1 
X n 
cnx"| = [cnx1"| а 
n 
c,x^| < |— 5 
еи « [E (5) 
A série 
+ оо X n 
— (6) 
n=N |X3 
é convergente, porque é uma série geométrica com г = |x/x,| < 1 (pois 


+0 


|х| < |x|). Compare a série У |с,х"|, onde |х| < |x,|, com a série (6). 
n= № 
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+ о 


De (5) е do teste de comparação У |c,x^| é convergente рага |x| < |x|. 
N 


„& 
Assim sendo, a série de poténcias dada ё absolutamente convergente para todos 
os valores de x para os quais |х| < |x|. E 


> ILUSTRAÇÃO 1 Uma ilustração do Teorema 13.1.2 é dada no Exemplo 1. A 


série de potências é convergente para x = + e é absolutamente convergente 
para todos os valores de x para os quais |x| < 5. 4 


О seguinte teorema ё ит corolário do Teorema 13.1.2. 


+ 
Se a série de potências У, c,x" for divergente para x = X5, ela será diver- 
n=0 


gente para todos os valores de x para os quais |x| > |х,|. 


Prova Suponha que a série de poténcias seja convergente para algum número x 
para o qual |x| > |х, |. Então, pelo Teorema 13.1.2, a série deve convergir pa- 
га х = x. Mas isso contradiz a hipótese. Logo, a série de potências dada ё di- 
vergente para todos os valores de x para os quais |х| > |x]. [| 


> ILUSTRAÇÃO2 Рага ilustrar 13.1.3, considere novamente a série de potências 
do Exemplo 1. Ela diverge para x = — 5 e também é divergente para to- 


dos os valores de x tais que |х| > | - 3|. 4 


Podemos provar, a partir dos Teoremas 13.1.2 e 13.1.3, o importante teorema 
enunciado a seguir. 


+оо 
Seja Y c,x" uma dada série de poténcias. Entáo uma, e somente uma das 


n=0 ` 


seguintes afirmações é verdadeira: 


(i) a série converge somente para x = 0; 
(ii) a série é absolutamente convergente para todos os valores de x; 
(iii) existe um número А > 0 tal que a série é absolutamente convergente para 
todos os valores de x para os quais |x| < Reé divergente para todos os valo- 
res de x para os quais |x| > R. 


tu 


Prova Sex for substituído por zero na série de potências dada, temos c; + 0 + 
+ 0 +... que, obviamente, é convergente. Assim, toda série de potências da 


+оо 


forma Y c,X" é convergente quando x = 0. Se esse for o único valor de x 


n=0 
para o qual a série converge, então a afirmação (i) é válida. 

Suponha que a série dada seja convergente para x = x,, onde x, + 0. Segue 
entáo, do Teorema 13.1.2, que a série é absolutamente convergente para todos 
os valores de x para os quais |x| < |х, |. Além disso, se nào existir valor de x 
para o qual a série dada seja divergente, entáo a série será absolutamente conver- 
gente para todos os valores de x. Assim, a afirmação (ii) é válida. 
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Se a série dada for convergente para x = x, onde x, # 0 e divergente para 
x = X, onde |x| > |х, |, do Teorema 13.1.3 segue que a série é divergente para 
todos os valores de x tais que |х| > |x|. Logo, |x,| é um limitante superior para 
o conjunto de valores de |x| para os quais a série é absolutamente convergente. 
Entáo, pelo axioma do completamento (12.2.5), esse conjunto de nümeros tem 
um limitante superior mínimo, que é o número R da afirmação (iii). Isso completa 
a demonstração de que uma e somente uma das três afirmações é válida. Ш 


série convergente O Teorema 13.1.4(iii) pode ser ilustrado no eixo real. Veja a Figura 1. 
para |x| « R gue 


+оо 


Se, em vez da série de potências У cx”, tivermos a série У с„(х— ay, 


n=1 n= 
então nas afirmações (i) e (iii) do Teorema 13.1.4, x será substituído por x — a. 
As afirmações alteram-se para: 


série divergente 


para |х| > А (1) a série converge somente para x = a; | 
FIGURA 1 (iii) existe um número А > 0 tal que a série é absolutamente convergente para 
todos os valores de x para os quais |x — a| « Reédivergente para todos 
série convergente os valores de x para os quais |x — a| > R. (Veja a Figura 2 que ilustra 


рага |х - al < R isso no eixo real.) - 


——— M, x Ao conjunto de todos os valores de x para os quais uma dada série de potén- 


а-к ý a FR cias é convergente, chamamos intervalo de convergéncia da série de poténcias. 
O número R da afirmação (iii) do Teorema 13.1.4 é denominado raio de con- 
vergéncia da série de poténcias. Se a afirmacáo (i) for verdadeira, R = 0; se 
a afirmação (ii) for verdadeira, então R = +00, 


série divergente 
para |jx- a| > R 


FIGURA 2 


> ILUSTRAÇÃO 3 Para a série de potências do Exemplo 1, R = $ е o inter- 


valo de convergência é (— 5, 5]. No Exemplo 2, R = +00, e o intervalo de 


convergência é escrito como (— оо, + oo). я 


+ со 


Se R for o raio de convergência da série de potências Y) c,x", o interva- 


n=0 


lo de convergência será um dos seguintes: (— R, R), [—R, R], (- А, R] ou 


To 


[- А, R). No caso mais geral da série de potências Y, c,(x – а)", o inter- 
n=0 ў 
valo de convergéncia será um dos seguintes: 
(a — R, a + К) [a — R,a + R] (а— К,а + К] [a — К,а + К) 


Uma dada série de potências define uma função tendo como domínio o inter- 
valo de convergéncia. O método mais vantajoso para determinar o intervalo 
de convergéncia de que dispomos é o teste da razáo. No entanto, tal teste nada 
revela sobre o que acontece nos pontos extremos do intervalo de convergéncia, 
quanto à convergéncia ou divergéncia da série de poténcias. Nas extremidades 
do intervalo de convergéncia a série de poténcias pode ser absolutamente con- 
vergente, condicionalmente convergente, ou ainda divergente. Se uma série de 
poténcias convergir absolutamente numa extremidade, segue da definicáo de 
convergéncia absoluta que a série será absolutamente convergente nas extremi- 
dades (veja o Exercício 33). Se uma série de poténcias convergir numa extremi- 
dade e divergir na outra, a série será condicionalmente convergente no extremo 
no qual convergir (veja o Exercício 34). Há casos para os quais a convergéncia 
ou divergéncia de uma série de poténcias nos extremos náo pode ser determina- 
da por métodos do Cálculo Elementar. 
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EXEMPLO 5 Determine o intervalo de convergência da série de potências: - 
+ о 
У nx — 2)" 
п= 1 
Solucáo A série dada é 
(x — 2) + 2x — 2p +... + n(x 2 2) + (n + D(x —2y* +... 


Aplicando o teste da razáo, teremos 


1 =. ntl 
lim |+] = lim pescar) 
no to Un пә too n(x Ёл 2) 
1 
=|х—2| lim ^— 
пә + со n 
= |х — 2] 


А série dada será, entáo, absolutamente convergente se |х — 2| < 1 ou, equi- 
valentemente, -1 < x — 2 < 1, ou ainda, 1 < x < 3. 
+0 
Quando x = 1, a série será у, (— J)"n, que é divergente, pois 
n=1 +0 
lim и, 4 0. Quando x = 3, a série torna-se >, n, que também diverge, 


n +0 n=1 


pois lim и, = 0. Assim, o intervalo de convergência será (1, 3). Logo, a 


пә +0 


série de potências define uma função cujo domínio é o intervalo (1, 3). 


EXEMPLO 6 Determine o intervalo de convergência da série de potências: 
to хп І 
2 24 n? 
Solucáo A série dada é 
x x? x3 x" x" +1 


Е m 
Tp 342 2X3 ERR weg 


Aplicando o teste da razáo, teremos 


| Us| , х"! 2+ п? 
lim = lim z 
noto и, noto 2 +(n +1) x" 
Е 2+ п? 
= |х| іт 


22542922 n + 20 + Т 
= |х| 


Assim, а série dada será absolutamente convergente se |х| < 1 ou, equivalen- 
temente, se —1 « x « 1. Quando x = 1, a série torna-se 


1 1 1 1 


+ —_ +t О e 
2+1? 242? 243? 24n 
f 1 1 — Ме : S 1, 
Já que ——— < — para todo n inteiro positivo, e ainda como 95 — é 
2+ п? n? n=1 m 


uma série p convergente, segue entáo, do teste de comparacáo, que a série de po- 
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+ с 
aeos Seu E - 1)" 
téncias dada converge quando x = 1. Рага х = —1, a série é y ELM 
n=1 2 + п? 
que é convergente pois acabamos de ver que ela é absolutamente convergente. 


Assim sendo, o intervalo de convergência da série de potências dada é [— 1, 1]. 


EXERCÍCIOS 13.1 


é А > Anal + оо +o pix" 
Nos Exercícios de 1 a 28, determine o intervalo de convergéncia — 4c Y их — 3) i S 
da série de poténcias dada. n=1 aca п 
i +o x^ 5 +o ул à to y" 28 A EO " 
e А А x 
azon +1 on +1 „п? —3 n=1 2-4-6: ... :2n 
хе п?х" que DEE PUE a 29. Se a e b sáo inteiros positivos, determine o raio de conver- 
4. a 5. у, 5 6. +00 t 
n=0 2 n=1 П n=1 2^ dn y a Е " (n + a)! n 
gência da série de potências Y —— — — — Х" 
7 to px" 8 $ ¡y х?" n=1 nn + b) 
Ж А — + co 
=: a = ! : 
n=1 3 e (2n)! 30. Se У; a, for uma série absolutamente convergente, 
9 +00 үүт! х2"-1 0 topn-4] А p= Ras 
ES (—1) (2n — 1)! 10. 4 n” i: prove que a série de poténcias y a, X" será absolutamen- 
n=1 
11. wer 12. Ww OX te convergente quando |x| < 1. 
não 2" azo (n + 1)5" ' 31. Prove que se o raio de convergência da série de potências 
pi. E x" un „+1 (+ Dx" IT 
13. Y (-1) РЕЧ 44 = У ux" for г, então o raio de convergência da série 
n=1 (2n — 1)3 n=1 n: n=1 А 
Mis (x — 1) to (x + 2) fo 
15. mp 16. MEL 4 
A p n 2, (п + 1)2" 2 Un X?" será vr. 
nm 
17 i (senh 2n)x" 18 > T < T 32. Prove que se lim. |0,1 =L e x 0), então o raio de co- 
n=0 n=1 Ип оо 
do " Ф n-1 vergéncia da série de poténcias F u,X" será a 
19. y cic 2i 3 du nai L 
* 2 x a . 
2-2 n(In п)? n=1 n 33. Prove que se uma série de poténcias for absolutamente con- 
av n? iis n 5 aem vergente num extremo do seu intervalo de convergéncia, en- 
E (Ret “o п+ 3 tão a série de potências será absolutamente convergente nos 
+æ In a(x — 5)" а extremos. 
23. Y ————— 24. У E 34. Prove que se uma série de poténcias convergir num extremo 
B n+l aca de seu intervalo de convergéncia e divergir no outro extre- 
25 Y (iy 1-3-5 "Ои — 1) yn mo, entáo a série de poténcias será condicionalmente con- 
d ^ 2-4-6- ...-2n vergente no extremo onde converge. 


13.2 DERIVAÇÃO DE você aprendeu na Secção 13.1 que uma série de potências Y c,x" define 
SERIES DE POTENCIAS n=0 


uma função cujo domínio é o intervalo de convergência da série. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Considere a série geométrica com a = ler = x, isto é, 


+ co 
y x^. Pelo Teorema 12.3.5, a série converge para a soma 1/(1 — x), se 
n=0 + о 


|х| < 1. Logo, a série de potências Y, х" define a função f, tal que 


n=0 
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FO) = 1/1 —»e |х| < 1. Logo, 
1 
AAA puppe epum se |х| < 1 (1) 
я 
А $ёпе em (1) pode ser usada para formar outras séries de poténcias cujas 


somas podem ser determinadas. 


P ILUSTRAÇÃO 2 Se em (1) x for substituído por —x, teremos 


1 
LR cono Seer eo eee se |x| < 1 (2) 


Seja x = x? em (1), teremos 


Lt x! E xf + xt xt = se|x«1 (3) 
-x 


Se em (1) x for substituido por —x?, obteremos 


1 — x? + х хб +... + (—1yx" +... = se |х| < 1 (4) 


14x? 
< 


Nesta secção e na próxima, outras séries interessantes são obtidas de séries 
como as acima referidas, por derivação e integração. Provaremos que se R (on- 
de R= 0) for o raio de convergência de uma série de potências que define a 
função f, então f será diferenciável no intervalo aberto (— R, R) e a derivada 
de f poderá ser obtida ao derivarmos a série de potências termo a termo. Além 
disso, mostraremos que f é integrável em todo subintervalo fechado de 
(— R, R), ecalculamos a integral de f, integrando a série de potências termo a termo. 
Precisamos primeiro de alguns teoremas preliminares. 


+00 


Se Y, c,x"for uma série de poténcias com um raio de convergéncia.R > 0, 
n=0 
+0 


então a série У, nc,x" - ! também terá R como raio de convergéncia. 


n= 1 


Esse teorema estabelece que a série, obtida com a derivacáo de cada termo 
de uma dada série de poténcias, terá o mesmo raio de convergéncia que a série 
dada. 


Prova Seja x qualquer número no intervalo aberto (— R, R). Então |x| < А. 
Selecionamos um número x, tal que |x| < |x| < R. Como |x| < R, 


+00 


Y cx" é convergente. Logo, lim cx," = 0. Assim, se tomarmos є = 1 
n=0 пә +0 


na Definição 2.5.1, existirá um número N > 0, tal que 


sen > N, então |cx"| < 1 


Seja M o maior dos números [сух |, [cx], lex], ..., | ex; |, 1. Então 


lex] < M рага todo л inteiro positivo. (5) 
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Agora 
_ x" 
|пс,х" {| = па o ex 
=n lxi] | х |": 
bib |х, 


De (5) е da equacáo acima, 


M 


n-i 


n—i < — х 
Inc,x" | < n ТАШ? (6) 
Se o teste da razáo for aplicado à série 
+0 n-1 
м ух 7) 
bal sm [xs 
entáo 
n n-i 
tim [melo j (n + Dis | pal” 
пә + со u, пә + с |х, | n|x| 
xi, n+l 
=|—| li 
Xi|n5*o AR 
2E <1 
Xi 


Assim sendo, a série (7) é absolutamente convergente; logo, de (6) e do teste 


+0 


z 


de comparação, segue que a série Y) nc,x" - ! também é absolutamente 


n=1 


convergente. Como x é qualquer número em ( — R, R), segue que se o raio de 
+ co 


convergência de Y, nc,x^- for R’, então А’ > R. 
n=1 
-Para completar a demonstração precisamos mostrar que R’ não pode ser maior 
do que А. Vamos supor que R’ > R e seja x, um número tal que R < |x;| < R’. 


Como |х,| > R segue que 


+o 
È c,x2" é divergente (8) 
n=0 
+0 


Como |x,| < R’, segue que У nc,x,-! é absolutamente convergente. 
n=1 
Além disso, 
+ co 
-1 
[xa] Y |с," 4 = |пс,х,' 
п=1 n=1 
e assim, do Teorema 12.4.2, 
+ со 
У |nc,xz"| será convergente (9) 
n=1 
Se n for qualquer inteiro positivo, 


[c,x2"| < nlex" = [nc,x;"| 
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Dessa desigualdade, da afirmação (9) e do teste de comparação, segue que 


+0 Te 


Y, |c,x3] é convergente. Logo, a série У; c,x3 é convergente, o que 
1 


n= n=0 
contradiz o resultado (8). Assim sendo, a hipótese de que R' > R é falsa. Lo- 
go, R' náo pode ser maior do que R; e como foi mostrado que R' > R, segue 
que R' = R, o que prova o teorema. ш 


> ILUSTRAÇÃO 3  Verificaremos o Teorema 13.2.1 para a série de potências 
+ оо xn+l x? x? хп+1 x"? 
——S=ext>4+D+.. + р +... 
usp tatot + ni 


Determinamos o raio de convergência aplicando o teste da razão. 


lim Aui. lim (DX Der? 
п + о и, n> + о (п + 2yx"*! 
—|х| tim п +2п+1 
пэ +оо |Nº + 4n + 4 
= |x| 


Dessa forma, a série de poténcias é convergente quando |x| « 1; assim sendo, 
seu raio de convergéncia é R = 1. 
A série de potências obtida da série dada com a derivação termo a termo é 
+ о (п + Dx” +0 x" 
n=0 (n + 1)? поп +1 


4, + х" XU, 
T 2 з 4 ` nel п+2 ^" 


Aplicando o teste da razão a essa série de potências, temos 


cu . n + px! 
lim |+| = lim "tD 
“no +00) Un n>+0 | (и + 2)х 
. n+1 
= |х| lim 
n>+o|n+ 2 
= |x] 
Essa série é convergente se |x| < 1; assim, seu raio de convergência é R' = 1. 
Como R = R”, está cumprido o Teorema 13.2.1. < 
+0 
13.2.2 TEOREMA | Se o raio de convergência da série de potências У) c,x" for R > 0, então 
=0 ` 
+ о " А 
о raio de convergência da.série Y, n(n — 1)с, х" - ? também será R. 
n=2 ` 


+0 


Prova Se aplicarmos o Teorema 13.2.1 à série Y, nc,x"- !, obteremos o re- 
n=1 


sultado desejado. a 
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Estamos agora em condições de provar o teorema sobre derivação termo a 
termo de uma série de poténcias. 


+ co 


13.2.3 TEOREMA | Seja Y, c,x" uma série de potências cujo raio de convergência é R > 0. 


n=0 


Então, se f for a função definida por. 
fo) = b» с„х" | (10) 


f'(x) existirá para todo x no intervalo aberto (— R, R), sendo dada por 


FOs ME one 


Prova Sejam x ea dois números distintos no intervalo aberto (— R, R). A fór- 
mula de Taylor (fórmula (2) da Secção 11.5), com n = 1, é 


109 = ftà +12 e — а) LA ay 


Dessa fórmula, com f(x) = x”, segue que para todo n inteiro positivo 
x" = а" + na! Ҷх — a) + in(n — IE) (х — а)? (11) 
onde E, está entre a e x para todo n inteiro positivo. De (10), 
to + o 
— Y ca 
n=0 n=0 


< +00 + о 
=су+ Уес } 6a 
п= 1 n=1 


+ co 
У ex" — а) 
n=1 


f(x) — Ha) 


Dividindo por x — a (pois x # a) e usando (11), temos, das equações acima, 


LOIS erat — a) en — DES — a] 


х-а x—a 
Assim, 
9-38 to near! + Ha) > n(n — Dedé? (12) 


+00 


Como a está em ( — R, R), concluímos do Teorema 13.2.1 que Y, nc,a^- ! 
п = 1 


é absolutamente convergente. 
Como ambos, a e x, estáo em (— R, R), existe algum número K > 0 tal que 
|а < K < Re |х| < К < К. Segue, do Teorema 13.2.2, que 


n(n — Dc, K" ^? 


ч 
и 
ә 
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€ absolutamente convergente. Entáo, como 
[n(n — D)c,(E,)"7?| < [nin — 1)c,K""?| (13) 


para cada &,, podemos concluir do teste de comparação que 


Y щп— Dedé? 


é absolutamente convergente. 


De (12), 
fe - fe ЛӘ _ y nc,a" | = (x — a) y n(n — Dedé”? (14) 
— n=1 n=2 


+оо 


Entretanto, do Teorema 12.8.3, se 2 u, for absolutamente convergente, 
entáo 


+0 + o 

2 ш< У || 

n=1 n=1 

Aplicando esse resultado ao segundo membro de (14), obtemos 


Јо) – Ла) хә 


xa - à nea 


Dessa desigualdade e de (13), 
+ со 
19-10 E ne 


x— a 


` +o 
ESSI cd, no = Died? 


+ 
T <3lx—a] Y, n(n — I)|c,|K" 7? (15) 
n-2 


onde 0 « K « R. Como a série do segundo membro de (15) é absolutamente 
convergente, o limite do segundo membro, quando x tende a a, é zero. Entáo, 
de (15) e do teorema do confronto de limites (ou teorema do ““sanduíche””), 


ип 079) уе, 


xoa ха 
+ 

<> /'(а)= Y пса" 
n=1 


e como a pode ser qualquer número no intervalo aberto (— R, R), o teorema 
está provado. E 


EXEMPLO 1 Seja f a função definida pela série de potências da Ilustração 
3. (a) Ache o domínio de f; (b) escreva a série de potências que define a função 
f' e determine o domínio de f". 


Solução 
(a) f(x) = 


х" +1 
x o (n + 1)? 
O domínio de fé o intervalo de convergência da série de potências. Na Ilus- 
tração 3 mostramos que o raio de convergência da série de potências é 1; 
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isto é, a série converge quando |x| « 1. Considere agora a série de potén- 


cias quando |x| = 1. Para x — 1, a série é 
1+ ! + ! Tto. — 
ap etas mes 
que é convergente, pois é uma série p com p = 2. Parax = — 1 temos a série 
+00 
(= 1)" +! 


(n + ly que é convergente, pois é absolutamente convergente. Lo- 
n-0 


o intervalo [— 1, 1] é o domínio de f. 
(b) Do Teorema 13.2.3 segue que f” é definida por 


to x" 


Го) = У 


соп + 1 


(16) 


e que f'(x) existe para todo x no intervalo aberto (— 1, 1). Na Ilustração 
3 ficou provado que o raio de convergéncia da série de poténcias em (16) 
é 1. Consideremos agora a série de poténcias em (16), para x = +1. Quan- 
do x = 1, a série é 


1.1 1 1 
1+2+т+- +... + 


a BAS 
2 3 4 ntl 
que é a série harmónica e, portanto, divergente. Para x = — 1, a série fica 
1 1 1 1 
1—-—+-—-+...+(—1)”'-—+... 
379/13 «me e 


que é uma série alternada convergente. Assim, o domínio de f' é o interva- 
lo [— 1, 1). 


O Exemplo 1 ilustra o fato de que se uma funcáo f for definida por uma série 
de poténcias e se essa série for derivada termo a termo, a série de poténcias re- 
sultante, que define f’, terá o mesmo raio de convergência, mas não necessaria- 
mente o mesmo intervalo de convergéncia. 


EXEMPLO 2 Obtenha uma série de poténcias que represente 
1 
(1 — xy 
Solucáo De (1), 


1 
жш. Н А лл se |х| < 1 
—X 


Usando o Teorema 13.2.3 e derivando ambos os lados da igualdade acima, 
obtemos 


duc ы AIDA se |х| < 1 
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EXEMPLO 3 Mostre que para todos os valores reais de x 


to x" 
е* = — 
n=0 n! 
2 x? x3 x" 
= ER E ies 
Solucáo No Exemplo 2 da Seccáo 13.1 foi mostrado que a série de poténcias 


+0 


x" . 
y EE absolutamente convergente para todos os valores reais de x. As- 
n! 


n=0 
sim, se f for a funcáo definida por 
to x^ 


Јо) = p 


= (17) 
=0 n! 


o domínio de f será o conjunto de todos os números reais; isto é, o intervalo 
de convergência será (— оо, + со). Segue, do Teorema 13.2.3, que para todos 
os valores reais de x temos 


, + оо пх"! 
fone 2 "i 
Uma vez que Jg Ld =; isso pode ser escrito como 
906 = (n — 1)! 1880 Р 
+ о ar 
To= 2 (n — 1) 
+ o n 
j x 
> Р(х) = у ri 
n=0 ni 


Dessa igualdade e de (17), f'(x) — f(x) para todos os valores reais de x. Assim 
sendo, a função f satisfaz a equação diferencial 


dy 

du y 
a qual, pelo Teorema 7.7.1, tem como solução geral y = Сех. Logo, para algu- 
ma constante C, f(x) = Ce*. De (17), f(0) = 1. (Lembre-se de que estamos to- 
mando x? — 1 mesmo que x = 0, por conveniéncia, ao escrever o termo geral.) 
Portanto, C — 1; assim, f(x) = e*, e teremos o resultado desejado. 


EXEMPLO 4 Use o resultado do Exemplo 3 para achar uma representacáo 
em série de potências de е-х. | 


Solucáo Se x for substituído por —x na série de ех, segue que 
x? 3 


EEN Pp 


vec TIT Tess 
n: 


para todos os valores reais de x. 


13.2 Derivação de Séries de Potências 759 


EXEMPLO 5 Use a série do Exemplo 4 para determinar o valor exato de e^! 
até a quinta casa decimal. 


Solucáo Se x = 1 na série para e”, 
E cha е к de, bol 
EE 2 3 4! $ 6 7 8 9 10! 4 
эй 14) JD Eus 1 E 1 
i 2 6 24 120 720 5040 40.320 


1 1 
362.880 Y 3.628.800 `` 


xl — 1 + 0,5 — 0,166667 + 0,041667 — 0,008333 + 0,001389 
—0,000198 + 0,000025 — 0,000003 + 0,0000003 —... 


Essa é uma série alternada convergente para a qual |u,,,| < |u,|. Assim, 
se usarmos os dez primeiros termos para aproximar a soma, pelo Teorema 12.7.4 
o erro será menor do que o valor absoluto do décimo primeiro termo. Soman- 
do os dez primeiros termos obtemos 0,367880. Arredondando para cinco casas 
decimais, temos 


e! ғ 0,36788 


ре cálculos com séries infinitas ocorrem dois tipos de еггоѕ. Um deles é о 
erfo dado pelo resto após os n primeiros termos. O outro é o arredondamento, 
que ocorre quando cada termo da série é aproximado por um decimal com um 
nümero finito de casas. No caso do Exemplo 5, queríamos o resultado preciso 
com cinco casas decimais; assim, cada termo foi arredondado para seis casas 
decimais. Depois de calcular a soma, arredondamos o resultado para cinco de- 
cimais. Naturalmente, o erro dado pelo resto pode ser reduzido, se considerar- 
mos termos adicionais da série, enquanto que o erro de arredondamento pode 
ser reduzido se usarmos mais casas decimais. 

Se vocé fizer um curso de Equacóes Diferenciais, aprenderá que é possível 
expressar as soluções de muitas equações diferenciais como séries de potências. 
Tal situação será ilustrada no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 6 Mostre que 


+0 yn 


у=х+ > (18) 
п=0 n: 
i ^ a 2 ., d?y 
é uma solução da equação diferencial du^ y+x=0. 
Solução A série de potências em (18) é convergente para todos os valores 
de x. Logo, do Teorema 13.2.3, para todo x, 
dy to пу"! dy te (р – 1)х"2 
2A] RS uer Ue ADEL 
a 5X DE mn 
+0 x"! To x"? 
"Amon =h (n — 2) 
+ с x" 
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Então, a equação diferencial está satisfeita e, portanto, (18) é uma solução. 


EXERCÍCIOS 13.2 


Nos Exercícios de 1 a 10, faca o seguinte: (a) ache o raio de con- 
vergéncia da série de poténcias dada e o domínio de f; (b) escre- 
va a série de potências que define a função f' e ache seu raio 
de convergência, usando os métodos da Secção 13.1 (verifican- 
do assim o Teorema 13.2.1); (c) ache o domínio de f'. 


1. ло) = Y 2. ло) = Y cam 
+o үп +o —2y 
з. л) Y > a o= Y OL 
+ оо x^^! | 
ле уе "ay 
+0 2n 
в. fe9- Y cs 7. f(x) = 3 (п + 1)(3х — 1)" 
* o 2n-2 +00 —1ү 
8. f(x) >L EE 5j 9. f(x) = ? e 


10. f(x) = XC SS 


11. Use o resultado do Exemplo 2 para achar uma representação 
Ld -. 
а = xy 
12. Use o resultado do Exemplo 3 para achar uma representa- 
ção em série de potências de ех, 
13. Obtenha uma representação em série de potências de 
cob И 
(1 + 
14. Obtenha uma representação em série de potências de 
x н E 
+ 557 se |x| < 1, derivando a série (4) termo a termo. 
15. (a) Use a série (1) de modo a encontrar uma representação 
1 
1 – 2х: 
то a série encontrada na parte (а), a fim de achar ита re- 
2 
0-29? 

16. (a) Use a série (2) de modo a encontrar uma representacáo 
1 
1+ x 
mo a série encontrada na parte (a), a fim de achar uma re- 
-3 x? 

(1 + x)? 


em série de poténcias de 


LAC UI SÉ |x| < 1, derivando a série (2) termo a termo. 
em série de poténcias para (b) Derive termo a ter- 
presentacáo em série de poténcias para 
. (b) Derive termo a ter- 


em série de poténcias para 


presentacáo em série de poténcias para 


17. (a) Use o resultado do Exemplo 3, a fim de encontrar uma 
representação em série de potências para e”. Derive termo 
a termo a série encontrada em (a) de modo a achar uma re- 
presentação em série de potências para xe”, 

18. Seja fa Nação definida por 


| FO) = y (-1^ . (a) Ache o domínio de /. 
n=0 3 AU * 2) 


(b) Ache f'(x) e determine o dominio de f". 


19 Use o resultado do Exemplo 4 para determinar o valor de E 


com Heise de cinco casas decimais. 


20. Se Дх) = Y en 387: ache f” (5) com precisão de 


quatro Фаиз decimus: 

21. Use os resultados dos Exemplos 3 e 4 para encontrar uma 
representação em série de potências de (a) senh x e (b) cosh x. 

22. Mostre que cada uma das séries de poténcias nas partes (a) 
e (b) do Exercício 21 pode ser obtida da outra por derivação 
termo a termo. 

23. Use o resultado do Exemplo 2 para encontrar a soma da série 


24. (a) Ache uma representação em série de potências para 


x= 
£ 1 . (b) Por derivação termo a termo da série de po- 
+ о 
téncias da parte (а), mostre que cL cmo]. 
pe ае È wen 


25. (a) Ache uma representacáo em série de poténcias para 
X? e-*, (b) Por derivação termo a termo da série de potén- 
+ co 


cias da parte (a), mostre que Y (-2)"+! mri = 4. 
n=1 * 
26. (a) Ache uma representação em série de potências para e”. 
(b) Por derivacáo da série de poténcias na parte (a), termo 
1 
a termo duas vezes, mostre que b» (= 1)" +1 Mil =1 


Р 


27. Suponha que a funcáo f tenha y c,X" como represen- 
n=0 


tação em série de potências, onde R > 0, se R for o raio de 
convergência. Se f'(x) = f(x) e f(0) = 1, ache a série de po- 
téncias usando somente propriedades de séries de poténcias 
e nenhuma informacáo sobre a funcáo exponencial. 
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28. (a) Use somente propriedades de séries de potências para en- Nos Exercícios de 31 a 35, mostre que a série de poténcias é uma 
contrar uma representação em série de potências da função solução da equação diferencial. 


fse Дх) > 0, f' (x) = 20 para todo x e AO) = 1. (b) Verifi- р E 
К EE dy 
que o resultado obtido na parte (a), resolvendo а equação dife- 31. у= ET xt. qu 2y 20 
n=0 A: x 
rencial 2 = 2xy com a condição inicial y = 1 se x = 0. to | dy 
EN MEMO] LC NS = 
29. Suponha que uma função f tenha a representação dada pela me 2, 2"n! "dx 9 
série de poténcias y c,X". Se f for uma função par 33 y (5007 2n-1 Py 0 
"eme A 5 wet s 
mostre que c, — 0 quando n for ímpar. + x^ gy 
30. Suponha que a constante 0 tenha uma representacáo dada 34. y=x+ "m (= 1)" Ол? d +y-x=0 
To F n= r 
pela série de potências У, c,x", onde o raio de conver- 35 Y „290 Y, dy 
, e T RN 1 HEAR T n EON dd DUET. = 
n=0 yere. a ar a 57 


géncia é R > 0. Prove que c, = 0 para todo n. 


13.3 INTEGRACAO DE O teorema que diz respeito à integração termo a termo de uma série de potên- 
SERIES DE POTENCIAS cias é uma conseqüéncia do Teorema 13.2.3. 


m 
+ о 


13.3.1 TEOREMA | Seja Y, c,x” uma série de poténcias cujo raio de convergéncia é R > 0. En- 


n=0 Я 


táo, se f for а funcáo definida por 
+00 
Р) = Y cx 


fserá integrável em todo subintervalo fechado de (— К, К), e calculamos a inte- 
gral de f integrando termo a termo a série de poténcias dada; isto é, se x está 
em (— R, R), entáo f 


+ о 


f, A0 dt = Y ——— ра 


ay nl 


Além disso, o raio de convergéncia da série resultante é R. 


Prova Seja д a função definida por 


+ 00 с 
п 


ax) = EYE 


n+1 


Como os termos da série de poténcias que representa f(x) sáo as derivadas dos 
termos da série de potências que representa g(x), as duas séries têm o mesmo 
raio de convergéncia pelo Teorema 13.2.1. Pelo Teorema 13.2.3 


д(х) = f(x para todo x em (—R, К) 


Pelo Teorema 13.2.2 segue que f'(x) = g"(x) para todo x em (- R, К). Como 
f € diferenciável em (— R, К), f é contínua neste intervalo; conseqúentemente, 
fé contínua em todo subintervalo fechado de (— К, К). Do Teorema 5.8.2 con- 
cluímos que se x está em (— R, R), entáo 


fe fo dt = gx) – 90) 


= g(x) 
ix toc, E 
n рда у Ie" m 
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O Teorema 13.3.1 é usado com freqüéncia para o cálculo de uma integral 
definida, a qual náo pode ser determinada diretamente, achando uma antideri- 
vada do integrando. Os Exemplos 1 e 2 ilustram essa técnica. A integral definida 


х е-г dt que aparece nesses dois exemplos é similar àquela que representa a 


0 
medida da área de uma região sob a “curva de probabilidade normal”. 


EXEMPLO 1 Ache uma representacáo em série de poténcias de n e” dt. 


Solucáo Do Exemplo 4 da Seccáo 13.2, 
+ o (e 
m 
n=0 


para todos os valores de x. Se x for substituído por 7?, 


t* 6 2n 


e” torso A m. para todos os valores de t 


Aplicando o Teorema 13.3.1, integramos termo a termo, obtendo 


j со х t? 
Le -2 dt = Era 


= Ке шы A s. 
M EU i то: niQn+ 1) * 


A série de potências representa a integral para todos os valores de x. 


EXEMPLO 2 Use o resultado do Exemplo 1 para calcular, com precisão de 
até três casas decimais, o valor de NM e dt. 


Solucáo Substituindo x por + na série de potências obtida no Exemplo 1, 
teremos 
1/2 q 1 1 1 1 
dt = — - — + — - —— 
he 2 24 ' 320 35376 


x 0,5 — 0,0417 + 0,0031 — 0,0002 + .. 


Essa é uma série alternada convergente com |u,, ,| < |u,|. Assim, se usar- 
mos OS trés primeiros termos para aproximar a soma, pelo Teorema 12.7.4 o 
erro será menor do que o valor absoluto do quarto termo. Dos trés primeiros 
termos, 


LAG e^" dt 0,461 
qi ——————M— —J————— M— — — T 


EXEMPLO 3 Obtenha uma representação em série de potências para In(1 + x). 


=A 
1+7 
sentação dessa função em série de potências é dada pela série (2) da Secção 13.2, 
que é 
1 
1+1 


Solucáo Considere a função f definida por f(t) = . Uma repre- 


=1—+%—%+...+(—1)ч"°+... ве |< 
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Aplicando o Teorema 13.3.1 e integrando termo a termo, obtemos 


* dt = 
| — = У „суга se |х| « 1 
0 0 


l+t „= 
Logo, 
x? x? x* QXU 
щ1+х)=х—- E Dt se |х| < 1 
+ о x" 
e (1+ х) = LENA ѕе |х| < 1 (1) 
п= 1 


Como |х| < 1, |1 +x] = 1 + x. Assim, as barras de valor absoluto são des- 
necessárias ао escrevermos In(1 + x). 


No Exemplo 3, o Teorema 13.3.1 permite-nos concluir que a série de potén- 
cias em (1) representa a funcáo somente para os valores de x no intervalo aber- 
to (— 1, 1). No entanto, a série de poténcias é convergente no extremo direito 
1, conforme foi mostrado no Exemplo 1 da Secção 12.7. Quando x = —1,a 
série de poténcias torna-se a série harmónica negativa que é divergente. Logo, 
o intervalo de convergéncia da série de poténcias em (1) é (— 1, 1]. 

Na ilustração seguinte mostramos que a série de potências em (1) representa 


+00 n- 
In(1 + x) em x = 1, provando que a soma da série X E 2 é In 2. 


+00 


—]1]1w-1 
> ILUSTRAÇÃO 1 Para a série infinita р> E. a n-ésima soma par- 


cial é 
1 „-11 
ss=1>>+>—-+...+(—1) = (2) 


Assim, da Definição 12.3.2, se mostrarmos que lim 5, = In 2, provamos que 
noto 


a soma da série é In 2. 
Da Algebra, temos a seguinte fórmula para a soma de uma série geométrica 
finita: 


а – а" 
а+аг+ а? rar +... + а= - 
Dessa fórmula cona = ler = ~-t, 
a (MP 
1—t-t*—P +... +( -10071 = A 
+ toto Ix: 


que pode ser «escrita como 
a n 


1 
1—t4-).-—04...4(—1y 1!  —— + (-1y*! — 


1+t 1+ї 


Integrando de 0 a 1, obtemos 


MIESZT LES + Dir Ndi= Lie у" is 1174 
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que dá 
1 1! 


1 1 д? 
]—- iere rd mo UR AS ш. Nut E ção d е 
т а (el) [ins (3) 


De (2), vemos que o primeiro membro de (3) é s,. Seja 


к (у | a 
& ol+t 


então (3) pode ser escrito como 


5. = 02+ R, . (4) 
Como 1 E 7 < (^ para todo t em [0, 1], segue, do Teorema 5.6.8, que 
1 t 1 
f dt < | "а 
o1+t " 
Logo, 


1 pP 4 1 4 1 
= == < t" dt = ——— 
O «IR, Lin f ntl 


Como lim = 0, segue da desigualdade acima e do Teorema 2.8.1 


n= +% HÀ 1 


que lim R, = 0. Portanto, de (4), 
пә +0 


lim s, =1n2+ lim А, 


n>+00 пэ Fo 
= n2 
Assim, 
to 1 1 1 1 
—1]y!-21—-2-c4i1—--... 
telha ES 6) 
= ln 2 я 


A solução do Exemplo 3 mostra que a série de potências em (1) representa 
In(x + 1)se |x| < 1. Então, com o resultado da Ilustração 1 podemos concluir 
que a série de poténcias em (1) representa In(x + 1) para todo x em seu interva- 
lo de convergéncia (— 1, 1]. 

Embora seja interessante que a soma da série em (5) seja In 2, essa série con- 
verge muito vagarosamente para ser usada no cálculo de In 2. Vamos obter agora 
urna série de poténcias para o cálculo dos logaritmos naturais. 

De (1), 


x^ x 24 
dni exeo q o ep per "tv para хет (—1, 1] (6) 


Substituindo x por —x nessa série, 


Nile A O A Meis para xem [-1, 1) (7) 
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Subtraindo termo a termo (7) de (6), obtemos 


| l+x Y х5 ХЧ 
аа se |х| «1 (8) 


A série em (8) pode ser usada para o cálculo do logaritmo natural de qual- 
quer nümero positivo. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Se y for um número positivo qualquer, seja 


Lm cenio ur d 
l-x y + 


у= e |x| « 1 


Ima. 


Por exemplo, se y = 2, então x = E De (8), 
In2=2 Ed : qut patas el icd + 
(7M 3*5 5.35 7.31 9-39 "11-30 Tem 


eoe. cb. FR РУС: 
(CM 81/1215 15,309 * 177,147 1,948,617 ^" 
x 2(0,333333 + 0,012346 + 0,000823 + 0,000065 + 0,000006 + 0,000001 +...) 


Usando os seis primeiros termos entre parénteses, multiplicando por 2 e arre- 
dondando para cinco casas decimais, obtemos 


In 2 = 0,69315 « 


EXEMPLO 4 Obtenha uma representação em série de potências de tg”! x. 


Solução Da série (4) na Secção 13.2, 


1 


ta ox хе +... (1)... se |х| < 1 


Aplicando o Teorema 13.3.1 e integrando termo a termo, obtemos 


x 1 x? x? х2"+1 
—— lt=x-—->+=-...+(-1) o 
[тег ке гш ы; "ad 
Logo, 
+ оо х? 1 
-1 Es “mm 1 
tg”! х 2 ( orm o |х| < (9) 


Embora o Teorema 13.3.1 nos permita concluir que a série de poténcias em 
(9) representa tg”! x somente para os valores de x tais que |х| < 1, podemos 
mostrar que o intervalo de convergéncia da série de poténcias é [— 1, 1] e que 
ela é uma representação de tg”! x para todo x em seu intervalo de convergén- 
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cia. (Será pedido que vocé prove isso no Exercício 36.) Logo, 


(10) 


> ILUSTRAÇÃO 3 Sex = 1 em (10), 
1 1 1 1 


л 
Ст иы cu co e 
4 СУ PEU Lm 


A série da Ilustração 3 não é adequada ao cálculo de л, pois converge muito 
vagarosamente. O exemplo a seguir fornece um método melhor. 


EXEMPLO 5 Prove que ix = tg-! 4 + tg"! +. Use essa fórmula e a série de 
poténcias para tg-! x do Exemplo 4, para calcular com precisáo de cinco al- 
garismos significativos o valor de л. 


Solucáo Sejam a = tg"! tef = tg^' 1. Então, 


tg a + tg f 
tela + В) = —R—— SE 
El B) genero 


1 1 
2+3 


= tg 4л 
Logo, como 0 <a + f < іл, 
Ід = х + В 
beo tg d+ tara au) 


Da fórmula (10) com x — 1, 


ribs D et гү 1 Dl 1\9 1 D ud IN 1 Dos 
272 3\2 5\2 7\2 9\2 11\2 13\2 15\2 mm 


1 | 1 1 1 1 1 1 


2 24 + 160 8964608 22,28 106492 — 4915201 
x 0,500000 — 0,041667 + 0,006250 — 0,001116 + 0,000217 — 0,000044 + 0,000009 — 0,000002 +... 


Como a série é alternada e |u,,,| < |u,|, segue, do Teorema 12.7.4, que se 
OS sete primeiros termos forem usados para aproximar a soma da série, o erro 
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será menor do que o valor absoluto do oitavo termo. Logo, 


tg! L = 0,463648 


Da fórmula (10) com x = +, 


UE 1 Dor 
B3 3 gia) 73 
SI ЕЕ 
73 81 1215 

= 0, 


j- 


15.309 
333333 — 0,012346 + 0,000823 — 0,000065 + 0,000006 — 0,0000005 +... 


1 ad A dod Ta 
713 913 1113 
1 1 1 > 
177.147 1.948.617 `` 


Se os cinco primeiros termos forem usados рага aproximar а soma, 


tg! + = 0,321751 


Substituindo os valores de tg”! + e tg-! + em (11), 


m = 0,463648 + 0,321751 


= 0,78540 


Multiplicamos por 4 e o resultado com cinco algarismos signicativos @л = 3,1416. 


EXERCÍCIOS 13.3 


Nos Exercícios de 1 a 4, ache a representação em série de potên- 
cias para a integral dada e determine o seu raio de convergéncia. 


x * dt 
1. fe e dt 2. | Ü44 
* dt x 
бт 4. | In(1 + t) dt 


Nos Exercícios de 5 a 8, calcule com precisáo de trés casas deci- 
mais o valor da integral dada por dois métodos: (a) use o segundo 
teorema fundamental do Cálculo; (b) use o resultado do exercício 
indicado. 


1 p. 
5. f e dt; Exercício 1 


3 
7 | 
2 


Nos Exercícios de 9 a 12, ache a série de potências que representa 
a integral dada e determine o seu raio de corivergência. 


1 dt 
6. [ us $ Exercício 2 


dt » 
— —; Exercício 3 


1/3 ; "E 
=P 8. is In(1 + ) dt; Exercício 4 


e'—i 
i» — 1%0 
9. f and r PP 


1 set=0 


In(1 + 9 seta 


10. |. ГО) dt, onde f(t) = 


1 set=0 


senht iei 
11. fo h(t) dt, onde h() 24 t 
1 set=0 
- -1 
x | HC set zo 
12. fe g(t) dt, onde g()=4 t 
1 set=0 


Nos Exercícios de 13 a 16, calcule com precisão de trés casas deci- 
mais o valor da integral definida obtida quando substituímos x 
velo número dado no exercício indicado. 


14. x = 1; Exercício 10 
16. x = à; Exercício 12 


13. x = 1; Exercício 9 
15. x = 1; Exercicio 11 


Nos Exercicios de 17 a 24, calcule com precisão de trés casas deci- 
mais o valor da integral dada. usando séries. | 


1/2 d 
17. | е. 
o l+x 


20. | EHE 
0 


1+ x* 
22. er cosh x? dx 


18. fo” em ах 19. fo e^? dx 


21. j^ tg ^! x? dx 
23. IN x senh/x dx 


coshx — 1 x X0 
24. |, ах) dx, onde g9)- 4 — Е 


0 sex=0 
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+0 


x 
25. Dado cosh x = y ——— 
n=0 Qn) 


sentação em série de potências para senh x, integrando termo 
a termo de 0 a x a série dada. 

26. Ache uma representação em série de potências para ln (1 + ax), 
integrando termo a termo de 0 a x a representacáo em série 


para todo x, obtenha uma repre- 


de potências para ————-. 
р р l+at 


27. Use série de potências em (9) para calcular tg ^! + com preci- 
sáo de quatro casas decimais. 

28. Use série de poténcias em (8) para calcular In 3 com precisáo 
de quatro casas decimais. 

+0 n 
29. Se /'0д = Y (- D" L, ache fi) com precisão 
n=0 п: 

de trés casas decimais. 


+00 
30. Se g'(x) = y Ci” „ел ache g(1) com precisáo de 
no п? + 3 
duas casas decimais. 

31. Ache uma representação em série de potências para tgh ^! x, in- 
tegrando termo a termo de 0 a x a representacáo em série de 
potências рага (1— £2)71, 

32. Ache uma série de poténcias para xe*, multiplicando a série 


33. Integrando termo a termo de 0 a x uma representação em série 
de potências de In(1 — f), mostre que 


+ n 


=x + (1 — x)in(1 — x) 
n=2 (n — 1)n 
34. Integrando termo a termo de 0a xuma representação em série 
de potências para In(l + +), mostre que 


we (Ip 


a uiae dus. d 
sont н + ^ 


35. Integrando termo a termo de O a x uma representação em série 
de potências para t tg”! t, mostre que 


y (= ti 
n=1 


х2"+1 


ana е exl 


36. Mostre que o intervalo de convergéncia da série de poténcias 
em (9) é [ - 1, 1} eque a série de potências é uma representação 
de tg”! x para todo x em seu intervalo de convergência. 

37. Ache a série de potências em х de f(x) se f"(x) = —f(x), 
FO) = 0e f'(0) = 1. Ache também o raio de convergência 
da série resultante. 

38. Integre termo a termo de 0 a x uma representação em série de 
potências рага (1 — 12)7!, a fim de obter a série de potências 


de e* por x, e então integre a série termo a termo de 0 a 1, mos- para In 7 + E em (8). 
1 ea E 
trando que 2 nac-2 2 
13.4 SÉRIEDE TAYLOR se f for a função definida por 
+o 
Јо) = Y ex 
n=0 
= Co CX + ex? cx) +... + ox +... (1) 


cujo raio de convergência é R > 0, segue, de sucessivas aplicações do Teorema 
13.2.3, que ftem derivadas de todas as ordens em ( — R, R). Dizemos que tal fun- 
ção é infinitamente derivável em (— R, R). Sucessivas derivações da função em 
(1) resultam em . 


Р(х) = сү + 2e3x + Зсзх? + dco +... + псих" Б... (2) 
f(x) = 2с, + 2: Зсзх + 3: 4с„х? +... + (n— Dex 2 +... (3) 
Р(х) 22:3e + 2: 3- dex +... + (п – 2)(п — Dnex" +... (4) 

JO 22:3-4c, +... + (n — 3(n — 2(n — Dne x^^ * +... (5) 


e assim por diante. Se x = 0 em (1), 
J(0) = c 

Se x = 0 em (2), 
FO = а 
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Se x = 0 em (3), 
f(0)=2, >= с, = ro 
De (4), se x = 0, 
f"(022:3c4 = c - 0 
Da mesma forma, de (5), se x = 0, 
f*X0)—-2-3:4e, = «= ө 
Em geral, 
п = PO para todo n inteiro positivo 


Essa fórmula também é válida para n = 0, se tomarmos fº(0) como sendo f(0) 
e 0! = 1. Assim, dessa fórmula e de (1), a série de potências de fem x pode ser 
escrita como 


JO E x" + (6) 


y LO у, = Д0) + fº (x + LO O, M 


n=0 


Em um sentido mais geral, consideremos a fungáo f como uma série de potén- 
cias em x — a, isto é, 


Го) = Y etx — ay 
= co + c (x— a) + сх — a +... + сх ay +... (7) 


Se o raio de convergência dessa série for R, então f será infinitamente derivável 
em (a — К, a + R). Sucessivas derivações da função em (7) resultam em 


f'(x) = e, + 2с,(х — a) + 3ey(x — а)? + 4e4(x — а) +... + ne(x— ay + 
f" (x) = 2c; + 2: 3су(х — a) + 3: 4c4(x — ay +... + (n – Dnex — ay ? +... 
f"(x) =2: 3c3 c 2:3: 4c4(x — a) -... + (n — 2(n — Dne(x — ay? +... 


e assim por diante. Tomando x = a nas representações de fem séries de potén- 
cias, bem como nas de suas derivadas, obtemos 


сја) afa => ta) e, = га 
e em geral 
f Xa) 
um n! (8) 


Dessa fórmula e de (7) podemos escrever a série de potências de fem x — a como 


E y Lo JOD („_ ау" = fta) + /'(а(х — a+ LL a y EO gra. (9) 
n=0 ` 
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A série (9) é chamada de série de Taylor de fem a. O caso especial de (9) quando 
a = 0, isto é, (6), é chamado de série de Maclaurin. 

Observe que a n-ésima soma parcial da série infinita (9) é polinómio de Taylor 
de n-ésimo grau da função f em a, discutido na Secção 11.5. 


EXEMPLO 1 Ache a série de Maclaurin para e”. 
Solucáo Se f(x) = e*, f(x) = e* para todo x; logo f™®(0) = 1 para todo 
n. Assim, de (6) temos a série de Maclaurin: 


x? 3 x" 
sl BRL. (10) 


Tal série é a mesma que foi obtida no Exemplo 3 da Secção 13.2. 


EXEMPLO 2 Ache a série de Taylor para sen x em a. 


Solução Se f(x) = sen x, temos então que f'(x) = cos x, f"(x) = —sen x, 
J” = — cos x, f(x) = sen x, e assim por diante. Assim, da fórmula (8), 
Co = Sen a, с, = cos a, c, = (—sen a)/2!, c = (— cos a)/3!, c, = (sen a)/4! e 
assim por diante. A série de Taylor é obtida de (9), sendo 


25 ay 
2! 


= (соѕ а) E 2 + (sen a) w- а 


4! sb. 


Podemos deduzir que a representacáo de uma funcáo em série de poténcias é 
única. Isto é, se duas funcóes tém os mesmos valores funcionais em algum inter- 
valo contendo o número a, e se ambas as funções têm uma representação em série 
de poténcias em x — a, entào trata-se da mesma série, pois os seus coeficientes 
são obtidos a partir dos valores das funções e de suas derivadas em a. Logo, se 
uma função tem uma representação em série de potências em x — a, essa série 
deve ser sua série de Taylor em a. Assim sendo, a série de Taylor para uma dada 
funcáo nào precisa ser obtida da fórmula (9). Qualquer método que resulte em 
uma série em x — a representando a função será a série de Taylor da função em a. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Para encontrar a série de Taylor para e* em a, vamos escre- 
ver ех = e4e*-? e então usar a série (10), onde substituímos x por x — a. Então, 


саюзе коа.) 


e-eiso-as 4 


2! 3! EE 


> ILUSTRACÁO2 А série рага In(1 + x), encontrada no Exemplo 3 da Secção 
13.3, pode ser usada para determinar a série de Taylor de In x em a (a > 0), es- 
crevendo 


In x = In[a + (x — a)] 


тх=та+и(1+®—) (11) 
Сото 


+ о t? 
in(1 + t) = Pe se—-1«t«l 
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entáo 


x—a x—a (x-a? (x-a? 
Inf 1 = = = 
n( T^ ) a Za {Заз rd 


Logo, de (11), 


a (x-af a 


Inx=1 
л 28 Заз 


x-a 


< 1 ou, equivalentemente, O < x « 2a. 
< 


e a série representa Іп xse —1 < 


Uma questão natural que surge é: se uma função tem uma série de Taylor em 
x — a, com raio de convergência R > 0, essa série representa a função para todos 
os valores de xnointervalo (a — R,a + R)? Para a maioria das funções elementa- 
res a resposta é afirmativa. Há, contudo, funções para as quais a resposta é não. 
O exemplo a seguir mostra isso. 


EXEMPLO 3 Seja f a função definida por 


е sex#0 
л = {9 ѕе х = 0 


Ache a série de Maclaurin para fe mostre que ela converge para todos os valores 
de x, mas que ela representa f(x) somente se x = 0. 


Solucáo Para encontrar f" (0), vamos usar a definigáo de derivada. 
= 1/x? - 0 


e 
'(0) — 1i 
FO) па 


x 


Como lim (1/х) = +ое lim e"? = + оо, a regra de L'Hópital pode ser 
хә хә 


usada. Logo, 
1 
2 
fO = lim — —À 
x0 eX 2 
x? 
= li А 
yo 2eU* 


De forma análoga, usando a definição de derivada e a regra de L' Hópital, obte- 
mos 0 para todas as derivadas. Assim, /(0) = 0 para todo л. Logo, a série de 
Maclaurin para а função dada é O + 0 + 0 +... +0 + ... Essa série converge 
para 0 para todo x; contudo, se x = 0, f(x) = е-и? ee-Vx = 0). 
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O teorema a seguir fornece um teste para determinar se uma funcáo está repre- 
sentada por sua série de Taylor. 


Seja fuma fungáo tal que fe todas as suas derivadas existam em algum intervalo 
(a — r, a + г). Então, a função é representada por sua série de Taylor 
+ с п) 
Ха) (x — ay 
n! 


n=0 


para todo x, tal que |x — a| < r, se e somente se 


LED a 
gte 0e DI SX 


n lim, Ralo) 


onde cada É, está entre x e a. 


Prova No intervalo (a — r, a + r), a função f satisfaz as hipóteses do Teorema 
11.5.1 para o qual 


Јо) = Р(х) + К.х) (12) 


onde P,(x) é o polinômio de Taylor de grau n de fem a e Р(х) é o resto, 
dado por 


(n + 1), 
A m M (x E ay*! (13) 


onde cada £, está entre x e a. | 
Agora P,(x) é a n-ésima soma parcial da série de Taylor de f em a. Assim, 
se mostrarmos que lim P,(x) existe e é igual a f(x) se e somente se 
пә +œ 2 


К.х) = 


lim R,(x) = 0, o teorema estará provado. De (12), 
Р(х) == Ро) = R,(x) 


Se lim Rx) = 0, segue dessa equação que 
lim P,(x) = f(x) — lim Rx) 
п» + оо n + оо 


= f(x) – 0 
= f(x) 
Queremos mostrar agora que se lim. Р(х) = f(x), então lim Р(Х) = 0. 
n o noto 
De (12), 


К.х) = f(x) — Р(х) 
Assim, 


lim Ах) = f(x) — lim Px) 


= f(x) — f(x) 
=0 


Isso prova o teorema. в 
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O Teorema 13.4.1 também é válido para outras formas do resto R,(x), além 
da fórmula de Lagrange. 

Freqüentemente, é difícil aplicar o Teorema 13.4.1, pois os valores de £,, sáo 
arbitrários. Mas, às vezes pode ser encontrado um limitante superior para R,(x) 
e pode ser possível provar que o limite dos limitantes superiores é zero quando 
n> + о. O seguinte limite é de grande valia em alguns casos: 

n 


lim as =0 para todo x . (14) 


n— to Й: 


Isto segue do Exemplo 2 da Seccáo 13.1, onde mostramos que a série de poténcias 


m i 


x". А ЗИС 2 
E convergente para todos os valores de x e assim sendo, o limite de seu 


n=0 
Ке v (-ay, 
n-ésimo termo deve ser zero. Da mesma forma, como У, ——  -— ё сопүег- 
n=0 ni 
gente para todos os valores de x, 
: x — ay 
lim ( =0 para todo x (15) 
n> too n! 


EXEMPLO 4 Use o Teorema 13.4.1 para mostrar que a série de Maclaurin pa- 
ra e*, encontrada no Exemplo 1, representa a funcáo para todos.os valores de x. 


Solução A série de Maclaurin para ех é (10) e 


n+1 


e 
Rx) = ——— 
Xx) (n + 1)! 
onde cada €, está entre O e x. 
Precisamos mostrar que lim R, = 0 para todo x. Há três casos a consi- 
п ++ с 


derar: х > 0, х < 0ех = 0. 
Se x > 0, então 0< E, < x; logo, e < ех. Assim, 
e x^*! 


USER O Gc (16) 


А хп + 1 : 
De (14) segue que „Нт O sn 7 0, e assim 


| yh 
КЫ эстеш 

Logo, de (16) e do Teorema 2.8.1, segue que lim R, (x) = 0. 
Sex < 0, entáo x < E, < 0e0 « e" < 1. Logo; sex^*!»0, 


ón n+1 
e n+1 x 


PSI "agp 


е зех”+! < 0, 


х" +1 её" 


B ntl 0 
QD man S 


x" +1 
Em ambos os casos, como lim 


ыыр eere De düe дылы 
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Finalmente, se x = 0, a série tem soma 1, que é е. Logo, a série (10) repre- 
senta e* para todos os valores de x. 


Dos resultados do exemplo acima, podemos escrever 


.. para todo x 


o que está de acordo com o exemplo 3 da Secgáo 13.2. 


EXEMPLO 5 Mostre que a série de Taylor para sen x em a, do Exemplo 2, 
representa a função para todos os valores de x. 


Solução Vamos usar o Teorema 13.4.1. Precisamos então mostrar que 
А f** X6) (E) +1 
lim R,(x)- lim —ay 
n> too ( ) n> too (n + "(п +1) e 
=0 


Como f(x) = sen x, f" + D(E,) será um dos seguintes números: cos E,, sen ё,, 
— cos Ё,, ou —sen E,. De qualquer modo, |f" + M(£,)] < 1. 1080, 


<E — ај" 

R ———— 17 

0 < [R,(x)| < TESI (17) 
: ` |x = al^ ad А ; “ JO 

De (15), „Шт “mD 7 = 0. Assim, pelo teorema do ‘‘sanduiche 

Q. 8.1)e de (17), segue que. lim. R,(x) = 0. 

EXEMPLO 6 Calcule o valor de sen 47° com precisáo de quatro casas de- 

cimais. 

Solucáo A série de Taylor para sen x em a foi obtida nos Exemplos 2 e 


5. Ela representa a funcáo para todos os valores de x. A série é 
ea p 3 
sen x = (sen a) + (cos a)(x — a) — (sen a LLE — (cos o8 L9. +... 


Para tornar x — a pequeno devemos escolher um valor de a próximo do valor 
de x para o qual a função esteja sendo calculada. O seno e o co-seno de a tam- 
bém devem ser conhecidos. Assim sendo, escolhemos а = 4 л e obtemos 


—lgp — Ly 
sen x = sen 1л + (cosim)(x — 47) — (senda) s — (cos icm + 
Como 47º é equivalente a 45 л rad ou (+ z + 5 л) rad, dessa série com 
X = тул, segue que 
sen din = 14/2 + 12: dr — L2: lay - 14/02 > Кп)? + 
= 1/21 + 0,03490 — 0,00061 — 0,000002 + ...) 
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Tomando 4/2 « 1,41421 e usando os trés primeiros termos da série, obtemos 


sen Az = (0,70711)(1,03429) 
= 0,73136 


Arredondando para quatro casas decimais, obtemos sen 47? = 0,7314. O erro 
introduzido com a utilização dos três primeiros termos é Ал) e, de (17), 


47 (som)? 
К, (ão z) 3! 


O resultado, entáo, está entre 0,73136 — 0,00001 e 0,73136 + 0,00001, isto 
€, o resultado está entre 0,73135 e 0,73137. Assim, para uma precisáo de quatro 
casas decimais, temos 


< 


== 0,00001 


sen xr = 0,7314 


A seguinte série de Maclaurin representa a funcáo dada para todos os valores 
de x: 


A série para sen x resulta diretamente dos Exemplos 2 e 5, com a = 0. Vocé 
deverá verificar os resultados das outras séries nos Exercícios 1, 2 e 3. 


EXEMPLO 7 Calcule com precisáo de cinco casas decimais 


1 
sen X 
| dx 
i2 Х 
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Solução Uma antiderivada do integrando, em termos de funções elemen- 
tares, não pode ser encontrada. Mas, da série de Maclaurin para sen x, 


senx 1 
=-—+* sen х 
x 


E = х? x 
TV ТЗ ыл о С 


x? x* x$ 8 


rU perge far 


que é verdadeira para todo x = 0. Usando integração termo a termo, obtemos 
1 senx, x3 " х5 x? " x? ; 
х=х— == x A 
12 X 3-31 5.5! 7:71 9:9! ju 

= (1 — 0,0555555 + 0,0016667 — 0,0000283 + 0,0000003 — ...) 

— (0,5 — 0,0069444 + 0,0000521 — 0,0000002 + ...) 
Entre cada par de parênteses há uma série alternada convergente com |и,, ‚| < |и, |. 
Primeiro colocamos os quatro primeiros termos, pois o erro cometido é menor 
do que 0,0000003. Em seguida, colocamos entre parênteses os três primeiros 


termos, onde o erro cometido é menor do que 0,0000002. Fazendo os cálculos 
aritméticos e arredondando para cinco casas decimais, obtemos 


1 
| Sen X ax = 0,45298 
1 X 


12 


EXERCÍCIOS 13.4 


Й = (-1)"x ud 
1. Prove que a série 3, representa cos x para to- 


по (2л)! 
dos os valores de x. 
+ 
i x?" *1 
2. Prove que a série У) —— — representa senh x para 
по (2n + 1)! 
todos os valores de x. 
+0 
| xen 
3. Prove que a série y representa cosh x para todos 


n=0 (2n)! 
os valores de x. 

4. Obtenha a série de Maclaurin para a função co-seno, deri- 
vando a série de Maclaurin para a funcáo seno. Também, ob- 
tenha a série de Maclaurin para a função seno, derivando 
a série da função co-seno. 

5. Obtenha a série de Maclaurin para a função seno hiperbóli- 
co, derivando a série de Maclaurin para a função co-seno hi- 
perbólico. Também, derive a série de Maclaurin para a função 
seno hiperbólico, de modo a obter a série da função co-seno 
hiperbólico. 

6. Ache a série de Taylor para e* em 3, usando a série de Mac- 
laurin para ех. 

7. Use a série de Maclaurin de In(1 + x) para encontrar a série 
de Taylor para Іп x em 2. 

8. Dado in 2 — 0,6931, use a série obtida no Exercício 7 para 
encontrar In 3 com precisáo de quatro casas decimais. 


Nos Exercícios de 9 a 14, ache uma representacáo em série de 
poténcias para a funcáo em torno do ponto a e determine o raio 
de convergéncia. 


9. f(x) = ln(x + 1) a=1 
11. f(x) = Jx;a-4 


13. f(x) = cos x; a = in 


10. f(x) = ix;a-1 
12. Јо) = 5а=1 
14. f(x) = 25 а= 0 


15. Ache a série de Maclaurin para sen? x. 
(Sugestão: use sen? x = +(1 — cos 2x).) 

16. Ache a série de Maclaurin para cos? x. 
(Sugestão: use cos? x = (1 + cos 2x).) 

17. (a) Ache os trés primeiros termos náo-nulos da série de Mac- 
laurin para tg x. (b) Use o resultado de (a) e a derivacáo ter- 
mo a termo para encontrar os trés primeiros termos náo-nulos 
da série de Maclaurin para sec? x. (c) Use o resultado de (a) 
e a integração termo a termo, de modo a encontrar os três 
primeiros termos náo-nulos da série de Maclaurin para 
In|sec х]. 

18. (a) Ache os trés primeiros termos náo-nulos da série de Tay- 
lor para cotg x em 4x. (b) Use o resultado de (a) e a integra-. 
ção termo a termo, a fim de encontrar os três primeiros ter- 
mos não-nulos da série de Taylor para In sen x em +. 
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Nos Exercícios de 19 a 24, use séries de poténcias para calcular, 
com a precisáo exigida, o valor da quantidade dada. 


19. cos 58°; quatro casas decimais 
20. 5/е; quatro casas decimais 

21. 5/30; cinco casas decimais 

22. senh +; cinco casas decimais 
23. In (0,8); quatro casas decimais 
24. 3/29; três casas decimais 


25. Calcule o valor de e com precisáo de sete casas decimais e 
comprove sua resposta. 


Nos Exercícios de 26 a 31, calcule com trés casas decimais de pre- 
cisáo o valor da integral definida. 


26. fo Vxe^* dx 
28. |; cos Ух dx 


27. Ln sen x? dx 
29. | In(1 + sen x) dx 


sen x $ 2 0 
E UEI x 
30. A f(x) dx, onde f(x) = s 


1 sex=0 


177 


31. fo g(x) dx, onde g(x) = 
32. A função E definida por 
2 x 
E(x) = —= | e" dt 
Мт Јо 


é chamada de /ипсӣо erro e é importante em Estatística Ма- 
temática. Ache a série de Maclaurin para a funcáo erro. 

33. Determine a, (n = 0, 1, 2, 3, 4) de tal modo que o polinó- 
mio 


f(x) = 3x* — 17x? + 35x? — 32x + 17 
possa ser escrito na forma: 
f(x) = а(х — 1)* + аз(х — 1)? + ах — 1)? +a(x—D+as 
34. Determine a, (n — 0, 1, 2, 3) de tal modo que o polinómio 
Хох) = 4x3 — 5x! + 2x - 3 
possa ser escrito na forma: 


f(x) = аз(х + 2) + ах + 2)? + а(х + 2) + ao 


13.5 SÉRIE BINOMIAL Ет Álgebra vocé aprendeu que o teorema binomial expressa (a + b)" como 
uma soma de poténcias de a e b, onde m é um inteiro positivo, como segue: 


(a + by" = а" + ma" !b ps 


“Vamos tomar a = 


1 
) n sso 


тт — 1): ... ааа 


т Крк 
m b+... 


+ Б" 


l eb = xe aplicar o teorema binomial para expressar 


(1 + x)", onde m nào é inteiro positivo. Obtemos a série de poténcias 


-1 
A ы. 


1+тх+ 21 31 


тт — 1)(т — 2) P ¿A E 


A +... (1) 


Essa é a série de Maclaurin para (1 + x)”. Ela é chamada de série binomial. 
Para determinar o raio de convergência da série (1), aplicamos o teste da razão 


e obtemos 
тт — 1): ... (тп + D(m и) at 
lim |^": = lim eru 
n>+o| Un п» + m(m —1): ...-(m—n-l) , 
n! * 
= Amo [с |x| 
n>+oln+ l 
= 
= lim | |x| 
n>+0 142 
n 
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Assim, a série é convergente se |x| < 1. Agora provaremos que a série (1) re- 
presenta (1 + x)” para todo número real m se x estiver no intervalo aberto 
(— 1, 1). Isso não será feito calculando R,(x) e mostrando que seu limite é ze- 
ro, pois é um procedimento difícil, como você pode ver se tentar aplicá-lo. Em 
vez disso, usaremos o método a seguir. Seja 


m(m —1): ...-(m—n-« 1) 


E x*  |«t! | (2) 


fere 


Queremos mostrar que f(x) = (1 + x)", onde |x| < 1. Pelo Teorema 13.2.3, 


?m(m—1):...:-(m—-n-c1) ,., 
Го) = Y mo! x |х| « 1 (3) 
Multiplicando ambos os lados de (3) por x, obtemos, pelo Teorema 12.4.2, 
vn mm- 1): '(m—n4l) y 
хо) = Y mi (4) 
Reescrevendo o segundo membro de (3), 
+ 00 — . . _ 
Го) = т y nm ):...-(m—-n-*l) ,., 


n=2 (n — 1)! 


Reescrevendo essa somatória com o extremo inferior diminuído de 1, sendo n 
substituído por n + 1, temos 
to т(т—1)-...`(т—-п-+1 


f(x) = 


x? 


Multiplicando o numerador e o denominador de (4) por n, obtemos 


m(m—1):...-(m—n-cl) , 


xf'(x) = Y n 


As séries para f'(x) e xf' (x) são absolutamente convergentes para |х| < 1. 
Entáo, pelo Teorema 12.4.3, elas podem ser somadas termo a termo, e a série 
resultante será absolutamente convergente, para |x| « 1. Então, da adição, 


ЕДЕ (y nn Puy] 


n! 
Como por (2) a expressáo entre colchetes é f(x), entáo 
(1 +30) = mf(x) 


fo m 
fo) 1+x 


О primeiro membro da equação acima é Р, [п f(x)]; assim, 


4 ало = р 


Mas também sabemos que 


d m 
jx Unt += 71 
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Como Іп f(x) eln(1 + x)" têm a mesma derivada, eles diferem por uma cons- 
tante. Logo, 


In f(x) 2 In(1 + x)" + C 
De (2), f(0) = 1. Logo C = 0; assim, 
Јо) = (1+ х)" 
Provamos o teorema binomial geral, que agora enunciaremos. 


13.5.1 TEOREMA | Se m for um número real qualquer, então 
Teorema Binomial 


$ m(m-1(n-2»..(m-n-«l., 
x n! x 


(1-*x"-1- 


para todos os valores de x, tais que |x| « 1. 


Se m for um inteiro positivo, a série binomial terminará após um nümero 
: finito de termos. 
EXEMPLO 1 Expresse como uma série de poténcia em x: 


1 
1+х 


1 


Solugáo Do Teorema 13.5.1, quando |x| < 1, 


(zo) CI - 000—3 – 2) хз 


1 
= Жез... PAD 2 
(1 +x) =1 5х + PT х + 3i 
МИ DESEE ced ete) ces 
n! 
"m 13 5. ASSES 3 
A 2 
1:3-5-....-(2n— 1 
yep ы C л A 
2"п! 
EXEMPLO 2 Do resultado do Exemplo 1, obtenha uma série binomial para 
(1 — x2)712 e use-a, de modo a achar uma série de potências para sen”! x. 
Solucáo Substitua x por —x? na série para (1 + x)-'2 e obtenha para 
|х| < 1 
Ё 1 1-3 1:3: 5 1:-3:5:... (28 – 1) 
_ ү2ү-1/2 — v2 4 6 2n 
(1 — x^) =1+3* Toma A a е xc epus 
Aplicando o Teorema 13.3.1 e integrando termo a termo, obtemos 
= dt _ 10 1:3 EXER WT aso” ec Sn T). xni n 
oA e  ^ 23 Ra GO 25И 7 2^n! 2п+1 77 
Logo, 
О Se (2n =I RO 


sen“! х = х + рага |х| < 1 


n 2"n! 2n +1 
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O exemplo a seguir mostra como a série binomial é usada para o cálculo de 
raízes. 


EXEMPLO 3 Calcule o valor de 3/25 com precisáo de trés casas decimais, 
usando a série binomial para (1 + x)'^. 


Solucáo Do Teorema 13.5.1, 


1 1 21 x? 1 2 5Y x? 
1 1/31 € 2 VE hal EE med 
ыз г у onn 


Como 1/25 = 2/27 5/25, podemos escrever 


3/25 = 30 — $^ (5) 
Da série para (1 + x)" con x = -Z, 
OS 
27 3 27 32.2! 27 35.3! 27 
= 1 — 0,0247 — 0,0006 — 0,00003 — ... | (6) 


Se os trés primeiros termos da série acima forem usados, segue de (13) da Sec- 
cáo 13.4 que o resto é 


2Y f"(9( 2WV 

.(-2)- (2) 
DIA SN ma. 
O 


onde — 2- < €, < 0. Logo, 


2N (2:51 +)! (2 Y 
(2) 3 ($3) (Т + E) (5) 0?) 


Como – 2- < E, < 0, segue que 


1 


1 
(1 T č)! < 115 = 1 е + EP < Ey (8) 


Além disso, 


Assim, da desigualdade acima e de (8) em (7), 


mnc EN A BR T 
21 271] ^9 GP (57) ^ 140.625 SO 


Usando, entáo, os trés primeiros termos da série (6), obtemos 
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com um erro menor do que 0,00006. De (5), obtemos 


425 


t 


2,9241 


3(0,9747) 


com um erro menor do que 3(0,00006) = 0,00018. Arredondando para três ca- 


sas decimais, 4/25 = 


EXERCÍCIOS 13.5 


Nos Exercícios de 1 a 10, use uma série binomial de modo a en- 
contrar a série de Maclaurin para a função dada e determine seu 
raio de convergência, 


1. Дх) =/1+х 2. f(x) = (3 — x)? 
3. f(x) = (4 + x) 1? 4. f(x) = 48 +x 
5. f(x) = 34/1 — x? 6. f(x) = (4+ x?) ! 
7. f(x) = (9 + х) !? 8. f(x) = 
1-х 
9. ft) = 10. f(x) = 5 
` Vl+x ` Yl + х? 


Nos Exercícios de 11 a 16, calcule o valor da quantidade dada 
com trés casas decimais de precisáo, usando uma série binomial. 


и. 4/24 12. 4/51 13. 2/630 


14. 3/66 15. À 16. + 
3/128 431 

17. Integre termo a termo de 0 a x a série binomial рага 
(1 + 12)-12, de modo a obter a série de Maclaurin para 
senh”! x. Determine o raio de convergência. 

18. Use um método similar ao do Exercício 17, a fim de encon- 
trar a série de Maclaurin para tgh-! x. Determine o raio de 
convergéncia. 

19. (a) Expresse 4/1 + x como uma série de poténcias em x. (b) 
Use o resultado da parte (a) para expressar 4/1 + x? como 
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Nos Exercícios de 1 a 12, determine o intervalo de convergéncia 
da série de poténcias dada. 


to x" te (х — 2)" + о х" 
1. —= 2. 

n=1 vn n=1 n 2. 3"(n? + n) 

too x^ to n! 
4 — 5 = (x — 3)" 

n=0 2" 2, x ) 

to (— ly- 1 х2"- 1 +0 n? a 
6. у Ол p 7. Lat +1) 

+0 +0 1y 1 _ р” 
8 У нох 1Y 9, ус б 

=1 n2 


2,924. 


uma série de poténcias em x. (c) Use o resultado da parte (b) 
para calcular, com trés casas decimais de precisáo, o valor 


de N 41 + х? dx. 


20. Use o procedimento indicado no Ехегсісіо 19 para calcular, 
com trés casas decimais de precisáo, o valor de 


MET - Sos dx. 


Nos Exercícios de 21 a 28 ,calcule com três casas decimais de pre- 
cisão, o valor da integral definida. 


21. hb ҮЛ + х3 dx 22. f УЛ + х dx 
23. fo 3/8 + x? dx 24. fo” 1 = x? dx 
1/2 1/3 
25. J dx 26. | dx 
o y-l+x o yx? +1 
2 dx 
do VI — х? 
sen^!x 


28. fo” Јо) dx, onde f(x) = | х 


1 ѕех = 0 


sex = 0 


29. Ache a série de Maclaurin para | dt, se p for um 


1? 
oJ1-2€ 
inteiro náo-negativo. Determine o raio de convergéncia da 
série. 


*o to 

10. Y mx 11. Y (sen 2л)х" 
n=1 n=0 
< +1 ^ 

12. —1 ——————— 
2, cu (n + 1) (и + 1) 


Nos Exercicios de 13 a 16 faca o seguinte: (a) ache o raio de con- 
vergéncia da série de poténcias dada e o domínio de f; (b) escre- 
va a série de potências que define a função f' e encontre o seu 
raio de convergência; (c) ache o domínio de f'. 


+0 2n + oo 
- cy 14. f(x) = DE x 


13. f(x) 
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Nos Exercícios de 17 a 20, ache a série de poténcias que repre- 
senta a integral dada e determine seu raio de convergéncia. 


х dt * dt 
17. li T 18. E err 
sen £ 0 
19. IN iodo que 1 *'* 
1 set=0 
ICD nt) 
20. [г /(@) dt, onde f(t) = t ; 
0 set=0 


Nos Exercícios de 21 a 24, calcule com a precisão de três casas 
decimais, o valor da integral definida com a substituição de x 
pelo número dado no exercício indicado. 


22. x = 4; Exercício 18 
24. x = i; Exercício 20 


21. x = 3; Exercício 17 
23. x = 4; Exercício 19 


Nos Exercícios de 25 a 34, use uma série de potências para cal- 
cular, com precisão quatro casas decimais, o valor da quantida- 


de dada. 

25. tg! 4 26. sen 0,3 27. 4/130 
28. sen”! 1 29. cos 3° 30. </e 
31. In 5 32. А cos x? dx 


| 12 q 
33. | Vx sen x dx 34. [ 7 PE 


Nos Exercícios de 35 a 38, ache a série de Maclaurin para a fun- 
ção dada e ache o seu intervalo de convergência. 


35. f(x) = a* (a > 0) 36. Ло) = 2 — 


37. f(x) = se? x 38. f(x) = Jx +1 
Nos Exercícios de 39 a 42, ache a série de Taylor para a função 
dada no número indicado. 


1 
39. f(x) = sen 3x; em— iz 40. f(x) = Vm 2 


41. f(x) = ух; em —1 42. f(x) = е^”? em 2 


Os Exercícios de 43 a 47 referem-se às funções Jo e J, definidas 
por séries de poténcias, como segue: 
x? 2n+1 


+0 
miz 100 2 (5D nin + DI227*3 


As funções J, e J, são chamadas de funções de Bessel da pri- 
meira espécie de ordem zero e um, respectivamente. 


лод = Y Cay 


43. Mostre que ambas J, e Л, convergem para todo valor real 


de x. 
44. Mostre que y = у(х) ё uma solução da equação diferencial 
dy | dy 
КАТРА = 0 
х di t dx + xy 


45. Mostre que Jy'(x) = — Л(х). 

46. Mostre que DJ (00) = xh. 

47. Mostre que y = J,(x) é uma solução da equação diferencial 
d'y ау 

Latt Dy=0 


o 

чч 
үү 
\ 


UN y 


NX NA 


LR 


Neste capítulo e no Capítulo 15 os vetores* seráo tratados de forma moderna 
e essa abordagem serve como introdução à perspectiva da Álgebra Linear e, ain- 
da, à análise vetorial clássica. Na Seccáo 14.1 definimos um vetor no plano co- 
mo um par ordenado de números reais e realizamos operações com vetores, apli- 
cando operacóes algébricas em suas coordenadas reais, o que também será fei- 
to na Secção 14.2. Na Secção 14.3 nós introduzimos um novo tipo de função 
cujo domínio é um conjunto de números reais e cuja imagem é um conjunto 
de vetores. Essas funções são chamadas de funções com valores vetoriais. O 
gráfico de uma função com valores vetoriais é uma curva que também pode 
ser representada por equações paramétricas. Tais equações expressam as coor- 


* М. do T.: No texto, onde aparecem vetores dados por seu módulo e direção, está subentendido 
tratar-se de direção orientada. 
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14.1 VETORES NO PLANO 


P R 
РО = R$ 
FIGURA 1 
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denadas x e y dos pontos sobre uma curva plana como funções de uma terceira 
variável f, a qual representa, freqüentemente, o tempo. O cálculo de funções 
com valores vetoriais, apresentado na Secção 14.3, envolve o cálculo de fun- 
ções com valores reais definidas por suas equações paramétricas correspondentes. 

As demais seccóes do capítulo envolvem aplicagóes de vetores à Geometria, 
Física e Engenharia. As aplicações geométricas incluem o comprimento de ar- 
co, O vetor tangente e o vetor normal a curvas, e a curvatura. Quanto ás aplica- 
ções em Física e Engenharia, usamos vetores para calcular o trabalho e para 
discutir o movimento ao longo de uma curva. 


As aplicacóes de Matemática envolvem, freqüentemente, quantidades que pos- 
suem tanto módulo como direcáo e sentido. Exemplo de tal quantidade é a ve- 
locidade. Assim, a velocidade de um aviáo tem módulo (a velocidade escalar 
do avião), direção (que determina o curso) e o sentido (que determina o destino 
do avião). Outros exemplos de tais quantidades são força, deslocamento e ace- 
leração. Físicos e engenheiros referem-se a um segmento de reta orientado co- 
mo sendo um vetor, e aquelas quantidades que têm módulo, direção e sentido 
são chamadas de quantidades vetoriais. Em contraste, denominaremos quanti- 
dades escalares aquelas que têm módulo, mas não direção. Exemplos de quan- 
tidades escalares são comprimento, área, volume e velocidade. O estudo de ve- 
tores é chamado de análise vetorial. 

Podemos abordar a análise vetorial geométrica ou analiticamente. Se a abor-. 
dagem geométrica for escolhida, definimos primeiro um segmento de reta orien- 
tado de um ponto P a um ponto Q e denotamos esse segmento de reta orienta- 
do por PO. O ponto P é chamado de ponto inicial, e o ponto Qé é chamado 
de ponto final. Entáo, dizemos que dois segmentos orientados PQ e RS sáo iguais 
se tiverem o mesmo comprimento e a mesma direção e sentido, e escrevemos 
PO = RS (veja a Figura 1). O segmento de reta orientado PO é denominado 
o vetor de P a Q. Um vetor será denotado por uma única letra, em negrito, 
tal como A. Em alguns livros, letras em tipo claro, com uma seta em cima, sáo 
usadas para indicar um vetor, por exemplo A. Quando estiver fazendo o seu 
trabalho, você poderá usar essa notação ou 4, de modo a distinguir o símbolo 
para um vetor do símbolo usado para um número real. 

Continuando a abordagem geométrica á análise vetorial, note que se o seg- 
mento de reta orientado PO for o vetor A, e РО = RS, o segmento de reta 
orientado RS também será o vetor A. Entáo, um vetor náo muda quando o 
movemos paralelamente a si mesmo*. Com essa interpretagáo de vetor pode- 
mos supor, por conveniéncia, que todo vetor tem seu ponto inicial em algum 
ponto de referência fixo. Se tomarmos esse ponto como a. origem de um siste- 
ma de coordenadas cartesianas retangulares, um vetor poderá ser definido ana- 
liticamente em termos de nümeros reais. Tal definicáo permite o estudo da aná- 
lise vetorial de um ponto de vista puramente matemático. 

Neste livro usaremos a abordagem analítica; porém, a interpretagáo geomé- 
trica será usada com finalidades ilustrativas. Um vetor no plano é denotado por 
um par ordenado de números reais e a notação (x, y) será usada, em vez de 
(x, у), para evitar confusão entre a notação de um vetor e de um ponto. V, é 
o conjunto de todos esses pares ordenados. 


* М. do T.: O autor não está considerando aqui os vetores aplicados, tais como uma força, em 
relacáo aos quais essa afirmativa náo é verdadeira. 
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14.1.1 DEFINIÇÃO | Um vetor no plano é um par ordenado de números reais (x, y). Os números x 
e y sáo chamados de componentes do vetor (x, y). 


Há uma correspondéncia biunívoca entre os vetores (x, y) no plano e os pon- 

tos (x, y) do plano. Seja A o vetor dado pelo par ordenado de números reais 

(a, a). Se A for o ponto (a,, a), então o vetor A poderá ser representado geo- 

-metricamente pelo segmento de reta orientado OA. Tal segmento de reta orien- 

һ+2,к+ з) айо é chamado de representação do vetor A. Qualquer outro segmento de reta 

orientado que seja igual a OA também será uma representação do vetor A. A 

representação específica de um vetor que tem seu ponto inicial na origem é cha- 
mada de representação posicional do vetor. 


| | » ILUSTRAÇÃO 1 O vetor (2, 3) tem por representação posicional o segmento 
Quk 7 de reta orientado da origem ao ponto (2, 3). A representação do vetor (2, 3) 
FIGURA 2 | cujo ponto inicial é (A, k), tem como ponto final (A + 2, k + 3); veja a Figura 2. 
4 


О vetor (0, 0) ё chamado de vetor zero, sendo denotado por 0; isto ё, 
0 = (0,0) 


Qualquer ponto é uma representação do vetor zero. 


14.1.2 DEFINIÇÃO | O módulo* de um vetor é o comprimento de qualquer uma de suas representa- 
ções, e a direção e o sentido de um vetor não-nulo são a direção e o sentido 
de qualquer uma de suas representações. 


O módulo do vetor А é denotado por |А |. 


14.1.3 TEOREMA | se A for o vetor (a, 2), então JA] = Va? + a). | E 


Prova Como pela Definição 14.1.2 | А | é o comprimento de qualquer uma de 
suas representações, então | A | será o comprimento da representação posicio- 
nal de A que é a distáncia da origem ao ponto (a,, a,). Assim, da fórmula da 
distáncia entre dois pontos, 


Ај = a, — 07 + (a; — 0)? 
= Jara? m 


Observe que |A| é um número não-negativo, e não um vetor. Do Teorema 
14.1.3 segue que |0| = 0. 


> ILUSTRAÇÃO2 Se A = (—3, 5), então 


[А = J(—3)* + 5? 


EXEMPLO 1 Seja A o vetor (—4, 5) e P o ponto (6, —2). (a) Trace a repre- 
sentação posicional de A e também a representação específica de A, tendo P 
como ponto inicial. (b) Ache o módulo de A. 


* N. do R.: Também denominado norma e em Física às vezes é denominado magnitude ou intensi- 
dade do vetor. 
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Solucáo 
(a) Seja A o ponto (—4, 5). A A Figura 3 mostra OA, que é a representacáo posi- 
cional do vetor A. Seja PO a representacáo específica de A, tendo P como 
ponto inicial. Se Q = (x, y), entáo 
x—6=-4 у+2 = 5 
х= 2 = 3 
Logo, О = (2, 3) е E: aparece na Figura 3. 
(b) Do Teorema 14.1.3, 


FIGURA 3 
IM = = = 4)? + 5? 
O ángulo de direção de qualquer vetor não-nulo é o ángulo 0 medido do lado 


positivo do eixo x no sentido anti-horário, até a representação posicional do 
vetor. Se Ө for medido em radianos, 0 < 0 < 27*. Se A = (a,, aj) então 


a, | 
tg 0 = — sea 0 (1) 
Se a, = беа, > 0, então 0 = 1л; sea, = 0 ea, < 0, então 0 = $6. As 
Figuras de 4 a 6 mostram o ángulo de direção 6 para alguns vetores cujas repre- 


y | sentações posicionais estão traçadas. y 
(а, а) 
8 
x 
8 
5 х xo 
| (ar, 22) 
FIGURA 4 FIGURA 5 FIGURA 6 

i EXEMPLO 2 Ache a medida em radianos do ângulo de direção de cada um 
dos seguintes vetores: (a) (— 1, 1); (b) (0, – 5); (c) (1, — 2). 

Solução A representação posicional de cada um dos vetores em (a), (b) e 
(c) está nas Figuras 7, 8e 9, respectivamente. (а) tg0 = —l,e in < 0 «m; 
assim Ө = 27. (b) tg Ө não existe, e a, < 0; assim, 0 = зл. (c)tg0 = -2e 
Зл < 0 < 2л; logo, 0 = 18-02) + 2л; isto é, 0 = 5,176. 

y 
= 3 
| dar = tg! (-2 + 21 
: X = $06 
1 
=1 (0, —5) (1, -2) 
FIGURA 7 FIGURA 8 FIGURA 9 


* N. do R.: Observe que um ángulo de direcáo, apesar do nome abreviado, caracteriza náo somente 
uma direção, mas também um sentido de uma família de vetores não-nulos de diferentes módulos. 


FIGURA 10 


P(—1, 8) 


(4, - 6) 


FIGURA 12 


14.1.4 DEFINIÇÃO 
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Observe que se А = (a,, aj), sendo 0 o ángulo de direção de A, então 
= |A| cos 8 a = JA| sen 8 (2) 
Veja a Figura 10, onde o ponto (a,, a,) está no primeiro quadrante. 

Se o vetor A = (a,, aj), entáo a representacáo de A cujo ponto inicial é (x, y) 
tem como pontos finais (x + а, y + q). Dessa forma, um vetor pode ser 
considerado como uma translacáo do plano nele mesmo. A Figura 11 ilustra 
cinco representações do vetor A = (a,, а). Em cada caso, A translada o pon- 
to (x, у) no ponto (x, + а, у; + q). 


(ar, a2) 


+ + 
(xi + aiy: " (xa А аз) 
А А 
x 
(хз + a, уз + аз) | 
і х ү + 
(x1,y1) | s RS (ха, ya) 
1; 471 
A 
(xs, y3) 


(x2, y2) 
FIGURA 11 


EXEMPLO 3 Seja P o ponto ( (— 1, 8) e Qo ponto (3, 2). Ache o vetor А cuja 
representação é PQ. Trace PQ e a representação posicional de A. 


Solução A Figura 12 mostra o segmento de reta orientado PO. Seja A = 
= (a,, а). Como PO é uma representação de A, o vetor A translada o ponto 
P(— 1, 8) no ponto Q(3, 2). Mas o vetor (a, a; translada o ponto (— 1, 8) no 
ponto (-1 + a, 8 + a). Assim, 


2 


—-1+a,=3 8+a; 
a, = 4 a, = —6 


Logo, А = (4, – 6). A Figura 12 também mostra а representação posicional de A. 


A definição a seguir fornece-nos o método para somar dois vetores. 


A soma de dois vetores A = (a, a) e B = (b,, b) é o vetor A + В definido por 
A + В = (a, + b, a, + b) 


> ILUSTRACÁO 3 Se A = (3, – 1) еВ = (-4, 5), então 


A+B=(3+(-4) —1 +5) 
sd. d 4 
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(x + (a, + by), y + (а: + bj) 
R 


A+B B 


Q(x + as, y + аз) 
A 
P(x, y) 
x 


О 
FIGURA 13 


(250 cos 37 250 sen in 


FIGURA 14 
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A interpretacáo geométrica da soma de dois vetores está mostrada na Fi- 
gura 13. Seja A = (a,, a) e B = (b,, bj, e seja P o ponto (x, y). Entáo, 
A translada o ponto P no ponto (x + а, y + q) = О. O vetor B trans- 
lada o ponto О no ponto ((x + a) + b,, (y + a) + b,) ou, equivalentemen- 
te, (x + (a, + b), y + (a, + Б,)) = R. Além disso, 


А +В = (a, + b, a; + b,> 


Logo, o vetor A + B translada no no ponto (x + (a, + b), y + (a, + bo) = 

o ponto P. Assim, na Figura 13 13 PQ é uma representação do vetor A, OR é é uma 
representação do vetor B, e PR é uma representação do vetor A + B. As repre- 
sentações dos vetores A e B são os lados adjacentes de um paralelogramo, e 
a representação do vetor A + B é uma diagonal do paralelogramo. Essa diago- 
nal é chamada de a resultante dos vetores A e B. A regra para adição de vetores 
é, às vezes, chamada de lei do paralelogramo. 

Força é uma quantidade vetorial cuja magnitude é expressa em unidades de 
força e o ângulo de direção é determinado pela direção da força. Mostra-se em 
Física que duas forças aplicadas a um objeto num dado ponto podem ser subs- 
tituídas por uma força equivalente que é a sua resultante. 


EXEMPLO 4 Duas forças de 200 N e 250 N de magnitude formam um ângu- 
lo de +x entre si e estão aplicadas a um objeto no mesmo ponto. Ache (a) a 
magnitude da força resultante e (b) o ángulo que ela faz com a força de 200 N. 


Solução Consulte a Figura 14, onde os eixos foram escolhidos de tal for- 
ma que a representação posicional da força de 200 N seja ao longo da parte 
positiva do eixo x. O vetor A. representa essa força, e A = (200, 0). O vetor 
B representa a força de 250 N. Das fórmulas (2), se B = (b,, bj, então 


b, = 250 cos ix b, = 250 sen 57 
= 125 = 216,5 
Assim, B = (125, 216,5). A forca resultante é A + B,e 


A + B = (200, 0) + (125, 216,5) 
= (325, 216,5) 
(a) JA + В| = ./(325)? + (216,5)? 
= 390,5 
(b) Se 0 for o ángulo entre os vetores A + B e A, então 
216,5 
tg 0 = - 
5 325 
tg 0 = 0,6662 
0 = 0,5877 


notado por —A. 


14.1.5 DEFINICÁO E A = (a,, a), então o vetor (— a, — a) é definido como o oposto de A, il 


P 
FIGURA 15 


14.1.6 DEFINICÁO 


FIGURA 16 


FIGURA 17 


FIGURA 18 


141  Vetores no Plano 789 


Se o segmento de reta orientado РО for uma representacáo do vetor A, entáo 
o segmento de reta QP será uma representação de — A. Qualquer segmento de de 
reta orientado que seja paralelo a PO, “tenha o mesmo comprimento que PO 
e possua um sentido oposto áquele de PO também será uma representação de 
—A. Veja a Figura 15. Definiremos agora a subtracáo de dois vetores. 


A diferenca de dois vetores A e B, denotada por A - B, é o vetor obtido ao 


somarmos A ao oposto de B; isto é, 
А — В = А + (-B) 


Assim, se А = (a, a) e B = (р, b), então - B = (—b,, —b), е 
A — B = (a, — b,,a, — 0) 


D ILUSTRAÇÃO 4 Se A = (4, -2) e B = (6, —3), então 
A — B = (4, 2» — (6, —3» 
=(4,-2)+<-6,3)> 
=<(-2,1) 4 


Para interpretar geometricamente a diferenca entre dois vetores, vamos su- 
por que os vetores A e B tenham o mesmo ponto inicial. Entáo, o segmento 
de reta do ponto final da representacáo de B ao ponto final da representacáo 
de A será uma representação do vetor A — B. Isso obedece à lei do paralelogra- 
mo B + (A — B) = A. Veja a Figura 16. 

O exemplo a seguir, envolvendo a diferenca de dois vetores, diz respeito à 
navegacáo. A velocidade escalar no ar de um aviáo refere-se à sua velocidade 
em relacáo ao ar, e a velocidade escalar no solo indica sua velocidade relativa 
ao solo. Quando venta, a velocidade do aviáo em relacáo ao solo é a resultante 
do vetor que representa a velocidade do vento e de um vetor que indica a veloci- 
dade do veículo com relacáo ao ar. Em navegacáo, o curso de um navio ou de 
um avião é o ángulo medido em graus, no sentido horário, na direção em que 
o veículo está se deslocando, a partir do Norte. O ángulo é considerado positi- 
VO, se estiver no sentido horário. 


EXEMPLO 5 Um avião pode voar a uma velocidade escalar no ar de 300 mi/h. 
Se o vento soprar do Leste a 50 mi/h, que orientação o avião deverá seguir, 
para que seu curso seja de 30º? Qual será a velocidade escalar do avião, se ele 
seguir esse trajeto? 


Solucáo Refira-se à Figura 17, que mostra as representacóes posicionais 
dos vetores A e B, bem como de A — B. O vetor A representa a velocidade 
do avião em relação ao solo, considerando-se um curso de 30º. O ángulo de 
direção de A é 60º. O vetor B indica a velocidade do vento. Como B tem um 
módulo de 50 e um ángulo de diregáo de 0?, B = (50, 0). O vetor A — B repre- 
senta a velocidade do aviáo em relagáo ao ar. Assim, |A — B| = 300. Seja 
0 o ángulo de direcáo de A — B. Da Figura 17 obtemos o triángulo mostrado 
na Figura 18. 
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Aplicando a lei dos senos a esse triángulo, obtemos 


sen ф _ sen 60? 
50 300 
— 50 sen 60° 
sen Фф “300 
sen ф = 0,1433 
ф = 8,3? 
Entáo, 
0 = 60? + 8,3? 
= 68,3? 
Novamente, aplicando a lei dos senos ao triángulo na Figura 18, temos 
[А | 300 


sen (180° — 6) sen 60? 


300 sen 111,79 ` 


lA] = sen 60% 
¡AI 322 


A bússola do aviáo deveria indicar um rumo de 90% — 6, ou seja, 21,7%, e se 
о aviáo seguir esse curso, sua velocidade escalar de solo será de 322 mi/h. 


Suponha que P seja o ponto (a,, a;) e O seja o ponto (b,, b,). Usaremos a no- 
tacáo v(PQ) para denotar o vetor que tem o segmento de reta orientado PQ 
como uma representação. Veja a Figura 19, onde estão mostradas as represen- 
tações dos vetores v(PO), V(OP) e v(OQ). Observe que 


V(PO) = V(OQ) – V(OP) 
v(PQ) = (b, bj) — (a, aj) 
V(PQ) = (b; — а, b, — a) 


>» ILUSTRAÇÃO 5 Se P for o ponto (—6, 7) e Q for o ponto (2, 9), entáo 
У(РО) = 2 — (-6),9 — 7) 
= (8,2) « 
Outra operacáo com vetores é a multiplicacáo por um escalar. Segue a defi- 


nicáo da multiplicacáo de um vetor por um escalar (um nümero real). 


Se c for um escalar e A for o vetor (a,, a), então o produto de ce A, denota- 
do por cA, será um vetor dado por 


СА = cla, а) 
(ca,, ca;) 


> ILUSTRAÇÃO 6 Se A = (4, —5), então 
ЗА = 344, —5) 
= (12, —15) + 
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No Exercício 45 vocé deverá mostrar que se A for um vetor e c for um escalar 
qualquer 


О(А) = 0 e с(0) = 0 


О módulo do vetor СА ё calculado da seguinte forma: 


||сА|| = ca)? + (са)? 


Pu = JO a а? 
А = [e] I]A( 
Logo, o módulo de cA é o valor absoluto de c vezes o módulo de A. 

A interpretação geométrica do vetor cA é dada nas Figuras 20 e 21. Sec > 0, 
entáo cA será um vetor cuja representacáo tem um comprimento c vezes o mó- 
dulo de A e o mesmo sentido que A; um exemplo disso aparece na Figura 20, 
onde c 2 3. Sec « 0, entáo cA será um vetor cuja representacáo tem um com- 
primento |c| vezes o módulo de A, a mesma diregáo e o sentido oposto ao de 
A. Isso aparece na Figura 21, onde c = —+. " 

О teorema а seguir fornece leis satisfeitas pelas орегас̧беѕ de adigáo vetorial 
FIGURA 21 e multiplicação por escalar para quaisquer vetores em V}. 


FIGURA 20 


14.1.8 TEOREMA | Se A, B e C forem vetores quaisquer em V, e c e d forem quaisquer escalares, 
então a adição de vetores e a multiplicação por escalar satisfaráo as seguintes 


propriedades: 


GQA+B=B+A (lei comutativa) 
(i) А + (B + С = (А + В) + C (lei associativa) 
(iil) Existe um vetor 0 em V, para o qual А + 0 = А 
(existéncia de identidade aditiva) 
(iv) Existe um vetor — A em V, tal que 
A+(-A) = 0 (existência do oposto) 
(у) (cd) = c(dA) (іеі associativa) 
(уі) c(A + B) = cA + cB (lei distributiva) 
(vii) (c + 2А = cA + dA (lei distributiva) 
(viii) 1(A) = A (existência de identidade para a multiplicação por escalar) . 


Prova Daremos as demonstrações de (i) e (vi) e deixaremos as demais como 
exercícios (veja os Exercícios de 40 a 50). Na demonstração de (i) usaremos a 
lei comutativa para números reais e na demonstração de (vi) empregaremos a 
lei distributiva para números reais. Sejam А = (a, a) e B = (b,, bj). 


Prova de (i) Prova de (vi) 

A + B = <a,, a25 + <Б, b2) dA + B) = c(<a,, a2) + (by, b29) 
= (a, + b, a, + 6) = c(<a, + bi, az + b,)) 
= (b + 41, b2 ta = €c(a, + b,), са + b,)> 
=<(b,,b,>+<a,, a7> = (ca, + cb,, ca, + cb» 
=B+A = (ca,, ca,» + (cb, cb,» 


c(a,, а) + c<b,, b,» 
= cA + cB п 
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O Teorema 14.1.8 é importante, pois das oito propriedades nele estabeleci- 
das podem ser tiradas todas as leis algébricas para as operações de adição veto- 
rial e multiplicacáo por escalar em V,. Essas leis sáo similares às leis da Arit- 
mética de números reais. Além disso, em Álgebra Linear, um espaço vetorial 
real é definido como um conjunto de vetores associado a um conjunto de nú- 
meros reais (escalares) e duas operações de adição vetorial e multiplicação por 
escalar que satisfazem as oito propriedades dadas no Teorema 14.1.8. 


14.1.9 DEFINIÇÃO | Um espaço vetorial real V é um conjunto de elementos chamados de vetores, 
associado a um conjunto de números reais, denominados escalares, com duas 
operações chamadas de adição vetorial e multiplicação por escalar, tais que pa- 
ra todo par de vetores A e Bem Ve para todo escalar c, estejam definidos os 
vetores A + BecA em V, satisfazendo as propriedades (i)-(viii) do Teorema 
14.1.8. 


Da Definição 14.1.9 e do Teorema 14.1.8, segue que V, é um espaço veto- 
rial real. 

Consideremos um vetor arbitrário em V,, escrevendo-o na seguinte forma: 

(ai, dj) = (a, 0) + (0, dj) 

(a, ау = a(l, 0) + а,(0, 1) (3) 
Como o módulo de cada um dos vetores (1, 0) e (0, 1) é unitário, eles são chama- 


dos de vetores unitários. Introduziremos a seguinte notação para esses vetores 
unitários: 


Com essas notações, temos de (3) 


(а, a) = ai + aj- (4) 


A representação posicional de cada um dos vetores i e j é mostrada na Figura 
FIGURA 22 22. A equação (4) estabelece que qualquer vetor em V, pode ser escrito co- 
mo uma combinação linear de i e j. Desse fato e dado que i e j são independen- 
tes (suas representações posicionais não são colineares), dizemos que os vetores 
i e j formam uma base para o espaço vetorial V,. Como exemplo de uma base 
formada por vetores nào-unitários, veja o Exercício 52. O nümero de elemen- 
tos numa base de um е$расо vetorial é chamado de dimensáo do espaco veto- 
rial. Logo, V, é um espaço vetorial bidimensional. 


P» ILUSTRAÇÃO 7 De (4), 
(3, —4) = ài – 4j + 


Seja A o vetor (a,, a,) e 0 o ángulo de direção de A. Veja a Figura 23, onde 
o ponto (d, а,) está no segundo quadrante e está mostrada a representação po- 
sicional de A. Como А = ai + a,j, a, = |A] cos e a, = |A| sen 6, pode- 
mos escrever 


A = JAI cos ði + [А | sen 6j 


| A = [A] (cos 0i + sen 0j) (5) 


Essa equacáo expressa o vetor A em termos de seu módulo, do seno e co-seno 
FIGURA 23 do seu ángulo de direcáo e dos vetores unitários i e j. 
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EXEMPLO 6 Expresse o vetor (—5, —2) na forma da igualdade (5). 


Solucáo Veja a Figura 24 que mostra a representação posicional do vetor 
(- 5, = 2). 
[< 5, -2»]| = /(—5)* + (-2Y cos 8 = -2 sen 0 = -2. 
- 29 29 
(=5, -2) = 1/29 
FIGURA 24 Logo, de (5), temos 


14.1.10 TEOREMA | Se o vetor A = aji + a,j náo for nulo, entáo o vetor unitário U, que tem a 


mesma direcáo e sentido de A, será dado por 


a 
Ч = -ATi + 


ГА | rap? 


Prova Devemos mostrar que o vetor U é um vetor unitário, tendo a mesma di- 
recáo e sentido de A. 


a, V dj ) 1 . . 
ul= /[-——— 22 U= | 
Iul A RT) "(т ja] (ui * 220 


a, ay 1 
= 2 A 2 = Tar (A) 
Al] Al 
_ ЛА! 
All 
= 1 
Como |U|| = 1, U é um vetor unitário e já que О é um escalar positivo vezes 
o vetor A, a direção de U é a mesma que a direção de A. = 
EXEMPLO 7 Dado A = 3i + јеВ = – 21 + 4j, ache o vetor unitário tendo 
a mesma direção que A — B. 
Solução 
A — B = (31 + j) — (-2i + 4j) 
= Si — 3j 
Assim, 


[А — В| = v57 + (-3* 


= 434 
Pelo Teorema 14.1.10, o vetor unitário desejado é 


5. 3 


“a уй 


794 


Vetores no Plano e Equações Paramétricas 


EXERCÍCIOS 14.1 


Nos Exercícios de 1 a 4, (a) esboce a representacáo posicional 
do vetor dado A e também a representacáo específica através do 
ponto P dado. (b) Ache o módulo de A. 
1. А = (3,45; Р = (2, 1) 2. А = <—2, 5у; P 
3. А = <e, у; Р = (—2, –е) 4. А = (4,0; Р = 


= (—3, 4) 
(2, 6) 
Nos Exercícios 5 е 6, ache a medida exata ет radianos do ángu- 


lo de direção do vetor dado. Na parte (c) aproxime a medida em 
rádianos até o centésimo mais próximo. 


5. (a) <1, — 1); (b) <—3, 0); (с) <5, 2) 
6. (a) <, 3, 1); (b) <0, 4); (с) < —3, 2) 
Nos Exercícios de 7 а 10, ache o vetor А cuja representação é 
Е. Esboce PQ e a representação posicional de A. 
= (3, 7; Q = (5, 4) = (5, 4); Q = (3,7) 
| A =(—5, —3); 0 = (0,3) 10. Р=(—./2,0; Q = (0,0) 


Nos Exercícios de 11 a 14, ache o ponto S, tal que PQ e RS re- 
presentem o mesmo vetor. 


П. Р = (2, 5); Q = (1, 6); R = (—3, 2) 


12. P = (—2, 0); Q = (3, —4) R = (4, 2) 
= (0, 3); Q = (5, – 2); К = (7, 0) 
14. P = (—1, 4); Q = (2, – 3); R = (+5, —2) 


Nos Exercícios 15 е 16, ache a soma do par de vetores dados е 
ilustre geometricamente. 


15. (a) 2, 4), ( 3, 5); (b) <—3, 0), <4, — $) 
16. (а) <0, 3), <—2, 3); (b) <2, 3), <- 42, —1) 


Nos Exercícios 17 e 18, subtraia o segundo vetor do primeiro e 
ilustre geometricamente. 


17. (a) <—3, — 45, <6, 0); (b) <1, e}, <—3, 2e» 
18. (a) «0, 55, <2, 8); (b) <3, 7), <3, 7> 


Nos Exercícios 19 e 20, ache o vetor ou o escalar, sendo 
А = (2, 4), В = (4, -3)e С = (-3,2) 


19. (a) A + В; (b) С — Bl; (c) |7А — B|| 

20. (a) A — B; (b) ||С||; (с) [2A + 3B|| 

Nos Exercícios de 21 a 24, ache o vetor ou o escalar, sendo 
A = 2i + 3je B = 4 – j. 

21. (a) 5A; (b) — 6B; (c) A + B; (d) |А + B|| 


22. (a) — 2A; (b) 3B; (c) A — B; (d) |А — В| 

23. (a) ||A|| + |[В||; (b) 5A — 6B; (c) [ISA — 6B]|; (d) ||5А|| — ||6В|| 
24. (a) |A|| — В|; (b) 38 — 2А; (с) |3В — 2А]; (а) [38| — [2А| 
Nos Exercícios 25 e 26, А = -4 + 2j, B = -i + 3je 


C-5i-j. 


25. Ache: (a) 5А — 2B — 2C e (b) |5A — 2B - 2С]. 
26. Ache: (a) 3B – 2A - Се (b) [3B – 2A – C]. 


Nos Exercícios 27 e 28, A = 81 + SjeB = 3i - j. 

27. Ache o vetor unitário que tem a mesma diregáo e sentido de 
A 4 B. 

28. Ache o vetor unitário que tem a mesma diregáo e sentido de 


A — B. 


Nos Exercícios de 29 a 32, escreva o vetor dado na forma 
r(cos 0i + sen 0j), onde r é o módulo e 0 é o ángulo de direção. 
Ache também o vetor unitário tendo a mesma direção e sentido. 


29. (a) 3i — 4j; (b) 2i + 2j 30. (a) 8i + 6j; (b) 24/51 + 4j 
31. (a) —4i + 4 3j; (b) —16i 32, (a) 3i — 3j; (Ы) 2j 


33. Se A = – 21 + j, B = 3i – 2je С = 5i — 4j, ache os escala- 
res he К, tais que С = hA + kB. 

34. Se A = 5i – 2j, B = —4i + 3je C = - 6i + 8], ache os 
escalares h e k, tais que B = AC – КА. 

35. Se A = i – 2j, B = —2i + 4jeC = 7i — 5j, mostre que 
C não pode ser escrito na forma hA + kB, onde he k são 
escalares. 

36. Duas forcas com magnitudes de 340 N e 475 N estáo aplica- 
das no mesmo ponto de um objeto e formam entre si um án- 
gulo de 34,6?. Ache (a) a magnitude da forca resultante e 
(b) o valor do ángulo que ela faz com a força de 475 N com 
a precisáo de até um décimo de grau. 

37. Duas forças com magnitudes de 60 N e 80 N formam entre 
si um ángulo de 30º e estão aplicadas ao mesmo ponto de 
um objeto. Ache (a) a magnitude da força resultante e (b) 
o ángulo que ela forma com a forga de 60 N, com precisáo 
de um grau. 

38. Uma força com magnitude de 22 N e outra de 34 N são apli- 
cadas ao mesmo ponto de um objeto e formam entre si um 
ángulo 6. Se a força resultante tem uma magnitude de 46 №, 
ache 0 aproximado ao grau mais próximo. 

39. Uma forca com 112 N de magnitude e outra com 84 N sáo 
aplicadas a um objeto, no mesmo ponto, e a força resultan- 
te tem uma magnitude de 162 N. Ache, com a precisáo de 
um décimo de grau, o ángulo entre a forga resultante e a forga 
de 112 N. 

40. Um aviáo possui uma velocidade escalar no ar de 560 km/h. 
Para que o curso que está realizando siga o rumo norte, a 
büssola deve marcar 340?. Se o vento soprar do oeste, (a) 
Qual será o módulo de sua velocidade? (b) Qual será a velo- 
cidade escalar no solo? 

41. Em um aviáo com velocidade escalar no ar de 400 km/h, o 
piloto deseja voar rumo ao norte. Se o vento soprar a 96 km/h 
em direção ao leste, (a) Qual deverá ser a orientação da bús- 
sola? (b) Qual será a velocidade escalar do aviáo se ele se- 
guir esse trajeto? 

42. Um barco pode viajar a 28 km/h em relacáo á água. Em um 
rio cuja corrente é de 5 km/h em relacáo ao oeste, o barco 
tem sua bússola rumo ao sul. Qual será a velocidade escalar 
do barco em relação à terra e qual será o seu curso? 

43. Um nadador que pode nadar a uma velocidade escalar de 
1,5 mi/h em relacáo à água deixa a margem sul de um rio 


E 
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e se dirige para a margem norte, atravessando-o. Se a cor- 
rente do rio for para o leste a 0,8 mi/h, (a) Em que diregáo 
o nadador estará indo? (b) Qual será a velocidade escalar do 
nadador em relação à terra? (c) Se a distância para se atra- 
vessar o rio é de 1 milha, quanto o nadador deverá percorrer 
para chegar à margem norte do rio? 

Suponha que o nadador no Exercício 43 deseje chegar a um 
ponto da margem norte, atravessando diretamente o rio. 
(a) Qual a diregáo que ele deverá tomar? (b) Qual será a ve- 
locidade escalar em relação à terra, se essa direção for 
tomada? 

Prove que se À for um vetor qualquer e c for um escalar qual- 
quer, então O(A) = 0 e c(0) = 0. 

Prove o Teorema 14.1.8(ii). 

Prove o Teorema 14.1.8(iii) e (viii). 

Prove o Teorema 14.1.8(iv). 

Prove o Teorema 14.1.8(v). 


. Prove o Teorema 14.1.8(vii). 
. Dado A = (2, – 5); В = (3, 1); С = (-4, 2). (a) Ache 


A + (B + C)eilustregeometricamente. (b) Ache (A + B) + € 
e ilustre geometricamente. 

Dizemos que dois vetores sáo independentes se e somente se 
suas representações posicionais não forem colineares. Além 
disso, dois vetores A e B formam uma base do espaço veto- 
rial V, se e somente se qualquer vetor em V, puder ser es- 
crito como uma combinação linear de A e B. O teorema que 
estabelece que dois vetores formam uma base para o espaço 
vetorial V, se eles forem independentes pode ser provado. 
Mostre que esse teorema é válido para os dois vetores (2, 5) 


53. 


54. 


55. 


56. 
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e (3, — 1), da seguinte forma: (a) comprove que os vetores 
são independentes, mostrando que suas representações posi- 
cionais não são colineares; (b) comprove que os vetores for- 
mam uma base, mostrando que todo vetor aji + a,j pode 
ser escrito como c(2i + 5j) + d(3i — j), onde ce d sáo esca- 
lares. (Sugestão: ache c e d em termos de a, e az.) 
Considere as duas primeiras sentencas do Exercício 52. Pode- 
se provar um teorema, o qual estabelece que dois vetores do 
espaço vetorial V, formam uma base somente se forem inde- 
pendentes. Mostre que esse teorema é válido para os vetores 
(3, — 2) е (— 6, 4), da seguinte forma: (a) comprove que os ve- 
tores sáo dependentes (nào independentes), mostrando que 
suas representações posicionais são colineares; (b) demons- 
tre que os vetores náo formam uma base, obtendo um vetor 
que não pode ser escrito como c(3i — 2j) + d(—6i + 4j), 
onde c e d sáo escalares. | 
Dizemos que um conjunto de vetores V, V4, V, ..., V, 
é linearmente dependente se e somente se existirem escalares 
Ky, Kj, Кз... , Kn, nem todos nulos, tais que 


kV, + kV. + К.У; SP uud kV, = 0 
Mostre que se V, = 3i — 2j, У, = i + 4je V, = 21 + 5j, 
então V,, V, e V, são linearmente dependentes. 


Seja PO a representação do vetor A, OR a representação do 
vetor B, e RS a representação do vetor C. Prove que se PQ, 
QR e RS são os lados deum triángulo, então A + B + С = 0. 
Prove analiticamente a desigualdade triangular para vetores 


IA + В| < lA] + [В| 


14.2 PRODUTO ESCALAR Na Secção 14.1, a adição e a subtração de vetores, bem como a multiplicação 
de um vetor por um escalar, foram definidas. Definiremos agora uma operação 
de multiplicação entre dois vetores, chamada de produto escalar. 


14.2.1 DEFINIÇÃO 


A- B 


Se A = (a, a) e B = (b,, b,) forem dois vetores em V,, então o produto esca- 
lar de A e B, denotado por A - B, será dado por 


(a, а) t (bi, bj) 
a,b, + ab, 


O produto escalar de dois vetores é um nümero real (ou escalar), e nào um 
vetor. Às vezes é também chamado de produto interno. 


> ILUSTRAÇÃO 1 SeA = (2, –3) еВ = 


(— +, 4), então 


А-В = <2, —3> É (3, 4) 
= 2(-3 + (-3(4) 


= —13 


4 


Os seguintes produtos escalares sáo üteis e facilmente verificáveis (veja o Exer- 


cício 5). 


i*i-1 


ji-! 


i-¡=0 


O teorema a seguir estabelece a comutatividade e distributividade do produ- 
to escalar em relacáo á soma de vetores. 
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Se A, B e С forem vetores quaisquer em V,, entáo : | 


MDA-B=B-A (lei comutativa) : 
(1)A-B+ O =A-B+A-C (lei distributiva) 


Deixaremos as demonstrações de (i) e (ii) como exercícios (veja os Exercícios 
6 e 7). 

Como A · B é um escalar, a expressão (A · B) - C não tem sentido. Por 
esse motivo, náo consideraremos a associatividade do produto escalar. 

Algumas outras leis do produto escalar sáo.dadas no teorema a seguir. 


14.2.2 TEOREMA 


14.2.3 TEOREMA | Se A e B forem vetores quaisquer em V, e c for um escalar qualquer, então 
(i) (A · В) = (cA) · B | 
(i)0-A = 0 
(i) A -А = JA]? 


As demonstrações serão deixadas como exercícios (veja os Exercícios de 8 a 10). 
Discutiremos agora o que entendemos por ângulo entre dois vetores e isso 
nos levará a outra expressão para o produto escalar de dois vetores. 


14.2.4 DEFINIÇÃO 


Sejam A £ B dois vetores não-nulos, tais que A não seja um múltiplo escalar 
de B. Se OP for a representação posicional de A e oQ for a representacáo posi- 
cional de B, entáo o ángulo entre os vetores A e B será definido como o ángulo 
de medida positiva entre OPe OQ, interior ao triángulo determinado pelos pon- 
tos O, Pe О. Se A = cB, onde c é um escalar, entáo se c > 0, o ángulo entre 
os vetores terá medida 0 em radianos; sec « 0, o ángulo entre os vetores terá 
por medida 7 radianos. 


O símbolo usado para denotar o ángulo entre dois vetores também é usado 
para denotar a medida daquele ângulo. Da Definição 14.2.4, se a for a medida 
em radianos do ángulo entre dois vetores, então 0 < а < л. A Figura 1 mostra 
o ángulo entre dois vetores, se A náo for um múltiplo escalar de B. 

O teorema a seguir é, talvez, o fato mais importante sobre o produto escalar 
FIGURA 1 de dois vetores. 


14.2.5 TEOREMA | Se a for o ángulo entre os dois vetores náo-nulos A e B, entáo 
A - B = JA] |B] cos a 


Prova Seja A = aj + ajje B = bj + bj. Seja OPa representacáo posicio- 
nal de A e OQ a representação posicional de B. Então, o ángulo entre A e B 
é o ángulo na origem, no triángulo POQ (veja a Figura 2); P é o ponto (a,, b,) 
e Q é o ponto (b, b,). No triángulo РОО, |А | é o comprimento do lado OP 
e [В] é o comprimento do lado OQ. Assim, da lei dos co-senos, 


2 2. IPA! 
А vos a IA + HB]? — PO 
Qba, ba) 2141) 1181 
= (ai? + a2?) + (by? + b,?) — [(a, — by)? + (a; — b,)] 
21141] В| 


P(ax, a2) 


_ 2a,b, + 2a,b, 
2//A(| IB] 


FIGURA2 | : _ аЬ, + азр: 
[[А| В| 
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Logo, 
COS к= AB. 
HAI BI 
А -В = A] |В] cos o и 


О Teorema 14.2.5 estabelece que о produto escalar de dois vetores ё о produ- 
to de seus módulos pelo co-seno do ángulo entre eles. 


> ILUSTRACÁO 2 SeA = 3i - 2j, B = 2i + j ea for o ángulo entre A e 
B, entáo, do Teorema 14.2.5, 
A'B 
[[А| |B| 
- 684) + (- 2)1) 
VEZNE 
6-2 4 
ES 
Vimos, na Secção 14.1, que se dois vetores não-nulos forem múltiplos escala- 


res um do outro, entáo teráo o mesmo sentido ou sentidos opostos. Temos, as- 
sim, a definição a seguir. 


14.2.6 DEFINICÁO Dizemos que dois vetores sáo paralelos se e somente se um dos vetores for um 
múltiplo escalar do outro*. La 


> ILUSTRAÇÃO 3 Os vetores (3, —4) e (2, — 1) são paralelos pois (3, —4) = 
= 46, -1). 4 


cos & = 


4 


Se A for um vetor qualquer, 0 = ОА; assim, da Definição 14.2.6, segue que 
o vetor nulo será paralelo a qualquer vetor. 

Será proposto como exercício provar que dois vetores náo-nulos sáo parale- 
los se e somente se a medida em radianos do ángulo entre eles for 0 ou 7 (veja 
о, Exercício 37). 

Se A e B forem vetores náo-nulos, entáo, do Teorema 14.2.5, segue que 


cosa = 0 seesomentese A- В = 0 
Como 0 < a < z, segue disto que 


а = in seesomentese A- В = 0 


Temos, entáo, a definicáo a seguir. 


14.2.7 DEFINICÁO | Dois vetores A e B são ortogonais (perpendiculares) se e somente se A · В = 0.. | 


* М. do R.: Um conjunto de vetores náo-nulos e paralelos caracteriza uma direção, isto é, o que 
eles tém em comum. 
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FIGURA 3 
14.2.8 DEFINICÁO 
BB 
| | 
1 
|! 
a A E Е 
А 
IN 
IIBlicos a > o I[Bilcos a < 0 
(a) (b) 
FIGURA, 4 


Vetores no Plano e Equacóes Paramétricas 


D ILUSTRAÇÃO 4 Os vetores (—4, 5) e (10, 8) são ortogonais pois 
< —4, 5» * <10, 8» = (—4)(10) + (5)(8) d 
=0 


Se A for um vetor qualquer, 0 - A = 0; logo, segue da Definição 14.2.7 que 
o vetor nulo será ortogonal a qualquer vetor. 


EXEMPLO 1 Dados A = 3i + 2j e B = 2i + kj, onde k é um escalar, ache 
(a) k tal que A e B sejam ortogonais; (b) k tal que A e B sejam paralelos. 


Solucáo 
(a) Pela Definição 14.2.7, A e B são ortogonais se e somente se A · B = 0, isto é, 


(30) + Xk) = 0 
k= -3 


(b) Pela Definição 14.2.6, A e B são paralelos se e somente se houver um esca- 
lar c tal que (3, 2) = cQ, k), isto é, 


3 = 2c e 2=ck 


Resolvendo essas equacóes simultaneamente, obtemos k = +. 


Obtemos uma interpretação geométrica do produto escalar se considerarmos 
a projeção escalar de um vetor no outro. Veja a Figura 3, onde OPe 00 sáo 
as representações posicionais dos vetores A e B, respectivamente. O ponto R 
é.o pé da perpendicular de О sobre a reta contendo OP. A projecáo escalar de 
B em A é o módulo do vetor, tal que OR seja sua representacáo posicional. 


Se A e B forem vetores náo-nulos, a projecáo escalar de B sobre A é definida 
como sendo |B] cos a, onde a é o ángulo entre A e B. 


Observe que a projecáo escalar pode ser positiva ou negativa, dependendo 
do sinal de cos a. 
Do teorema 14.2.5, 


A - B = |AI(|IB|| cos o) (1) 


Assim, o produto escalar de A e B é o produto do módulo de A pela projeção 
escalar de B sobre A. Veja a Figura 4(a) e (b). Como o produto escalar é comu- 
tativo, A - B também é o módulo de B multiplicado pela projeção escalar de 
A sobre B. ; 

Se B = bj + b,j, entáo 

i-B=b, e j:B-b, 
Logo, o produto escalar de i e B dá a componente de B na direção de i e o pro- 
duto escalar de j e B resulta a componente de B na direção de j. Para generali- 


zar esse resultado, seja U um vetor unitário qualquer. Entáo de (1), se a for 
o ángulo entre U e B, 


U-B=|U||Bcos 
` = ||В|| cos о 
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Assim, U - B é a projecáo escalar de B sobre U, que é denominada a compo- 
nente do vetor B na direção de U. No caso geral, a componente de um vetor 
B na direcáo de um vetor A é a projecáo escalar de B sobre o vetor unitário 
na direcáo de A. 

O seguinte teorema pode ser usado para calcular a projegáo escalar de um 
vetor em outro. 


14.2.9 TEOREMA | A projecáo escalar do vetor B sobre o vetor A é 


A-B 
[АІ 


Prova Da Definição 14.2.8, a projeção escalar de В sobre А ё [В| cos с, on- 
de a é o ángulo entre A e B. Do Teorema 14.2.5, 


JAIIIIBI созе = A - B 


А · В 
Bl| cos a = 5 п 


Consulte novamente a Figura 3. Se С for o vetor tal que OR seja sua repre- 
sentacáo posicional, entáo C será chamado de projecáo vetorial de B sobre A. 
Para determinar C, multiplicamos |B| cos a pelo vetor unitário, tendo a mes- 
ma direção que A. Assim, ` 


A 
С = (||B|| cos a) ТАТ 
_ ПАЛИВІ соз), 
АЈ? 


А, 
= (ar) A (do Teorema 14.2.5) 


Vamos enunciar esse resultado como um teorema. 


14.2.10 TEOREMA | A projeção vetorial do vetor B sobre o vetor A é 


Char А 


EXEMPLO 2 Dados os vetores 
А = —Si+]j B = 4 + 2j 


Ache: (a) a projeção escalar de В sobre А; (b) a projeção vetorial de B sobre 
А; (c) mostre com uma figura as representações posicionais de A, B e a proje- 
cáo vetorial de B sobre A. 


Solucáo Primeiro calculamos A - B e JA]. 
A:B-(—5,1»-: 44,2) ||А|| = J(—5Y + 1? 
=-20+2 = 26 
= —18 
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FIGURA 5 


FIGURA 6 
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(a) Do Teorema 14.2.9, a projecáo escalar de B sobre Aé 
AB 18 
Taly 
(b) Do Teorema 14.2.10, a projecáo vetorial de B sobre A é 
(г )^ = gesa 
= —1(—51+) 
-fi- $i 
(c) A Figura 5 mostra as representações posicionais de A, B e C, onde C é'a 


projecáo vetorial de B sobre A. 


Na Secção 6.6 estabelecemos que se uma força constante de F N move um | 


“Objeto numa distância de d metros ao longo de uma linha reta e a força está 


atuando na direção do movimento, então se W for o número de joules do tra- 
balho exercido pela força, W = Fd. Suponha, contudo, que a força constante 
não esteja atuando na direção da linha de movimento. Nesse caso, os físicos 
definem o trabalho realizado como.o produto da componente da força ao lon- 
go da linha de movimento vezes o deslocamento. Se o objeto desloca-se de um 
ponto A para um ponto B, chamamos o ә vetor, cuja representação é AB, de ve- 
tor deslocamento e o denotamos por V(AB). O módulo do vetor forca constan- 
te F é expresso em quilogramas, a distáncia de A para B é medida em metros, 
e a é.a medida em radianos do ángulo entre os vetores F e V(AB). Portanto, 

se W for o número de joules do trabalho realizado pela forga F ao deslocar 
um objeto de A para B temos, 


W = (||Е|| cos )||У(АВ)|| 
= ||Fl| [[V(4B)]] cos х 
= F - V(AB) 


EXEMPLO 3. Suponha que uma força F tenha uma intensidade de 6 N e in 
seja a medida em radianos do ángulo que dá a sua direcáo. “Ache o trabalho 
realizado por F ao deslocar um objeto ao longo de uma linha reta, da origem 
ao ponto P(7, 1), onde a distáncia é medida em metros. 


Solucáo A Figura 6 mostra as representações posicionais de F e V(OP). 
Como Е = (6 cos 1л, 6 sen 47) e V(OP) = (7, 1), então se W for o trabalho 
realizado, temos 
W = Е - V(OP) 
= (6 cos іл, 6sen in - (7, 1» 
= (343, 3) 0,1 
= 2143 +3 
x 39,37 
Logo, o trabalho realizado é de aproximadamente 39,37 J. 


Os vetores têm representações geométricas que são independentes do sistema 
de coordenadas usado. Por isso, a análise vetorial pode ser usada para provar 
certos teoremas de Geometria Plana. Isso está ilustrado no exemplo a seguir. ' 


Exercícios 14.2 
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EXEMPLO 4 Prove, usando a análise vetorial, que as alturas de um triángu- 
lo encontram-se num ponto. 


Solucáo Seja ABC um triángulo com alturas AP e BQ interceptando-se no 
ponto S. Trace uma reta por C e S que intercepte AB no ponto К. Queremos 
C provar que A RCé é perpendicular a AB (veja a Figura 7). 
| Sejam AB, BC, AC, AS, BSe CS representações de vetores. Seja V(AB)« о 
vetor сија representacáo é o segmento de reta ‹ orientado AB. Da mesma forma, 
sejam У(ВС), У(АС), V(AS), v(BS) e v(CS) os vetores cujas representacóes 
р sáo os segmentos de reta orientados entre parénteses. 
Como AP é uma altura do triángulo, 


Q VÍAS) · V(BC) = (2) 
Também, como BO é uma altura do triángulo, 

A R B V(BS) - VÍAC) = (3) 

“FIGURA 7 Para provar que RC é perpendicular a AB, mostraremos que У(С$) . V(AB) =0 


V(CS) · V(AB) = V(CS) - [V(AC) + V(CB)] 
= V(CS) - V(AC) + V(CS) - V(CB) 
= [V(CB) + V(BS)] - V(AC) + [V(CA) + V(AS)] - V(CB) 
= V(CB) - V(AC) + V(BS) - V(AC) + V(CA) - V(CB) + V(AS) - V(CB) 
Substituindo V(CA) por — V(AC) e usando (2) e (3), obtemos 
V(CB) - V(AC) + 0 + [— V(AC)] - V(CB) +0 
=0 


Logo, as alturas AP, BO e RC encontram-se num ponto. 


V(CS) · V(AB) = 


EXERCÍCIOS 14.2 


Nos Exercícios de 1 a 4 encontre A - B. 


. A=(—1,2) В = 74,35 
А = (1, —1у; В = 8, у 3. А= 21 -— }; В = і + 3} 
A = 25 В = —i + j 


Mostre quei -i= 1;j:-j-2 bi: ј = 0. 
Prove o Teorema 14.2.2(i). 

Prove o Teorema 14.2.2(ii). 

. Prove o Teorema 14.2.3(i). 

. Prove o Teorema 14.2.3(ii). 

. Prove o Teorema 14.2.3(iii). 


SOJA atom 


=) 


Nos Ехегсісіоѕ de 11 а 14, se а for o ángulo entre А e B, ache 
cos a. 


11. A = (4,35; В = (1, — 1> 

12. А = (-2, 23; В = (3,2) 
13. А = Si – 12}; B = 4i + 3j 

14. A = 2i + 4; B = — 5j 


15. Ache k, tal que a medida em radianos do ángulo entre os 
vetores do Exemplo 1 desta secção seja im. 


21. 


. Dados А = ki ~ 2je B = ki + 6j, onde k é um escalar, 


ache k tal que A e B sejam ortogonais. 


. Dados A = Si — kje B = ki + 6j, onde k é um escalar, 


ache (а) k tal que A e B sejam ortogonais; (b) К tal que A 
e B sejam paralelos. 


. Ache k de tal forma que os vetores dados no Exercício 16 


tenham direções opostas. 


. Dados A = Si + 12je B = i + kj, onde k é um escalar, 


ache k de tal forma que a medida em radianos do ângulo en- 
tre A e B seja Im. 


. Ache dois vetores unitários, cada um deles tendo uma repre- 


sentação posicional cujo ponto inicial é (2, 4) e sendo tan- 
gente à parábola y = x? nesse ponto. 

Ache dois vetores unitários, cada um deles tendo uma repre- 
sentação posicional cujo ponto inicial é (2, 4) e sendo nor- 
mal à parábola y = x? nesse ponto. 


. Se A = 2i — 7j, ache os vetores unitários ortogonais a A. 
‚ Se A for o vetor aji + aj, ache os vetores unitários orto- 


gonais a A. 


. Se A = 5i — 9cie B = 7i — 4cj, mostre que existe um valor 


real para c, tal que A e B sejam ortogonais. 
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25. 


Se A = – 8i + 4je B = 7i — 6j, ache (a) a projeção escalar 
de A sobre B e (b) a projecáo vetorial de A sobre B. 


. Para os vetores do Exercício 25, ache (a) a projeção escalar 


de B sobre A e (b) a projecáo vetorial de B sobre A. 
Ache as componentes do vetor A = Si — 6j na diregáo do 
vetor B = 7i + j. 


. Para os vetores A e B do Exercício 27, ache as componentes 


do vetor B na direção do vetor A. 


. Um vetor F representa uma força que tem uma intensidade 


de8Ne ia é a medida em radianos de seu ángulo de dire- 
ção. Ache o trabalho realizado pela força. ao mover um ob- 
jeto (a) ao longo do eixo x, da origem ao ponto (6, 0) e (b) 


ao longo do eixo y, da origem ao ponto (0, 6). A distáncia 


é medida em metros. 


. Um vetor F representa uma forca que tem uma intensidade 


de 10 Ne +7 é a medida em radianos de seu ángulo de dire- 
cáo. Ache o trabalho realizado pela forca ao mover um ob- 
jeto ao longo do eixo y, do ponto (0, — 2) ao ponto (0, 5). 
A distáncia é medida em metros. 

Um vetor F representa uma forca com 9 N de intensidade 
e +л ё a medida em radianos de seu ángulo de direcáo. 
Ache o trabalho realizado pela força ao deslocar um objeto 
da origem ao ponto (—4, —2). A distáncia é medida em 
metros. 


32. 


Vetores no Plano e Equações Paramétricas 


Duas forças representadas pelos vetores F, e F, atuando nu- 
ma partículà, fazem com que ela se desloque ao longo de uma 
linha reta, do ponto (2, 5) ao ponto (7, 3). Se Е, = 3i — j 
eF, = —4i + 5j, sendo as intensidades das forças medidas 
em newtons e a distância em metros, ache o trabalho reali- 
zado pelas duas forças atuando juntas. 


. Se A e B são vetores, prove que 


(А + B): (А + BB-A- A-2A- В + B: B 


. Prove, usando а análise vetorial, que as medianas de um trián- 


gulo encontram-se em um ponto. - 


. Prove, usando a análise vetorial, que o segmento de reta que 


une os pontos médios de dois lados de um triángulo é para- 
lelo ao terceiro lado e que seu comprimento é a metade do 
comprimento do terceiro lado. 


. Prove, usando a análise vetorial, que o segmento de reta que 


une os pontos médios dos lados não-paralelos de um trapé- 
zio é paralelo ao lados paralelos e que seu comprimento é 
a metade da soma dos comprimentos dos lados paralelos. 


. Prove que dois vetores nào-nulos sáo paralelos se e somente 


se a medida em radianos do ángulo entre eles for O ou 7. 


- Se A e B são vetores, prove que |А · В| < |A| |B], onde 


a igualdade ocorre se e somente se existir um escalar c, tal 
que A = cB. 


14.3 FUNÇÕES COM VALORES 
VETORIAIS E EQUACÓES 
PARAMÉTRICAS 


14.3.1 DEFINICÁO 


Suponha que uma partícula se movimenta de tal forma que as coordenadas (x, y) 
de sua posição em qualquer instante t sejam dadas pelas equações x = f(t) e 
y = g(t). Então, para todo número t no domínio comum a f e g haverá um 
vetor /(£i + g(t)j, e os pontos finais das representações posicionais desses ve- 
tores traçarão uma curva C percorrida pela partícula. Isso nos leva a considerar 
uma função cujo domínio seja um conjunto de números reais e cuja imagem 
seja um conjunto de vetores. Tal função é chamada de função com valores ve- 
toriais. À 


Sejam f e g duas funções com valores reais de uma variável real t. Então, para 
todo número / do domínio comum a fe g haverá um vetor R definido por 


R = Hi + g(Di 


e R será chamado função com valores vetoriais. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Seja R a função com valores vetoriais definida por 


R() = Jt - ài + (t - 3 


Se f(t) = yt — 2eg(t) = (t — 3)7!, o domínio de R será o conjunto dos va- 


lores de £ para os quais ambas f(t) е g(t) estão definidas. Como f(t) está defini- 
da para £ > 2 e g(t) está definida para todo número real exceto 3, o domínio 
de Ré (rtt > 2, t 3). 4 


A equacáo 0, = f()i, g()j é chamada de equação vetorial e define uma 
curva C. Essa mesma curva C também é definida pelas equacóes 


x-f( e y=90 а) 


FIGURA 1 
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que são chamadas de equações paramétricas de C. A variável t é um paráme- 
tro. A curva C também é chamada de gráfico; isto é, o conjunto de todos os 
pontos (x, y) satisfazendo (1) é o gráfico da função com valores vetoriais R. 

A equação vetorial de uma curva, bem como as equações paramétricas de 


- uma curva, dão a ela uma direção em cada ponto. Isto é, se considerarmos a 


curva como sendo descrita por uma partícula, poderemos identificar a direção 
positiva ao longo da curva como a direção na qual a partícula movimenta-se 
quando : cresce. Em tal caso, £ pode ser tomado como a medida do tempo, e 
o vetor R(f) é chamado de vetor posição. Algumas vezes R (f) é referido como 
o vetor raio. 

Se o parâmetro t for eliminado do par de equações (1), obteremos uma equa- 
ção em x e y chamada de equação cartesiana de C. Pode acontecer que a elimi- 
nação do parâmetro leve a uma equação cartesiana cujo gráfico contenha mais 
pontos do que o gráfico definido pela equação vetorial ou pelas equações para- 
métricas. Essa situação ocorre no Exemplo 2. 


EXEMPLO 1 Dada a equação vetorial 
R(t) = 2 cos ti + 2 sen tj 


(a) Faça um esboço do gráfico dessa equação e (b) ache a equação cartesiana 

do gráfico. — — ^ — 

Solucáo 

(a) O domínio de R é o conjunto de todos os números reais. Os valores de x 
e y para valores específicos de t podem ser dispostos em uma tabela. Calcu- 
lemos o módulo do vetor posição. Para todo f, 


|R()| = Y4 cos? £ + 4 sen? t 
= cos? t + sen? t 

E -2 s 
Assim sendo, o ponto final da representação posicional de cada vetor R(t) 
está a duas unidades da origem. Fazendo £ assumir todos os valores do in- 
tervalo fechado [0, 2z], obtemos uma circunferência de raio 2 e centro na 
origem. Com isso completamos o gráfico, pois qualquer valor de t dará um 
ponto sobre essa circunferência. Um esboço dela está na Figura 1. As equa- 
ções paramétricas do gráfico são 


x=2cost e y= sent 


(b) Uma equação cartesiana do gráfico pode ser encontrada, bastando eliminar 
t das duas equações paramétricas. Isso pode ser feito se elevarmos ao qua- 
drado cada equação e somarmos para obter: 


x + у? = 4 


EXEMPLO 2 Dadas as equacóes paramétricas 
x = cosht e y = senht 


(a) Faça um esboço do gráfico definido por essas equações e (b) ache uma equa- 
cáo cartesiana do gráfico. | 

Solução 

(a) Elevando ao quadrado as equações e subtraindo, teremos 


x? — y? = cosh? t — senh? t 
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Da identidade cosh? £ — sen? £ = 1, teremos a equação 
2 — у? = | 


Essa é a equacáo de uma hipérbole equilátera. Entretanto, observe que рага 
todo Г real, cosh t nunca é menor do que 1. Assim, a curva definida pelas 
equações paramétricas consiste somente nos pontos sobre o ramo direito da 
hipérbole. Um esboco dessa curva está na Figura 2. A curva pontilhada na 
figura é o ramo esquerdo da hipérbole equilátera. 

(b) Uma equação cartesiana é 


2s y=1 x21 
Vimos que, eliminando t das equações paramétricas (1), obtemos a equação 


cartesiana. Esta, implícita ou explicitamente, define y como uma ou mais fun- | 
ções de x. Isto é, sex = f() e y = 9(0), então y = h(x). Se h for uma função 


` diferenciável de x e f for uma função diferenciável de г, então, pela regra da 


cadeia, 
dy dy dx 
dt dx dt 


Se e A x 0, podemos dividir ambos os membros da igualdade acima por —— dx 


e obter 


dt 


Q) 


A igualdade (2) possibilita-nos encontrar a derivada de y em relacáo a x direta- 
mente das equacóes paramétricas. 


dy d (2) „„ Py _ dy) 
Como dé = ах Vaj entáo “dd . Assim, 


EXEMPLO 3 Dada as equações paramétricas 


=3%º e y = 4p 
2 
ache 7 dy e Ty sem eliminar f. 
= dy dx 
= =1 2e 
Solucáo Como di 2t "dr = 6t, de (2) temos 
dy _ 121? 


dx ót 


Tabela 1 
t 


NM ne N ur O 


x y 
0 0 
3 1 
4 2 
3 4 
12 32 
3 1 
4 2 
3 -4 
12 -2 


FIGURA 3 
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Como у’ = 2t, do) = 2. Entáo, de (3), 


dt 
dy) 
dy dr 
dx? dx 
dt 
_2 
6 
_1 
ШЕТ; 
EXEMPLO 4 (a) Faça um esboço do gráfico definido pelas equações paramé- 


tricas do Exemplo 3, e (b) ache uma equacáo cartesiana do gráfico. 
Solucáo As equacóes paramétricas sáo 
х= 3? e y = 4P 


(a) Observamos que x é náo-negativo. Assim, o gráfico está restrito ao primei- 
ro e quarto quadrantes. A Tabela 1 dá os valores de x e y para valores especifi- 
cos de t. Como 2 = 2t, então quando / = 0, A = 0. Logo, no ponto 
(0, 0), a reta tangente é horizontal. Partindo desse fato e com os pontos ob- 
tidos da Tabela 1, obtemos o esboço do gráfico que aparece na Figura 3. 

(b) Das duas equações paramétricas obtemos x? = 27t5 e y? = 1615. Resolven- 
do essas equações para t$ e eliminando £%, obtemos 


x? y? 
27 16 | 
16х3 = 27у? | | (4) 


que é a equação cartesiana pedida. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Se em (4) derivarmos implicitamente, 


48x? = 54y dy 
dx 
dy 8x 
dx 9y 


Substituindo x e y em termos de £ pelos valores dados nas equações paramétri- 
cas, obtemos 


dy _ 804) 
dx 9(4:5) 
= 2t 


o que está de acordo com o valor já obtido de - no Exemplo 3. «4 
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Tabela 2 
t x y 
—4 —12 0 
—3 -5 —3 
—2 0 —4 
—1 3 —3 
0 4 0 
1 3 5 
2 0 12 
3 —5 21 


FIGURA 4 
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dy dx .. dy 
dad to—— =0e— зж 0, então —— = 0 e 
Segue de (2) que se num dado pon di di p 
o gráfico do par de equações paramétricas terá uma reta tangente horizontal 
, dx dy =. dy 
$ > , to — = Ое —— = 0, então —— 
no ponto. Além disso, se num dado ponto di e di dx 


não existirá no ponto e o gráfico poderá ter uma reta tangente vertical passan- 
do nesse ponto. Essas retas tangentes podem nos ser de grande ajuda para tra- 
çarmos um esboço do gráfico das equações paramétricas. 


EXEMPLO 5 Dadas as equações paramétricas 
x=4-t ey=t+4t 


ache as retas tangentes, horizontal e vertical, ao gráfico desse par de equações 
e faça um esboço do gráfico. 


Solução 

dx y 

—=-2 —=2t+4 

dt dt Ы 

ау 2+4 

L EE TA , , 

ogo dx 33 isto é 

dy t+2 

dx —t 
dy , . 
Quando t = -2, ОТЕ =0x=0e y = —4. Assim sendo, о gráfico tem 
uma reta tangente horizontal em (0, — 4). Quando t = 0, 2 náo existe, x — 4 


€ y — 0; o gráfico tem uma reta tangente vertical em (4, 0). A Tabela 2 dá os 
valores de x e y para valores determinados de t. Com os pontos obtidos desses 
valores e sabendo onde estáo as retas tangentes horizontal e vertical, fazemos 
o esboço do gráfico mostrado na Figura 4. 


Agora iremos mostrar como as equações paramétricas podem ser usadas pa- 
ra definir uma curva descrita por um movimento físico. Consideraremos a ci- 
clóide, que é a curva descrita por um ponto na circunferéncia de um círculo, 
quando esta rola ao longo de uma linha reta. Suponha que a circunferéncia te- 
nha raio a. Seja o eixo x, a reta fixa sobre a qual a circunferéncia rola, e seja 
a origem um dos pontos onde o ponto P dado toca o eixo x. Veja a Figura 5, 
que mostra a circunferência após ter-se deslocado por um ángulo de t radianos. 
Da Figura 5, 


V(OT) + VITA) + VAP) = V(OP) (5) 


O comprimento de arco РТ é | V(OT) | = at. Como o sentido de V(OT) é 
o mesmo do eixo x positivo, 


V(OT) = ati (6 
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Também |V(TÀ)| = a — acos t. E como o sentido de V(TA) é o mesmo de j. 
V(TA) = a(l — cos ñi (7) 
[У(АР)| = a sen t, e o sentido de V(AP) é igual ao de —i; assim, 
V(AP) = —a sen fi | 

Fazendo as substituições a partir dessa equação, de (6) e (7) em (5), teremos 
ati + a(l — cos j — asen ti = V(OP) 

e V(OP) = a(t — sen fi + a(1 — cos Bj 


Essa é uma equação vetorial da ciclóide. Assim, as equações paramétricas 
da ciclóide sáo 


x = a(t — sent) e y = a(l — cost) (8) 


onde t é um número real qualquer. Um esboço de parte da ciclóide está na Fi- 
gura 6. ME 


FIGURA 6 


Na Secção 11.1, onde o teorema do valor médio de Cauchy (11.1.3) foi enun- 
ciado e provado, indicamos que uma interpretacáo geométrica seria dada aqui, 
pois são necessárias as equações paramétricas. Lembre-se de que o teorema afir- 
ma que se fe g forem duas funções tais que (i) f e g sejam contínuas em [a, 5], 
(ii) f e д sejam diferenciáveis em (a, b) e (iii) para todo x em (a, b) g'(x) = 0, 
entáo existirá z no intervalo aberto (a, b), tal que 


ЛЬ) —f(a) f'(G) 
g(b) — gla) giz) 


= 24 B(g(b), f(b)) 


f(b) — fla) 


fo — 
FIGURA 7 
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A Figura 7 mostra uma curva com equações paramétricas x = g(t) e y = f(0, 
onde a < t < b. A inclinação da curva da figura num dado ponto é dada por 


dy fü) 
dx g(t) 
e a inclinação do segmento de reta que une os pontos A(g(a), f(a)) e B(g(b), 
J(b)) é dada por 
f(b) — f(a) 
g(b) — g(a) 
O teorema do valor médio de Cauchy afirma que as inclinações são iguais em 


pelo menos um valor de f entre a e b. Para a curva da Figura 7 existem quatro 
valores де t satisfazendo a conclusão do teorema: £ = Z, £ = Zn Í = ze 


t = 174. 


EXERCÍCIOS 14.3 


Nos Exercícios de 1 a 6, ache o dominio da função R com valo- 
res vetoriais. 
1. R() = (1/01 + V4 — tj 
3. R(t) = (sen~! t)i + (соѕ! dj 
4. R(t) = In(t + Di + (tg^! dj 
5. R() = Jt? — 9i + Vt? + 2t — 8j 
6. R(t) = yt — 4i + y4 — tj 


2, Ка) = (? + 3)i + (t — 1j 


2 
Nos Exercícios de 7 a 12, ache ЕГА е a'y 


sem eliminar o 
dx ах?” 


parâmetro. 


7. x 3t, y = 212 8 x=1-ty=1+t 
9. х= 12е, y=tint 10. x = e”, y = 1 + cost 
11. x = асоѕ t, у = bsent 12. х = a cosh t, y = b senh £ 


Nos Exercícios de 13 a 19, faça um esboço do gráfico da equa- 
ção vetorial dada e ache a equação cartesiana do gráfico. 


13. R) = 11+ (t+ Di 14. R(t) = (t — Di + (2 + j 


4 
15. R() = 3 cosh ti + 5senhrj 16. R() = -zi + ы j 


17. R() = sec ti + tg tj; tem (-+x, +1) 

18. R(r) = cos ti + cos tj; t em [0, +11] 

19. R(t) = 4 cos ti + 3 sen tj; t em [0, 2л] 

20. Ache uma equação da reta tangente à curva x = 1 + 3sen f, 
y = 2 — 5 cos t, no ponto onde t = +z. 

21. Ache uma equação da reta tangente à curva x = 2 sen t, 
y = 5 cos t, no ponto onde t = iz. 


Nos Exercícios de 22 a 24, ache as retas tangentes, horizontal 
e vertical, ao gráfico dado pelo par de equações paramétricas e 
faça um esboço do gráfico. 


22. x=tt+ty=t-—t 23. х= 4t? — 4t, y = 1 — 4? 


3at 3a? 


24. x ==, 
5 148? 1+0 


25. As equações paramétricas para а trocóide são 
x=at-bsent е у= а – bcost 


Mostre que essa curva náo tem reta tangente vertical se 
a>b>0. 

26. Um projétil move-se de tal forma que sua posicáo em cada 
instante £ seja dada pelas equações paramétricas x = 601 e 
y = 80t — 16/2. Faça um esboço da trajetória do projétil. 


27. Dada a ciclóide descrita pelas equacóes (8), obtenha CA 
dy а?у ; ax 
e —— no ponto em que y atinge o seu valor máximo 
dx? ах? 
para x no intervalo fechado [0, 27a]. 
28. Mostre que a inclinação da reta tangente, em t = f,, à ci- 
clóide descrita pelas equagóes (8) é cotg ih. Deduza, 
então, que a reta tangente é vertical quando / = 271, onde 
n é um inteiro qualquer. 
A hipociclóide é uma curva traçada por um ponto P da cir- 
cunferência de raio b que rola por dentro de uma outra cir- 
cunferéncia fixa de raio a, a > b. Se a origem é o centro da 
circunferéncia fixa, A (a, 0) é um dos pontos no qual o pon- 
to Pentra em contato com a circunferéncia fixa, B é o ponto 
de tangéncia móvel entre as duas circunferéncias e o pará- 
metro £ é o número de radianos no ángulo АОВ, prove que 
as equações paramétricas da hipociclóide são 


a-b 


29 


x=(a-b)cost+ b cos t 


aii id 


y = (a — b)sent — b sen 2 


30. Se a = 4b no Exercício 29, temos ита hipociclóide de qua- 
tro vértices. Mostre que as equacóes paramétricas dessa cur- 
va são x = a cos? te y = a sen? f. 

Use as equagóes paramétricas do Exercício 30 para achar uma 
equação cartesiana da hipociclóide de quatro vértices e faça 
um esboço do gráfico da equação resultante. 


31 
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32. As equações paramétricas da tratriz são 34. Mostre que a tratriz do Exercício 32 é uma curva, tal que 
o comprimento do segmento de toda reta tangente do ponto 


i 
iria m e у = a sech L Pm Я 5 $ 
а de tangéncia ao ponto de intersecção com о eixo х é cons- 


Faça um esboço ds curva para a = 4. tante e igual a a. 

33. Prove que o parámetro f nas equações paramétricas de uma 35. Ache a área da regiáo limitada pelo eixo x e um arco de ci- 
tratriz (veja o Exercício 32) é a interseccáo da reta tangente clóide tendo as equacóes (8). 
com o eixo x. 36. Ache o centróide da regiáo do Exercício 35. 


14.4 CÁLCULO DE FUNÇÕES As definições de limites, continuidade, derivadas e integrais indefinidas de fun- 
COM VALORES VETORIAIS ções com valores vetoriais envolvem as definições correspondentes para fun- 
ções com valores reais. 


14.4.1 DEFINIÇÃO Seja R uma função com valores vetoriais cujos valores funcionais são dados por 


RO = Hi + gO 


Então, o limite de R(f) quando f tende a f, será definido por 


lim R() = [lim soli + | im soli 


se lim F( e lim g(t) existirem. 
t 1 t+ а i 


P ILUSTRAÇÃO 1 Se R(f) = cos fi + 2e'j, então 
lim R(t) = (lim cos oi + (lim 2e^j 
1>0 150 0] 
=i+2j | 4 
14.4.2 DEFINICÁO | A funcáo R com valores vetoriais será contínua em f, se e somente se as trés 
condições seguintes forem satisfeitas: 
(i) R(t) existe; 
(ii) lim R(?) existe; 
tty 
(iii) lim R = В(2). 
+ 


Das Definições 14.4.1 e 14.4.2, segue que a função com valores vetoriais 
К, definida por R(r) = f(f)i + 9(0}, será contínua em 1, se e somente se fe 
g forem continuas em t,. 

Na definição que segue, a expressão 

R(t + At) — R(t) 

At 
será usada para indicar a divisáo de um vetor por um escalar. Essa expressáo 
significa 


1 
A [R(t + At) — R(t)] 


14.4.3 DEFINIÇÃO | Se R for uma função com valores vetoriais, então a derivada de R também será 
uma função com valores vetoriais, denotada por R' e definida por 


R'( = lim RG + Ai) — R() 


41-0 At 


se esse limite existir. 
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A notação D,R(t) é usada, por vezes, em lugar de R'(1). 
Da Definição 14.4.3 e da definição da derivada de uma função com valores 
reais, decorre o teorema a seguir. 


14.4.4 TEOREMA | Se R for uma função com valores vetoriais definida por 
R() = fi + 90) 
então 
R'() = Fi + g'(j 


sef(t) e g' (t) existirem. 


Prova Da Definicáo 14.4.3, 
R(t + At) — R(t) 
R'(t) = lim ————— —— —-— 
(0) Ra At 
= tim С АО! + alt + Agi] — [Si + e(t] 
At20 At 


m Lt 20-0], jim [at + A0 - 40; 


hun dh At 
= f'(t)i + g'(t)j н 
A direção de R’ (r) é a mesma da reta tangente ao gráfico de R(/), no ponto 


(/(t), 9(0), isto é, a direção de R’ (£) é dada por 0 (0 < 0 < 27), onde tg 0 = 
= g (0/f'(0, isto é, 


tg 0 = — 


Uma interpretação geométrica da Definição 14.4.3 pode ser obtida se consi- 
derarmos as representações dos vetores R(/), R(t + Af) e R'(£). Consulte a Fi- 
gura 1. A curva C é traçada pelo ponto final da representação io posicional de 

R'(t) R(f) quando г assume todos c os valores do domínio de R. Seja OPa representa- 
ção posicional de R(7) e 00 a representacáo posicional de R(t + Af). Então 
R(í + Af) — R(í) será um vetor tendo PQ como representacáo. Se o vetor 
R(t + At) — R(0) for multiplicado pelo escalar 1/At, obtemos um vetor com 
a mesma direção e cujo módulo é 1/| At| vezes o módulo de R(t + At) — RÐ. 
Quando A t tende a zero, o vetor [R(t + A?) — R(0]/At tende a um vetor ten- 
do uma de suas representações tangente à curva C no ponto P. 


s 


> ILUSTRAÇÃO 2 Se R(t) = (2 + sen Di + cos tj, entáo 
R'(f) = cos fi — sen tj 4 


Derivadas de ordem superior de funcóes com valores vetoriais são definidas 
—— como as derivadas de ordem superior para fungóes com valores reais. Assim, 
FIGURA 1 se R for uma função com valores vetoriais definida por R(t) = f(t)i + g(0j, 
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a derivada segunda de К, denotada por R” (1), será dada por 


| R'() = DRA] 


A notação D2R(t) pode ser usada em lugar de R” (f). Aplicando o Teorema 
14.4.4 a R'(?), 


R"(t) = Foi + g"(0j 
se f" (f) e g" (fr) existirem. | 
> ILUSTRAÇÃO 3 Se R() = (In Bi + (E) então 


Е Ix. obo » La. da 


14.4.5 DEFINICÁO | Dizemos que uma fungáo com valores vetoriais R é diferenciável num intervalo 
se R'(t) existir para todos os valores de £ no intervalo. 


Os teoremas a seguir dão as fórmulas de derivação para funções com valores 
vetoriais. As demonstrações baseiam-se no Teorema 14.4.4 e nos teoremas so- 
bre derivacáo de fungóes com valores reais. 


14.4.6 TEOREMA | Se R e Q forem funções com valores vetoriais diferenciáveis em um intervalo, 


entáo R + Q será diferenciável no intervalo, e 
. DRO + QU] = DRA + DQ() 


A demonstração desse teorema será deixada como um exercício (veja o Exer- 
cício 25). ' 


EXEMPLO 1 Verifique o Teorema 14.4.6 se 

R() = ti + (t - Dj e Q() = sen fi + cos tj 
Solucáo 

D.IR() + QU] 2 D([Ci + (t — Dj] + [sen ti + cos fj] 
РД + senti + (t — 1 + cos Dil 
Qt + cos fi + (1 — sen dj 
рі + (t — Di] + D(sen ti + cos 4) 


(2й + j) + (cos ti — sen tj) 
Qt + cos Di + (1 — sen Dj 


Logo, DIRA + QO) = DRO + DRD. 


DRA + DQ() 


14.4.7 TEOREMA | Se R e Q forem fungóes com valores vetoriais diferenciáveis em um intervalo, 


então R - Q será diferenciável no intervalo e 
DIRO - QO] = IPRA] ` Q() + RG) - DQO 
Prova Seja R(t) = f.(0i + 0,00) e QU = Ali + 001. Então, pelo Teore- 
ma 14.4.4, 

DRE) = 001 + 6105 DO = AHi + gi 

R() + QO = 700072097 + [9100940] 
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Logo, 
DR) - Q(0] 
= [AOAO] + LAILA O] + [0709119209] + Ee (01 Lo2(0] 
= (Lf (O]1LA(O] + la O]1Lo2(00]) + LAOA + E (0]Lo2 (01 
[D,R(2)] + Q(t) + RC): [D.Q(0] ш 
EXEMPLO 2 Verifique o Teorema 14.4.7 para os vetores do Exemplo 1. 
Solucáo Os vetores sáo 


R) = 11 + (t — Di Q() = sen ti + cos tj 
Assim, R(f) · Q(t) = t? sen t + (t — 1) cos t. Logo, 
DIR(!) - Q(0] = 2t sen t + t? cos t + cos t + (t — D(—sen f) 
= (t + 1) sen t + (t? + 1) cost (1) 
Como DR(/) = 2ti + je DQ( = cos fi — sen tj, temos que 
[DRO] : QU + К). [DQO] 
= (271 + j) - (sen ti + cos tj) + [ti + (t — Dj] > (cos ti — sen tj) 
= (2t sen t + cos f) + [f cos t — (t — 1) sen t] 
= (1 + 1) sen £ + (£? + 1) cos t (2) 


Comparando а) е (2), vemos que o Teorema 14.4.7 é válido para esses vetores. 


Se R for uma fungáo com valores vetoriais, diferenciável em um intervalo e se 
f for uma funcáo com valores reais, diferenciável no intervalo, entáo 


DARO = [DAORA + f() DRO 


A demonstração desse teorema será proposto como exercício (veja o Exercí- 
cio 26). 

Será necessário aplicar, em discussóes futuras, o teorema a seguir. É a regra 
da cadeia para funções com valores vetoriais. A sua demonstração será propos- 
ta como um exercício (veja o Exercício 27) e baseia-se no Teorema 14.4.4 e na 
regra da cadeia para funções com valores reais. 


Suponha que Е seja uma função com valores vetoriais, h seja uma função com 
valores reais e С, uma função com valores vetoriais definida por G(t) = F(A()). 


Seg = h(t) e ambas e e D,G(t) existirem, então D,G(?) existe e é dada por 


DGH = ID,G() SÉ 


>» ILUSTRAÇÃO 4 Sejam Е e Л do Teorema 14.4.9 as funções definidas por 
F(9) = di + её) e h(®) = sen t 

Se ø = h(t) e G(t) = F(h(t)) temos 
Ф = senf e G(f) = sem й + ej 


14.4.10. DEFINIÇÃO 
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Calculando D,G(t) pelo Teorema 14.4.4 temos 
D,G(t) = 2 sen t cos ti + e*"' cos tj (3) 


Vamos mostrar que aplicando o Teorema 14.4.9 obteremos o mesmo resulta- 
do. Uma vez que G(t) também pode ser escrita como фй + e^j, temos 


D4G(t) = D,[9?i + е®)] 
= 24i + etj 
Mas ø = sen f£; assim, 


D,G(t) = 2 sen ti + е) e ze = cost 


Substituindo esses valores no segundo membro da fórmula do Teorema 14.4.9, 
teremos 


D(G(t) = [2 sen ti + es” $] cos t 
= 2sent cos fi + es”! cos tj 
que está de acordo com (3). 4 


Vamos definir agora uma integral indefinida (ou antiderivada) de uma fun- 
ção com valores vetoriais. 


Se Q for a função com valores vetoriais dada por 


QO = Hoi + gi 


então a integral indefinida de Q(t) será definida por 


| 06 dt = і [ro dt +j [90 dt 


Essa definição é consistente com a definição de integral indefinida de uma 
função com valores reais, pois se tomarmos a derivada de ambos os membros 
de (4) em relação a t, 


D, f Q(t) dt = iD, f да) dt + jD, f g(t) dt 
D, | QUe) de = if() + jalo) 


Cada uma das integrais no segundo membro de (4) dá origem a uma constan- 
te escalar arbitrária. Quando multiplicamos cada uma das constantes por i ou 
j, obtemos um vetor constante arbitrário na soma. Assim, ' 


[о@ а = во + C 


onde DjR(r) = Q(?) e С é um vetor constante arbitrário. 


EXEMPLO 3 Ache a função com valores vetoriais mais geral, cuja derivada é 


Q( = sen ti — 3 cos tj 
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Solucáo Se DjR(t) = Q(1), então R(t) = | Q(t) dt, isto é, 
R() = i [ sen tdt — 3j | cos t dt | 


= i(—cos £ + С) — 3j(sen t + Cj) 
—cos fi — 3 sen tj + (Ci — 3C,j) 
= —cos ti — 3 sen tj + C 


EXEMPLO 4 Ache o vetor R(t) para o qual 
DR() = е-і + ej e RO =i+j 
Solucáo | 
R() = i fet aci fe at 
—-i-—e'-C)-j(e-C; 
Como R(0) = i + ј, 
i+j=i(—1+C,) +j +C 
Logo, | 
С,—-1=1_ С;+1=1 
С, = 2 С, = 0 
Assim sendo, 


R(t) = (—e* + 2)i + еј 


O seguinte teorema nos será ütil mais adiante. 


Se R for uma função com valores vetoriais, diferenciável em um intervalo e 
¡RG | for constante para todo f no intervalo, então os vetores R(t) e DR(t) 
seráo ortogonais. 


Prova Seja |R()| = k. Então, pelo Teorema 14.2.3(iii), 
R()-R(0)-2 k? 


Diferenciando ambos os membros em relacáo a e usando o Teorema 14.4.7, 
obtemos 


[D,R(2)] : R(t) + R(¢) - [D,R(t)] = 0 
2R(0 - D,R(t) = 0 


Como o produto escalar de R(t) e D,R(t) é nulo, segue da Definição 14.2.7 que 
R(t) e DjR(t) são ortogonais. | ш 


A interpretação geométrica do Teorema 14.4.11 é evidente. Se o vetor R(t) 
tiver módulo constante, então a representação posicional OP de R(t) terá seu 
ponto final P sobre a circunferência, com centro na origem e raio K. Assim, 
o gráfico de R é essa circunferéncia. Como D,R(t) e R(f) são ortogonais, OP 
é perpendicular a uma representação de D,R(t). A Figura 2 mostra o esboço 
de uma parte da circunferência, a representação posicional de R(/), OPeare- 
presentação РВ de DRD). 
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EXERCÍCIOS 14.4 
Nos Exercícios de 1 a 5, ache o limite indicado, se ele existir. 
1. R(t) = (3t — 2)i + £j; lim R(c) 
t22 


2 


2. R() = (t — Ji + —— j; lim RO) 
t2 


t—2 
3. R(t) = 2senti + cos tj; lim R(t) 
t>r/2 
@—21—3, P-S+6 


4. R(t) = ———— j lim Е 
()- — it 5h limR( 


5. R() = e*!i + |t + 1|; lim R() 
t>-1 


Nos Exercícios de 6 a 14, ache R'(t) e R”(£). 
6. R(t) = (12 — 3)i + Qt + Di 7. R(t) = е?ї + In tj 
8. R(t) = cos 2ti + tg tj 9. R(t) 2 tg^! ti + 24 
t—1, t—2, 
BRI 5.71 
11. R(t) = (à + 4) i + J1 — Stj 


12. R(t) = 42t + li + (t — 1)?j 
13. R(t) = 5sen 2ti — sec 4tj 
14. R(t) = (e* + 2)i + 2e* 


Nos Exercícios 15 e 16, ache D,|R(0)|. 


15. В = (t — Di + (2 — Oj 
16. R(t) = (её! + 1)i + (e* — 1)j 


10. R() = 


Nos Exercícios 17 e 18, verifique o Teorema 14.4.6 para os veto- 
res dados. 


17. R(t) = (t + ei + (t — е2); О() = (t° + 2e')i — (3t + е2) 
18. R(t) = cos 2ti — sen 2tj; Q(t) = sen? ti + cos 2tj 


Nos Exercícios 19 e 20, verifique o Teorema 14.4.7 para os veto- 
res do exercício indicado. 


19. Exercício 17 20. Exercício 18 

Nos Exercícios de 21 a 24, ache R'(t) - R"(t). 

21. R(t) = Re — Di + (12 +3) 22. R(t) = In(t — 11—371} 
23. R(t) = еї - e^? 24. R(t) = —cos 2ti + sen 2tj 


25. Prove o Teorema 14.4.6. 
26. Prove o Teorema 14.4.8. 
27. Prove o Teorema 14.4.9. 


Nos Exercícios de 28 a 33, ache o vetor mais geral cuja derivada 
é a funcáo dada. 


1 
28. (t? — 9 + Qr — 5)j 29. tgü- -j 


30. 34 — 2j 31. ei + — i 


1 4 


y n eu 
3 442) 1-20 


j 33. In ti + tj 


34. Se R'(1) = t + je RG) = 2i — 5j, ache R(9). 


t-2 
35. Se R'(t) = sen? ti + 2 cos? tj e R(x) = 0, ache R(?). 
36. Se R'(t) = el sen ti + e cos tj e R(O) = i — j, ache R(t). 


Nos Exercícios 37 e 38, ache uma equação cartesiana da curva 
que seja descrita pelo ponto final da representação posicional de 
R'(£). Ache R(t) · R' (0). Interprete o resultado geometricamente. 


37. R(t) = cos ti + sen tj 38. R(t) = cosh ti — senh tj 


Nos Exercícios 39 e 40, se a(t) for a medida em radianos do án- 
gulo entre R(t) e Q(t), ache Dalt). 


39. R(t) = Зее QU) = 6e?'j 
40. R(t) = 2ti + (£ – 1)j e Q() = 3ri 
41. Suponha que R e R' sejam fungóes com valores vetoriais, 


definidas em um intervalo, e R’ seja diferenciável no inter- 
valo. Prove que 


D,[R'() - R()] = ПЕ + RO RO 


42. Se |R()| = A(2), prove que R(2) * R'() = AOR (DO). 

43. Se a função com valores vetoriais R e a função com valores 
reais f forem ambas diferenciáveis em um intervalo e f(£) = 0 
no intervalo, prove que R/ f também será diferenciável no 


intervalo e 
D El _FOR()— ORO 
"LO Сл]? 


44. Prove que se А e B forem vetores constantes e f e g forem 
funções integráveis, então | 


[ ГАЛО + Boto] dt = A Голда +в foto а 


(Sugestáo: expresse А e B em termos de i e j.) 


14.5 COMPRIMENTO DE ARCO Na Secção 6.3 obtivemos uma fórmula para encontrar o comprimento de arco 
do gráfico de uma função. Tal gráfico é um tipo especial de curva, pois o gráfi- 
co de uma função não pode ser interceptado por uma reta vertical em mais de 


um ponto. 


Desenvolveremos agora um método para encontrar o comprimento de arco 
de outros tipos de curvas. Seja C a curva tendo como equações paramétricas 


х= №) e у= 


g(t) 
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P;(f(t),g(t2) 


N 
Р), gl 


FIGURA 1 


Suponha que f e g sejam contínuas no intervalo fechado [a, b]. Queremos es- 
pecificar um número Z para representar o número de unidades para o compri- 
mento do arco de C entre £ = aet = b. Vamos proceder como na Seccáo 6.3 

Seja ^ uma partigáo do intervalo fechado [a, 5], formada pela divisáo do 
intervalo em n subintervalos, sendo escolhidos (n — 1) números entre a e b. 
Sejam f, = aet, = b, e sejam t, to, ..., f, 08 nümeros intermediários: 


EA E TEASE M 


O i-ésimo subintervalo é [£, . |, t] e A é a medida de seu comprimento, sendo 
Al=t-t pei=1,2,...,n. Seja |A| a norma da partição, de tal 
forma que А, < JA]. 

Há um ponto P,(f(t), g(t)) em C associado a cada número /,. De cada ponto 
Р, _ | tracamos um segmento de reta, ligando-o ao próximo ponto P,. Veja а 
Figura 1. Vamos denotar por | P,_ ,P;| a medida do comprimento do segmento 
de reta de P,_ , a Р,. Da fórmula da distância temos 


[PP = JLf(t) — Ft YY?  [g(t) — g(t;- 9] (1) 
A soma das medidas de comprimento dos n segmentos de reta é 
> PF) 


Nossa noção intuitiva de comprimento de arco de t = a até t = b leva-nos a 
definir a medida do comprimento do arco como o limite da soma quando | A | 
tende a zero. 


Seja C a curva com equações paramétricas x = f(t) e y = g(t). Vamos supor 
que exista um número L com a seguinte propriedade: para todo e > 0 existe 
um ô > 0 tal que para toda partição A do intervalo [a, b] para a qual A « 6, 
entáo 


£ |P; _ Р, -Li«e 
i=1 


Assim escrevemos 


L = lim У |P; - ¿P,| 
l4l50i-21 


e L é chamado o comprimento de arco da curva C do ponto (f(a), g(a)) ao 


| ponto (f(b), g(b)). . 


14.5.2 TEOREMA 


14.5.3 TEOREMA 
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O arco da curva é retificável se o limite na Definigáo 14.5.1 existir. Se f' e 
g’ forem contínuas em [a, b], procederemos da seguinte forma, de modo a achar 
uma fórmula para calcular esse limite. 

Como f’ e g' são contínuas em [a, b], elas são contínuas em cada subinterva- 
lo da particáo A. Assim, a hipótese do teorema do valor médio (Teorema 4.3.2) 
está satisfeita por fe g em cada [/;_ |, 4]; logo, existem os números z; e w, no in- 
tervalo aberto (f; _ |, £j), tais que 


ftt) - f(i-)-f(G)At e g(t) — g(ti. 1) = g'(w;) At 
Substituindo em (1), obtemos 
[PP] = (с) AT + [8 (0) Ac? 
Pi Pi = VS EDF + [93]? Ait (2) 


onde z; e w; estão no intervalo aberto (t, _ |, to. Então, da Definição 14.5.1 e 
de (2), se o limite existir, 


L= lim Y М7 GT + [gw] As (3) 


ПАП 0 i 


А soma em P náo é uma soma de Riemann pois z, e w, náo sáo necessaria- 


mente os mesmos números. Assim sendo, não podemos aplicar a definição de 


integral definida para calcular o limite em (3). Há, contudo, um teorema que 
pode ser aplicado ao cálculo desse limite. Vamos enunciar o teorema, mas não 
daremos sua demonstração, pois ela está fora do contexto desse livro. Você po- 
derá encontrá-la em textos de Cálculo Avançado. 


Se as funções F e G forem contínuas no intervalo fechado fa, b], então a fun- 
ção JF? + С? também será contínua em [a, b], e se A for uma partição do 
intervalo [a, b] (А: а= fj € fj € ...« t, € fj... < t, = b, ez, w forem 


números em (f; _ |, £j), então 


тп X VIF) + [G(w)P Ajt = p EDP + [G(OP dt 
-0iz1 a 


Aplicando o Teorema 14.5.2 a (3), onde Fé f’ e G ё g’, temos 
b L— ; 
L= | ЛОР + [OP a 


Vamos enunciar esse resultado como um teorema. 


Seja C a curva com equações paramétricas x = f(t) e y = g(t), e vamos supor 
que f" e g’ sejam contínuas no intervalo fechado [a, b]. Então, se L for o com- 


primento de arco da curva C entre os pontos (f(a), g(a)), (f(b) e g(b)), 


= МО? OP at 


EXEMPLO 1 Ache o comprimento de arco da curva com equacóes paramé- 
tricas 


х=? e у = 2? 
nos seguintes casos: (а) det = 0аї = 1; (D дег = – 2а = 0. 
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. Solucáo Um esboço da curva está na Figura 2. Seja 


Ла) = glt) = 21? 
fOQ=3?  g()-a4 
А curva tem equacóes paramétricas x — f (t) e y = g(t). Aplicamos o Teorema 


14.5.3 nas partes (a) e (b), onde L, é o comprimento de arco det = Oat = 1 
e L, é o comprimento de arco det = -2at = 0. 


(a) „= fo VI + 168 dt (b) L, = ds JF + 166 dt 
2 f VJE Jor? + 16 dt = | 1 Jor? + 16 de 
E 14/91? + 16 dt = f. —t 9t? + 16 dt 


i 
— 


0 
= 8: 40902 + 199? | = 4 308 eie. 
= z [25V — 1697]. = —24[(16)? = (52)3/#] 
= (125 — 64) = (104,13 — 64) 
= 61 
= 37 = 11,5 


Observe que na terceira integral da parte (a) substituímos 4/22 por t, pois 
O < £ < 1. Mas, na terceira integral da parte (b) substituímos 4/2 por — t, pois 
-2«t«x90. 


Para a curva C tendo como equações paramétricas x = f(t) e y = g(t), seja 
s о comprimento de arco de C do ponto (f(t), 9(t))) ao ponto (f(t), g(t)) e va- 
mos supor que s seja crescente enquanto / cresce. Então, s será uma função de 
t dada por | 


s= fi VOT + 19700]? du 


Do primeiro teorema fundamental do Cálculo (Teorema 5.8.1), 


d 
q = ГОЙ + Or @ 


Uma equação vetorial para C é 


R(t) = foi + goj (5) 
Como 

R'(t) = f'(t)i + 97 (0) 
então 


IROI = VIO]? + [g9]? (6) 


Substituindo (6) em (4), obtemos 


ds. 
dt 


Da equação acima segue que se s for o comprimento de arco da curva C ten- 
do (5) como equação vetorial, medido entre um ponto fixo e o ponto (f(t), 9(t)), 
onde s é crescente quando t cresce, então a derivada de s com relação a £ será 
o módulo da derivada do vetor posição no ponto (f(t), g(t)). 


[R'(0] = 
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Substituímos (6) na fórmula do Teorema 14.5.3 e obtemos L = n IR(H] dt. 
Assim, o Teorema 14.5.3 pode ser enunciado vetorialmente da seguinte maneira. 


Seja C a curva com equação vetorial R(t) = f(£)i + 9(t)j, e vamos supor que 


- f' e 9' sejam contínuas no intervalo fechado [a, 5]. Então, o comprimento de 


arco de C, traçado pelo ponto final da representação posicional de R(t) quando 
t cresce de a até b, é determinado por 


L= [PIRO] at 


EXEMPLO 2 Ache o comprimento de arco traçado pelo ponto final da repre- 
sentação posicional de R(*) quando 7 cresce de 1 para 4 ѕе 


. R(t) 2 e'senti + e' cos tj 
Solucáo 
R'(t) = (e'sent + el cos Di + (e' cos t — e' sen t)j 
IROI BNTETYETTTIIESCETHRERTY: 
= Ve? sen! t + 2sent cos t + cos? t + cos? t — 2sen t cos t + sen? t 
= ё/2 
Do Teorema 14.5.4, 
L- f: Je dt 
E 
= /2(e* — à 


Outra fórmula do Teorema 14.5.3 para o comprimento de arco de uma curva 
C tendo como equações paramétricas x = f(t) ey = g(t), é obtida, substituindo 
dy 


FU por 2 e g'(t) por "dr? o que nos dará 


(7) 


Vamos supor que queiramos encontrar o comprimento de arco de uma curva 
C cuja equacáo polar seja r = F(0). Se (x, y) for a representacáo cartesiana 
de um ponto P em C e (r, 0) for a representacáo polar de P, entáo 


x=rcos6 e у = геп Ө 
Substituindo г por F(0) nessas duas equações, temos 
x = Е(0) соѕ0 e y = F(0) sen 0 


Tais equações podem ser consideradas como equações paramétricas de C, onde 
0 é o parámetro, em vez de f. Logo, se F’ for contínua no intervalo fechado 
[а, В], obtemos de (7) a fórmula рага o comprimento de arco da curva C cuja 
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equação polar é r = F(0), tomando t = 0. Assim, 


(8) 
Como x = гсоѕ деу = r sen 9, 
dx dr dy dr 
16 = cos 8,5 — rsenó and do^ 59 25 + г cos 0 
Logo, 
dyV dr 2 dr 2 
z) = (cos o — rsen 0) + (sn 929 + r cos ) 
dr? dr dry? dr 
= 2 PN É 2 2 2 = — 2 2 
ds (2) 2r sen 0 cos 0-6 + r* sen? 0 + sen o( 5) + 2r sen 0 cos o + r^ cos? 6 
dr? 
= Je 0 + sen? 0) (55) + (sen? 8 + cos? 8)? 
= (5) " r? 
Substituindo em (8) obtemos 
q («Үү (9) 
к= | (47) + rè do 
EXEMPLO 3 Ache o comprimento da cardióide r = 2(1 + cos 0). 
Solução Um esboço da curva está na Figura 3. Para obter o comprimento 


da curva toda podemos tomar Ө com valores de 0 a 27, ou entáo podemos usar 
a simetria da curva e calcular a metade do comprimento, fazendo com que 6 
assuma apenas os valores entre 0 e 7. 
r o . 
Сото r = 2(1 + cos 0), T = .—2 sen 0. Substituindo em (9), integrando 
de 0 a x e multiplicando por 2, temos 


L-2 [М sen 0)? + 4(1 + соз 0)? 40 
=4 [7 Ven + 1 + 2 cos 0 + cos? 0 40 


= 40 f уі + cos 8 40 


Para calcular essa integral, usamos a identidade cos? 10 = (1 + cos 0) 
que dá V1 + cos 6 = J2 |cos 48]. Como 0 < 0 <7,0< 10 < їл; assim, 
cos +0 > 0. Logo, YI + cos 6 = 2 cos 19. Assim, 


L=442 [* ./2 cos 40 do | 


= 16sen 3e] 


x 
0 


FIGURA 3 | = 16 
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EXERCÍCIOS 14.5 


Nos Exercícios de 1 a 28, ache o comprimento do arco dado. 16. Um arco da ciclóide: x = a(t — sen t), y = a(l — cos t). 


Quando aparecer a, a > 0. 17. A tratriz 
1.x-d?-ny2i-t15det-0atf-1. _ t Е t, 
2.x = 3D, y = 2t5 det = Oa t = 3. x-t-atgh, у = азесһ-; 
3.x = Ê + 2t, y = Р? — 2t; det = Oat = 2. det = -aat = 2a 
.х = P, y = 32; det = - = 0. a 

М RO - z% NU" de t= 2аг Ss 18. A circunferência descrita por: R(f) = a cos fi + a sen tj. 
6. R() = й + cosh fj; det -0at- 3 19. A circunferência descrita por: г = 5 cos 0. 
7. К() = 3e^i — дей); det=0at= In 5 20. A circunferência descrita por: г = a sen Ө. 
8. RG) = (È + 3)i + 3Pjdet=1lat=4, 2. А circunferência descrita por: z = a. 
9. R(') = e' cos ti + e' sen tj; det = 0аг = 1. 23. A curv intei | 23 219. 
10. R(£) = In sen ti + (t + Dj; det = ¿mat = 7. 24. r= 20: de 0 2 028 Dm ` 
H. RÇ) = tg^! á + + In( + Dj; дег = баг = 1. 25. r = e?: д0 = 020 = 4. 
12. R(¢) = («cos t + tsen t)i + a(sen t — tcost); det = 0 26.r = 002; de0 = 0a 0 = m. 

at = л. 27. г = а sen? 46; de 0 = 0а0 = 6, 
13. А hipociclóide de quatro vértices inteira: 28.r = sen? 36; de0 = 0a 0 = 4r. 

29. Ache a distáncia percorrida por um percevejo em um pneu 
= 3 t, = 3 t. . . 

х = acos һу = asen de bicicleta se о raio do pneu for 40 cm e a bicicleta percor- 
14. х = e™' cos t, у =e"'sent;det=0at=7. rer uma distáncia de 5л m. (Sugestáo: a trajetória do perce- 
15.x = 4 sen 2t, y = 4 cos 24; det = Oat = л. уејо ё uma ciclóide.) 


14.6 05 VETORES UNITÁRIOS А cada ponto da curva no plano agora associamos dois outros vetores unitá- 


DA TANGENTE E DA NORMAL rios, o vetor tangente unitário e o vetor normal unitário. Esses valores apare- 


E O COMPRIMENTO DE ARCO cem em muitas aplicações de funções com valores vetoriais. 


COMO UM PARÂMETRO 


14.6.1 DEFINIÇÃO | Se R(£) for o vetor posição da curva C num ponto P de C, então o vetor tangen- 
te unitário de C em P, denotado por T(/), será o vetor unitário na direção de 
D,R(t), se DR(t) = 0. 


O vetor unitário na direção de D,R(t) é dado por DjR(/)/ | D,R(0 |; assim, 


_ DRO | 
TO = рк 0) 


Como T(t) é um vetor unitário, segue do Teorema 14.4.11 que D,T(t) deve 

. ser ortogonal a T(f). D,T(t) não é necessáriamente um vetor unitário. Entre- 

tanto, o vetor D;T(t)/ | рТ | é de módulo unitário e tem a mesma direção que 

D(t), logo D/T(t)/| D/T(t)| é um vetor unitário ortogonal a T(t), sendo cha- 
mado de vetor normal unitário. 


14.6.2 DEFINIÇÃO | Se T(£) for o vetor tangente unitário da curva C no ponto P, então o vetor nor- 
mal unitário denotado por N(£), será o vetor unitário na direção de D,T(t). 


E] 


Da Definicáo 14.6.2 e da discussáo anterior, 


рт) 


2 
[DTO] (2) 


Ме) = 
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EXEMPLO 1 Dada a curva descrita pelas equacóes paramétricas 
x=2-3% e y=3t? 


ache T(t) e N(t). Faça um esboço de uma parte da curva em t = 2 e trace as 
representações de T(2) e N(2) tendo como ponto inicial / = 2. 


Solucáo Uma equação vetorial da curva é 
R(t) = (t? — 3t)i + 3Cj 


Assim, 


D R(t) = (312 — 3i + бј — ||D,R(O| = VBE — 3)? + 362 
= 4/9(1* + 21? + 1) 


= 3(? + 1) 


De (1), 


D, R(t) 
||D.R(GJ 


Poli, 2t . 
= -~ | — 
2+1 P+1) 


T(t) = 


Diferenciando T(t) em relação a t obtemos 
4, 2—2?, 


D,;T(t) = (+! + (2 +1)?! 


Logo, 


; J 16t? 4 — 8t? + 41* 
ID:T(o|| = J + 


t? + Dt (t? + 1)* 


4+ 8:2 + 4 
E (t? + 1)* 
_ [4 + 1)? 

NN (2+ 1) 


_ 2 
“P41 
De (2), 
_ DT) 
NO = Toro] 
м. 1-é, 


Sayi tea! 
Determinamos R(t), T(£) e N(£), para t = 2. 
R(2) = 2i + 12] TQ) = 3i + $j N(2) = $i — 3j 


O esboco pedido está na Figura 1. 
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De (1), |. 
D;R(t) = |D ROTO | (3) 


Essa equação expressa o vetor D;R(t) como o produto de um escalar pelo ve- 
tor tangente unitário. A Figura 2 mostra parte de uma curva C com a represen- - 
tação posicional de R(t) e as representações de T(t) e D;R(t) cujos pontos ini- 
ciais estão no ponto P em C. 

Agora usaremos (3) para calcular D?2R(t), aplicando o Teorema 14.4.8. 


D?R() = (DJ|D;RGJT() + рвет) (4) 
De (2), 

D, T(t) = D, TOINE) 
Substituindo em (4), obtemos 

D/R() = (D||D;R(J)T() + (PROI ID (оч) (5) 


Essa equação expressa o vetor D? R(t) como a soma do vetor tangente unitá- 
rio multiplicado por um escalar e do vetor normal unitário multiplicado por 
um escalar. O coeficiente de T(t) no segundo membro de (5) é a componente 
de D? R(t) na direção do vetor tangente unitário. O coeficiente de N(t) no se- 
gundo membro de (5) é a componente de D? R(t) na direção do vetor normal 
unitário. i 

A Figura 3 mostra a representação posicional de R(t) e a mesma parte da 
curva C, mostrada na Figura 2. Também na Figura 3 estão as representações 
dos seguintes vetores, todos eles tendo os pontos iniciais no ponto P em C: 


р?) т (рр) NO (IDR TONO 


Observe que a representação do vetor normal unitário N(t) está no lado cónca- 
vo da curva. Esse fato está provado em geral, na Secção 14.7. 

Algumas vezes, em vez de um parámetro f, queremos usar o parámetro s, 
que é o comprimento do arco compreendido entre um ponto arbitrariamente 
escolhido Py(Xo, Yo) na curva C e o ponto P(x, y) na mesma curva. Vamos su- 
por que s seja crescente quando / cresce; assim, s será positivo se o comprimen- 
to do arco for medido na direção crescente de t e será negativo, se o compri- 
mento de arco for medido na direcáo oposta. Portanto, s é uma distáncia orien- 


tada. Também, Z > 0. A cada valor de s corresponde um único ponto P 


sobre a curva C. Conseqüentemente, as coordenadas de P são funções de s, e 
s é uma função de t. Da Secção 14.5 temos 
ds 


[pro = 2 


Substituindo. em (3), obtemos 
ds 
.DR(t) = — 


Se o parâmetro for s em vez de t, temos dessa equação, tomando 1 = se 


levando em conta que r3 = 1, 


D,R(s) = T(s) 


Vamos enunciar esse resultado como um teorema. 
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. Vetores no Plano e Equações Paramétricas 


Se a equação vetorial de uma curva C for R(s) = f(s)i) + g(s)j, onde sé a medi- 
da do comprimento de arco entre um dado ponto P, em C e o ponto P, então 
o vetor tangente unitário de C em P será dado por 


Тв) = DR(s) 


se existir. 


Suponha agora que as equações paramétricas de uma curva C envolvam um 
parámetro f, e queremos encontrar as equagóes paramétricas de C, com s, o 
comprimento de arco medido a partir de um ponto fixo, como parámetro. Fre- 
qüentemente as operações envolvidas são bastante complicadas. Mas, o méto- 
do usado será ilustrado no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 2 Suponha que as equacóes paramétricas da curva C sejam 
х= e у= 1 г> 0 


Ache as equações paramétricas de C tendo s como um parámetro, onde 5 é о 
comprimento de arco medido a partir do ponto onde t = 0. 


Solucáo O ponto onde t = 0 é a origem. Uma equação vetorial de C é 
R(t) = Pi + t?j 
Como P = |D,R(n)|, diferenciamos o vetor acima e obtemos 


DRG) = 3121 + 2tj 
DRO] = 4/9: + 412 
= 4/02 4/92 +4 
= 14/902 +4 (poist > 0) 


Logo, 


= = 14/912 +4 
s= fer +44 
= for + 4(18t dt) 


= dU +42 + С 
Como 5 = 0 quando t = 0, obtemos С = —i. Logo, 
s = (t + 4? — E 
Resolvendo para f em termos de s, temos 
(9:2 + 4)3/2 = 275 + 8 
9t? + 4 = (275 + 8)2/3 
Сото t > 0, 
(3075 BETA | 
Substituindo esse valor de £ nas equações paramétricas de C, obtemos 
х = 31075 + 89 —4|^? e у = 10275 + 8y^ В 4] (6) 


14.7 Curvatura 


Como D,R(s = T(s). então se R(S) = x(s)i + yoj, T(s) = 


t (2). Assim, como T(s) é um vetor unitário, 


ES 
(е) + (@ zu 


(7) 


A equação (7) pode ser usada para testar as equações (6). Esse teste será deixa- 
do como exercício (veja o Exercício 17). 


EXERCÍCIOS 14.6 


Nos Exercícios de 1 a 10, ache, para a curva dada, T(t) e N(f) 
e, em t = t, faça um esboço de uma parte da curva e trace as 


representações de T(t;)) e N(t,) com ponto inicial em t = 


. x=} t, y=t;t,=2 
. R() 2 eie t, = 0 
. R(t) = 3 cos ti + 3sen tj; t, = ix 

. x = æ sent, у = e cos t; t, = 0 

. x = cos kt, y = senkt, k > 0; t, = п/к 


Фоо ме (л (om 


і. 


2. x=3 у= 13; 1, = 1 
4. R(t) 2e ^i + ejt, = 0 


х = 1 — sent, у = 1 ~ cost; t = л 
R(t) = In cos ti + Insen tj, 0 < < іл; t, = іл 


. R() = t cos ti + tsen tj; t, = 0 


Nos Exercicios de 11 a 16, ache T(t) e N(t). 


п. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


O 


FIGURA 1 


R(t) = t?^i + ej 

R(t) = ti + cosh t t 2 0 

R(t) = sen? ti + cos? tj 0< t & 1n 
R(t) = 1+ 121+ 6) 

R(t) = 41 + 2t?j 

R(t) = (1 + t)i + In cos tj 


Teste as equações (6) da solução do Exemplo 2, usando a 
equação (7). 


Nos Exercícios de 18 a 23, ache as equações paramétricas da curva 
tendo o comprimento de arco s como parámetro, onde s é medido 
a partir do ponto onde t = 0. Comprove o seu resultado usando 
a equação (7). 


18. 
20. 
21. 
23. 


24. 


25. 


27. 


28. 


x=acost,y=asent 19. x 22-- cost, y=3+sent 
x = 2(соѕ t + t sent), y = 2(sent — t cos t) 
y = х3? 22. x= =l у= 13 
От vértice da hipociclóide de quatro vértices: 

R(t) = a cos? ti + a sen? tj 0S1t< +. 
Dada a ciclóide x = Mt — sen £), y = 2(1 — cos Г), expresse 
o comprimento de arco s como uma função de 1, onde s é 
medido a partir do ponto onde £ = 0. 
Dada a curva com equações paramétricas x = е! coste 
y = æ sen t, expresse o comprimento de arco 5 como uma 
função de ft, onde s é medido a partir do ponto onde t = 0. 


. Se a equação vetorial da curva C for R(t) = 2 sen fi + sen 24, 


ache о co-seno do ángulo entre os vetores R(zz) e T(z7). 
Se a curva C tiver R(t) = 31% + (t? — 30} como equação 
vetorial, ache o co-seno do ángulo entre os vetores R(2) e T(2). 
Se a curva C tiver R(£) = (4 — 30)і + (£? — 3£)j como 
equação vetorial, ache a medida em radianos do ángulo en- 
tre os vetores N(1) e D?R(1). 


14.7 CURVATURA A geometria diferencial e o movimento curvilíneo (movimento ao longo de uma 
trajetória curva) envolvem o estudo de curvas através do cálculo de funções com 
valores vetoriais. Um conceito importante nesse estudo é o de curvatura, que 
dá a taxa de variação da direção de uma curva em relação à variação em seu 
comprimento. Relacionado com esse conceito está o ângulo que dá a direção 
do vetor tangente unitário associado à curva C. Portanto, seja é o ângulo, em 

c. Т radianos, medido a partir da direção do eixo x positivo no sentido anti-horário 
até a direção do vetor tangente unitário T(t); veja a Figura 1. Calculamos 
$ D,T(t). Como |T(t)| = 1, segue da equação (5) da Secção 14.1 que 


T(t) = cos di + sen øj 


Diferenciando em relação a ø, obtemos 


DjT() = -sen di + cos gj 


x Uma vez que D,T(t) 
unitário. Mais tarde, nesta secção, mostraremos a relação entre o vetor D,T(t) 


(—sen ø} + (cos ø}, que é 1, D,I(t) é um vetor 


e o vetor normal unitário N(t). 
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Para chegar à definição de curvatura, vamos considerar o vetor D,T(t), on- 
de s é o comprimento de arcó medido desde um ponto arbitrariamente escolhi- 
do em C ao ponto P, com s crescente quando / cresce. Pela regra da cadeia 
(Teorema 14.4.9), 


dp 
T(t) = D4T(t) — 
DT) = D,T() = 
Logo, 
аф 
= та) E 
[pon = [ото | 
do 
= ipto] e 
Como р/т é um vetor unitário, [р,Т(0)| = 1; assim, 
21.4% | 
ipo [E Ф 
О nümero ELA é o valor absoluto da taxa de variacáo da medida do ángulo 


que dá a direção do vetor tangente unitário T(t) num ponto da curva em rela- 
cáo à medida de arco ao longo da curva. Esse nümero é o que definiremos co- 
mo a curvatura da curva no ponto; contudo, antes de dar a definição formal, 
vamos mostrar que ele é consistente com a nossa noção intuitiva de curvatura. 
Por exemplo, num ponto P em C, é é a medida em radianos do ángulo que dá 
a direção do vetor T(t), e sé o comprimento de arco em C desde P, até P. Se- 
ja Q o ponto em C para o qual a medida em radianos do ángulo que dá a dire- 
ção de T(t + Ar) em Qé ó + Дф, es + As é o comprimento de arco de P, 
a О. Então, o comprimento de arco de P a О será As e a razão A$/As parece 
ser uma boa medida do que consideramos intuitivamente ser a curvatura média 
ao longo do arco PQ. | 


> ILUSTRAÇÃO 1 Veja a Figura 2(a), (b), (c) e (d): em (a) Ap > De As > 0; 
em (b) АФ > 0ед < 0; ет (с) Ad < Oe As > O;eem (d) Ag < Oe As < 0. 

4 
У 


Р, 


о 


Аф < 0 As > 0 
(о) 
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Vamos definir agora o vetor curvatura, seu módulo e a curvatura de uma 
curva em um ponto. 


Se T(t) for o vetor tangente unitário à curva C no ponto P, s for o comprimen- 
to de arco medido a partir de um ponto arbitrariamente escolhido em C até P, 
e s for crescente quando f cresce, então o vetor curvatura de C em P, denotado 
| por K(/), será dado por 


K(r) = DIH) 
A curvatura de C em P, denotada por K(t), é o módulo do vetor curvatura, isto é 
K) = DIO] 


Observe que substituindo (1) na fórmula para K(t) da Definição 14.7.1, po- 
deríamos também definir a curvatura K(f) como sendo 


K() = E 


Para encontrar o vetor curvatura e a curvatura para uma determinada curva 
é conveniente ter uma fórmula que expresse o vetor curvatura em termos das 


, derivadas em relação a t. Pela regra da cadeia, 


рд = DS 


ds 


Da Secção 14.5, m | DR(t)| . Assim, 
рт = [D,T(c)]//D,R(0)| 
D,T(t) 
DT(t) 2 = ———- 
TO = Toro 


Substituindo na fórmula para K(/) da Definição 14.7.1, obtemos 


DI) 


K(t) = —— 2) 
[DRO] | 
Como K() = |К(ї)|, a curvatura é dada рог 
РТ | 
TEA o 
IDR(9] 
EXEMPLO 1 Dada a circunferência com raio a: 
х = q cos ft y = a sent а> 0 


ache o vetor curvatura е а curvatura em qualquer f. 
Solucáo A equacáo vetorial da circunferéncia é 


R(f) = a cos fi + a sen tj 
Assim, 


DQR(t) = —asen й + a cos 4 [DR] 


J(—a sen t}? + (a cos ty 


= q 
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Logo, 
DR(t) | | 
Т(у= ===> = _ 
IDR | рта) cos fi sen tj 
= —sen fi + cos tj 
DT) cost. sent, 
_ЭАЧ)_ „_ ¿OS ; 
| DRQ)] a 


Portanto, o vetor curvatura e a curvatura sáo dados por 


IK()] 
1 


a 


K(t) = ЕЕ 7 ti — ben і K 
а а 


О resultado do Exemplo 1 estabelece que a curvatura de uma circunferéncia 
é constante, como seria de se esperar. Além disso, é o inverso do raio. 
Vamos agora retornar ao vetor unitário D,T(t) definido por 


D,T(t) = -sen di + cos dj (4) 
Como T(f) tem módulo constante, segue do Teorema 144.11 que D,¿T(() é orto- 


gonal a T(t). Substituindo — sen ø por cos(t + ø) e cos ø por ѕеп(ул + $), 
escrevemos (4) como 


D,T(t) = cos(+ + di + sen(im + di 
Assim, o vetor D,T(t) é um vetor unitário ortogonal a T(t), fazendo um án- 


gulo com T(t) de +, no sentido anti-horário. O vetor normal unitário N(£) 
também é ortogonal a T(t). Pela regra da cadeia, 


TO = DT) É 


Como N(t) e D,T(t) têm o mesmo sentido, segue dessa equação que o sentido 


dé 


de N(t) será o mesmo de D,T(t) se "dE > 0 (isto é, se T(t) gira no sentido anti- 


horário quando / for crescente), e o sentido de N(t) é oposto ao de D,T(t) se 


22. < 0 (isto é, se T(£) gira no sentido horário quando t for crescente). Como 
ambos D,T(t) e N(f) são vetores unitários, concluímos que | 
а 
N(t) d >0 
D¿T(t) = 
Ме) se 20 «0 
dt 


» БОРИО y Na Figura 3(a), (b), y^ e (d) várias situações são mostradas; 


em (a) e (b, PÉ -0,eem(c)e (a), E < 0. A direção positiva ao longo 


da curva С S. diii pela ponta da in em C. Em cada figura estáo dese- 


nhados os ángulos medidos em Ө rad e as representações dos vetores T(t), 
D,T(t) e мг). 4 
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Observe, na Figura 3, que a representação do vetor normal unitário N(t) está 
sempre no lado cóncavo da curva. 

Suponhamos que exista uma curva C e que num dado ponto P a curvatura 
exista, sendo K(t), onde K(t) 4 0. Consideremos а circunferência que é tan- 
gente à curva C em P e tem curvatura K(t) em P. Do Exemplo 1, o raio dessa 
circunferência é 1/K(t) e o centro está sobre a reta perpendicular à reta tangen- 
te na direção de N(t). Essa circunferência é chamada de circunferência de cur- 
vatura e seu raio é o raio da curvatura de C em P. A circunferência de curvatu- 
ra é chamada, às vezes, de circunferência osculadora. 


14.7.2 DEFINIÇÃO | Se K(£) for a curvatura de uma curva C num ponto P e K(t) = 0, então o raio 
de curvatura de C em P, denotado por p(t), será definido por 


p(t) = 


NN, 
K(t) 


EXEMPLO 2 Dado que uma equagáo vetorial de uma curva C é 
R(t) = 2ti + (£? — Dj 


(a) Ache o vetor tangente unitário, a curvatura e o raio de curvatura em t = 1. 
(b) Faca um esboco de parte da curva, do vetor tangente unitário e da circunfe- 
rência de curvatura em t = 1. 


Solução 
DRO-2i-25g —|D,R(QOJ|| = 2/1 + e? 
D,R(t) 
107 TRO 
‚ы ШЕКЕ cs 
1+2 Л+? 
DA тти Ө eo 
(+e (epe 
D/T() 
“O= Трк 
t f 1 | 
“Carepa ey! 
к@) = [[K(o)] 
p e 1 
| E ta 
FIGURA 4 1 
Tabela 1 = 20 + Py? 
t X 
EUN IEEE (a) та) = Gigi ко => ба) = 4,2 
A | x (b) A Figura 4 mostra o esboço pedido. A Tabela 1 dá os valores de x e de y 


2 4 3 quando té -2, —1,0,1е2. 
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Vamos obter agora uma fórmula para calcular a curvatura diretamente das 


equações paramétricas da curva, x = f(t) e y = g(t). Como K(t) = Ea , 
. dé 
calculamos primeiro ds" 
4ф 
do dr 
ds — ds 
dt 
Com a hipótese de que s é crescente quando f cresce, rl > 0. Assim, 
do 
d dt 
е do (5) 
5 dx? (dy 
d) "Var 
dó 


Para encontrar "dr observamos que sendo ø a medida em radianos do ángulo 


que dá a direção do vetor tangente temos, tg é = 2, Logo, 


Derivando implicitamente em relação a t ambos os membros da igualdade aci- 
ma, obtemos 


dx\ (d?y dy f d?x 
46 Ga )- а) (а) 
а) (2) (а) а) 
а - dt JVdt? ла di? (6 
sec 2163 


Como sec? ø = 1 + tg? ø, temos 


sec? É 


Substituindo essa expressão de sec? ø em (6), temos 
dx (d?y dy ( d?x 
se a2) - (n (as) 
dto dx? (ауү 
(а) (a) 
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, temos 


Substituindo o resultado em (5), e como K(t) = ES 


GA + (Г 


EXEMPLO 3 Ache a curvatura da curva do Exemplo 2 usando a fórmula (7). 


(7) 


Solucáo As equações paramétricas de C sáo x = 2t e y = t? — 1. Logo, 


dx dex dy d?y 
u? a7 qo! qo? 
Assim sendo, de (7), 
[2(2) — 240)] 
КӨ = toy: + age] 
4 


(4 + 40237 


1 
201+ 2)? 


Suponha que a equação cartesiana de uma curva seja dada em uma das duas 
formas y — F(x) ou x = G(y). Casos especiais da fórmula (7) podem ser usa- 
dos para encontrar a curvatura da curva em tais situacóes. 

Se y — F(x) for uma equacáo de uma curva C, um conjunto de equacóes 
paramétricas de C será x = te y = F(t). Então, | 

dx d?x dy dy dy а?у 


dt de dt dx а? dx 


Substituindo em (7), obtemos 


dx? 
T dy y 3/2 
1 Y 

| + (2 


Da mesma forma, se uma equação de uma curva C for x = G(y), 


(8) 
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EXEMPLO 4 Se uma curva C tem uma equação 
_1 
у= х 


ache o raio de curvatura de C no ponto (1, 1), e faça um esboço da curva e 
da circunferéncia de curvatura em (1, 1). 


Solucáo 
dy. 1! dy 2 
dx x? dx? x? 


2 


FIGURA 5 


EXERCÍCIOS 14.7 


Nos Exercícios de 1 a 4, ache a curvatura K e o raio de curvatura 
p no ponto onde t = t,. Use a fórmula (3) para encontrar К. 
Faça um esboço mostrando uma parte da curva, o vetor tangen- 
te unitário e a circunferência de curvatura em t = t. 


1. R() = ti + (2t + Dit, =1 

2. R(t) = (t? —-2ti + (D —0j t, = 1 
3. R(t) = 2еї + 2e^'j t, =0 

4. R(t) = зеп ti + sen2tj; t; = ia 


Nos Exercícios 5 e 6, ache a curvatura K usando a fórmula (7). 
Então ache К e p no ponto onde t = t, e faça um esboço mos- 
trando uma parte da curva, o vetor tangente unitário e a circun- 
feréncia de curvatura em t = t. | 


Nos Exercícios de 7 a 14, ache a curvautra K e o raio de curvatu- 
ra p no ponto dado. Faça um esboço mostrando uma parte da 
curva, parte da reta tangente e a circunferéncia de curvatura no 
ponto dado. 


7. y = 24 x; (0, 0) 
9. у= ех; (0, 1) 


Calculamos K a partir de (8) e entáo p = 1/K. 


_ (x* + 1)? 
ПИШЕТ 


Logo, em (1, 1), р = 4/2. O esboço pedido está na Figura 5. 


12. 4х2 + 9y? = 36; (0, 2) 
14. x = tg y; (1,41) 


11. x = sen y; (À, Іл) 


13. x = Jy 1; (2, 5) 


Nos Exercícios de 15 a 22, ache o raio de curvatura num ponto 
genérico da curva. 


15. y = sen^! x 16. y = In sec x 
17. 4x? — 9y? = 16 18. x=tg"! y 
19, x!/? + y? = а!? 20. R(t) = e'sen ti + e! cos tj 


21. A ciclóide x = a(t — sen t), у = a(l — cos t) 


. t 
22. A tratriz x = t — a tgh PE У = a sech — 


23. Mostre que a curvatura da catenária y = a cosh (x/a) num 
ponto qualquer (x, y) da curva é a/y?. Trace a circunferén- 
cia de curvatura em (0, a). Mostre que a curvatura K é um 
máximo absoluto no ponto (0, a), sem se referir a K (x). 


Nos Exercícios de 24 a 28, ache um ponto na curva dada no qual 
a curvatura é um máximo absoluto. 

24. y=e* 25. y = 6x — x? 26. y = sen x 

27. R(t) = Qt — 3i + (t? —1j 28. у= х? - 2x + 3 
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29. Ache uma equagáo da circunferéncia de curvatura de y = P(x, y) sáo dadas por 
= e* no ponto (0, 1). 
a d dy? dyV 
30. Se uma equação polar de uma curva for r = F(6), prove que (2) | + (2) ] (2) + 1 
a curvatura К será dada pela fórmula _ dx dx - dx 
XQ—x— 2 У. = у + 2 
Фу dy 
dx? dx? 


dry? d?r 
?Ü-2|—)-r|— 
40 do? 
К = “OTTO (APR Nos Exercícios de 36 a 38, ache a curvatura K, o raio de curva- 
| + (5) | tura p e o centro de curvatura no ponto dado. Faça um esboço 


da curva e a circunferéncia de curvatura. 


36. y = In x; (1, 0) 37. y = x* — x^; (0, 0) 
Nos Exercícios de 31 a 34, ache a curvatura K e o raio de curva- Ld 
tura р no ponto indicado. Use a fórmula do Exercício 30 para 38. y = cos x; 3n, 3) 


achar K. Nos Exercícios de 39 a 42, ache as coordenadas do centro de cur- 
31. r = 4 cos 20,0 = бл 31.r—-1-—sen6; 0-0 vatura num ponto qualquer. 
33. r = a sec? 1060 = 2л 34. r=00;0=1 39. y? — Apx 40. y? = ax 

41. R(t) = acos ti + bsentj 42. R(t) = a cos? ti + a sen? tj 


35. O centro da circunferéncia de curvatura de uma curva C em 
um ponto P é chamado de centro de curvatura ет P. Prove 43. Mostre que a curvatura de uma linha reta é zero em qual- 
que as coordenadas do centro de curvatura de uma curva em quer ponto da reta. 


14.8 MOVIMENTO PLANO Nossa discussão anterior sobre movimento de uma partícula ficou restrita ao 
movimento retilíneo. Definimos entáo a velocidade e a aceleracáo de uma par- 
tícula em movimento ao longo de uma linha reta. Considere agora o movimen- 
to de uma partícula ao longo de uma curva no plano, chamado de movimento 
curvilíneo. 

Suponha que C seja uma curva plana com equações paramétricas x = f(t) 
e y = g(t), onde t denota o tempo. Então, 


R(t) = fi + o(0) 


é uma equação vetorial de C. Enquanto f varia, o ponto final P(f(t), g(t)) de 
OP move-se ao longo da curva C. A posição após t unidades de tempo para 
uma partícula movendo-se ao longo de C é o ponto P(f(t), g(t)). O vetor velo- 
cidade da partícula no instante £ é definido como sendo R''(t), sendo denotado 
por V(t). 


Seja C a curva tendo equações paramétricas x = f(t) e y = g(t). Se uma partí- 
cula estiver se movendo ao longo de C de tal forma que sua posição em qual- 
quer instante t seja o ponto (x, y), então a velocidade instantânea da partícula 
no instante £ será determinada pelo vetor velocidade 


V() = Fi + gi 
se f' (t) e g'(f) existirem. 


14.8.1 DEFINICÁO 


Como a direção de R'(£) no ponto P(f(t), g(t)) é ao longo da reta tangente 
à curva C em Р, o vetor velocidade V(t) tem o mesmo sentido de R'(/) em Р. 

O módulo do vetor velocidade é uma medida da velocidade escalar da partí- 
cula no instante / sendo dada por 


[УО = VLAOP + [907 (1) 


Note que a velocidade é um vetor e a velocidade escalar é um escalar. Confor- 
me foi mostrado na Secção 14.5, a expressão do segundo membro de (1) é ds/dt. 
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FIGURA 1 
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Assim sendo, a velocidade escalar é a taxa de variação de s em relação a f, e 
escrevemos 


Ive = E 


O vetor aceleração da partícula no instante t é denotado por A(t), sendo de- 
finido como a derivada do vetor velocidade ou, equivalentemente, a derivada 
segunda do vetor posicáo. 


A aceleração instantánea no instante £ de uma partícula movendo-se ao longo 
de uma curva C, tendo como equações paramétricas x = ft) e y = g(t), é deter- 
minada pelo vetor aceleracáo 


AM = V(t) e Alt) = R'(t) 
onde R(t) = f(t)i + g(t)j e R"(t) existe. 


A Figura 1 mostra as representações do vetor velocidade e do vetor acelera- 
cáo cujo ponto inicial é o ponto P em C. 


EXEMPLO 1 Uma partícula está se movendo ao longo da curva tendo como 
equacóes paramétricas 
=4cosit e y-4sendt 


Se x e y são medidos em centímetros, ache a velocidade escalar e o módulo do 
vetor aceleração da partícula em ї segundos. Faça um esboço da trajetória da 
partícula, e trace as representações do vetor velocidade e do vetor aceleração 
tendo como ponto inicial t = +7. 


Solução Uma equação vetorial de C é 
R(t) = 4 cos Jti + 4 senitj 
V(t) = R'() | А() = V'(t) 
= —2senáti + 2 cos itj = —cos $ti — sentj 
IIVO!| = J(—2 sen 31)? + (2 cos 31)? ЈА(9|| = (— cos 31)? + (—sen 31)? 
= y4 sen? ft + 4 cos? + =1 
=2 


Logo, a velocidade escalar da partícula é constante, sendo 2 cm/s. O módulo 
do vetor aceleracáo também é constante, sendo 1 cm/s?. 

Eliminando £ entre as equações paramétricas de C, obtemos a equação car- 
tesiana 


x? + y! 216 


que é uma circunferéncia com seu centro na origem e raio 4. Agora encontrare- 
mos o vetor velocidade e o vetor aceleração para t = 47. 


Ул) = —2senizi-42cosinj An) = —cos ¿ni — sengaj 
= –і + 4/3) = 1/31 – 1 
A direção de V(57) ё dada por 
tg 0, = — 3 in«0,«mn 


FIGURA 2 


FIGURA 3 
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e a direção de A(+7) ё dada por 


ea 


tg0,=—= n<0,<3in 


Assim, 0, = 2ле 0, = Гл. A Figura 2 mostra a trajetória da partícula e as 
representações do vetor aceleração e do vetor velocidade, tendo ponto inicial 
onde t = 4л. 


EXEMPLO 2 A posição de uma partícula em movimento no instante 7 é da- 
da pela equação vetorial 


R(t) = e ?'i + 3ej 
Ache V(2), А(0), | V(D], |A()|. Faça um esboço da trajetória da partícula e 
das representações do vetor velocidade e do vetor aceleração, tendo ponto ini- 
cial onde t = 4. 
Solução 
V(t) = R'(t) A(t) = V'(t) 
= —2e Yi + 3e'j = 4e" ^i + 3e'j 
Ivo] = 4e7* + 9e?! l|A(t)]| = 16e" *' + 9g?! 
|М) = 44e7? + 9e JA)! = /16e7? + 9e 
x 5,00 а 5,16 
As equacóes paramétricas da trajetória da partícula sáo 
2t 


x=e e y=3e 


Eliminamos f entre essas equações, obtendo 


1 y 
2t 7. eg?! => 
E x Б 9 
1 y 
x 9 
xy? = 9 


Como х > 0e y > 0, a trajetória da partícula é a parte da curva xy? = 9 
no primeiro quadrante. A Figura 3 mostra a trajetória da partícula e as repre- 
sentações do vetor velocidade e do vetor aceleração quando t = +. A inclina- 
ção da representação de V(+) é je”? = — 6,7, e a inclinação da representação 
de A(3) é Ge”? = 3,4. 


Vamos deduzir agora as equações do movimento de um projétil, supondo que 
esse movimento aconteça num plano vertical. Vamos supor também que a úni- 
ca força atuando sobre o projétil seja seu peso, que tem seu sentido voltado 
para baixo e uma intensidade de mg N, onde m é sua massa e g m/s? é a ace- 
leração constante causada pela gravidade. Estamos desprezando a força atri- 
buída à resistência do ar (que não apresenta efeitos sensíveis para corpos pesa- 
dos movendo-se com pequenas velocidades escalares). O sentido positivo é to- 
mado verticalmente para cima e horizontalmente para a direita. 


FIGURA 4 
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Suponha, entáo, que um projétil seja atirado por um revólver, com um án- 
gulo de elevacáo medido em a rad. Seja v, o número de metros por segundo 
da velocidade escalar inicial ou velocidade na boca da arma. Os eixos coorde- 
nados estáo dispostos de tal maneira que a arma esteja localizada na origem. 
Consulte a Figura 4. O vetor velocidade inicial, V,, do projétil é dado por 


Vo = у, cos ai + v, sen aj (2) 


Seja t s o tempo decorrido desde que a arma foi disparada, seja x a distáncia 
horizontal percorrida pelo projétil entre o instante inicial e ts, e y m, a distáncia 
vertical percorrida pelo projétil entre o instante inicial e £ s. R(£) é o vetor posi- 
ção do projétil em : s, V(t) é o vetor velocidade do projétil em ts, e A(t)é o 
vetor aceleração do projétil em t s. 

Como x é uma função de t, escrevemos x(t). Da mesma forma, y é uma fun- 
ção de t e escrevemos y(t). Então, 


. R(t) = x(t)i + y(0)j 
V(t) = R'(t) 
A(t) = V'(t) 


Como a ünica forca atuando no projétil tem uma intensidade de mg N e está 
dirigida para baixo, entáo, se F denotar essa forca, 


Е = —mgj (3) 


А segunda lei do movimento de Newton afirma que a forca que age sobre 
um corpo é igual a ““massa vezes aceleracáo””. Assim, 


F — mA 


Do estabelecido acima e de (3), 


тА = —mgj 
А = —gj 
Como A(t) = У (2), temos, do resultado, 
V'(t) 2 — gj 


Integrando ambos os membros em relação a г, obtemos 
V(t) = —gtj + С, (4) 


onde C, é um vetor constante de integração. 
Quando t = 0, У = Vo. Assim C, = V,. Logo, de (4), 


V(t) = —gtj + Vo 
ou, como V(t) = R'(t), 
R'(t) = —gtj + Vo 
Integrando ambos os lados dessa equação vetorial em relação a t, obtemos 
R(t) = —igt^j + Vot + C, 


onde C, é um vetor constante de integração. 
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Quando t = 0, В = 0 pois o projétil está na origem, no começo. Assim, 
С, = 0. Logo, 


R(t) = —igt?^j + Vot 

Substituindo o valor de V, de (2) no resultado acima, obtemos 

R(t) = —3gt?j + (v, cos ai + vo senaj)t 

R(t) = tv, cos ai + (tv, sena — ¿gt?)j (5) 
A equação (5) dá o vetor posição do projétil no instante em que o tempo de- 


corrido é de ts. A partir dessa equação podemos discutir o movimento do pro- 
jétil. Em geral estamos interessados nas seguintes questões: 


1. Qual é o alcance do projétil? O alcance é a distância | OA | ao longo do eixo 
x (veja a Figura 4). 

2. Qual é o tempo total de vôo, isto é, o tempo que o projétil leva para ir de 
O até 4? 

3. Qual é a altura máxima do projétil? 

4. Qual é a equação cartesiana da curva percorrida pelo projétil? 

5. Qual é o vetor velocidade do projétil no impacto? 


Essas questões estão respondidas no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 3 Um projétil é atirado de uma arma com um ângulo de elevação 
cuja medida em radianos é tz. Sua velocidade na boca da arma é 480 m/s. 
Ache (a) o vetor posição do projétil em qualquer instante; (b) o tempo de vôo; 
(c) o alcance; (d) a altura máxima; (e) o vetor velocidade no impacto; (f) o vetor 
posição e o vetor velocidade em 2 s; (g) a velocidade escalar em 2 s; e (h) a equa- 
ção cartesiana da curva percorrida pelo projétil. 


Solução De (2) com v, = 480 e a = 47, o vetor velocidade inicial é 
Vo = 480 cos ini + 480 sen ¿aj 
= 2404/31 + 240j 
(a) Podemos obter o vetor posição em / s, aplicando (5); obtemos então 


R(t) = 240.,/3ti + (240t — 3gt?)j 


Fazendo g = 9,8 temos 


R(t) = 240435 + (240t — 4,9£?)¡ (6) 
Assim, se (x, y) for a posição do projétil em ts, 
x = 2404/31 e у = 240t — 4,91? (7) 


(b) Para determinar o tempo de vôo, precisamos encontar ѓ quando y = 0. To- 
mando y = 0 na segunda equacáo em (7), temos 


2401 — 4,91? = 0 
1(240 — 4,91) = 0 
і = 0 t = 49 


O valor £ = 0 ocorre quando o projétil é disparado. O valor £ = 49 dá о 
tempo де убо. Assim sendo, o tempo de vóo ё de 49.5. 
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(c) Para achar o alcance, determinamos x para t = 49. Da primeira equação em 
(7) com t = 49 obtemos x = 11.760V3. Logo, o alcance ё 11.760/3 т = 20.369 m. 
(d) A altura máxima é obtida quando a componente vertical do vetor velocidade 


é 0, isto é, quando 2. = 0. Calculamos 2 a partir da segunda equação 
de (7) e obtemos 
dy 
— = 240 — 9,8t 
dt 


d 
E do — 
xpressando - 7 


= 0 obtemos / = 24,5, que é a metade do tempo total 


de vôo. Quando f = 24,5, y = 2.938,8. Assim sendo, a altura máxima obti- 
da é de 2.938,8 m. 

(e) Como o tempo de vôo é 49 5, o vetor velocidade no impacto é V(49). Como 
V(r) = R'(?), entào, de (6), 


VC) 
V(49) 


24043i + (240 — 9,80)j 
24043i — 240,2] 


(8) 


(f) Set = 2 em (6) e (8), temos 


R(2) 
(в) Y| 


In 


I 


480/3i + 460,4j 
(240,3)? + (220,4) 
(415,72 — (220,4) 


470,5 m/s 


VQ) = 24043i + 220,4} 


Logo, em 2 s a velocidade escalar é 470,5 m/s. 

(h) Para encontrar a equação cartesiana da curva percorrida pelo projétil, elimi- 
namos t entre as equações (7). Substituindo o valor de £ da primeira equa- 
ção na segunda, temos 


y 


1 


J3 


y 


aof TN ) 9 ZI 24017 ) 


Goa)" 
—— |х 
24043 


que é uma equação de uma parábola. 


EXERCÍCIOS 14.8 


Nos Exercícios de 1 a 8, uma partícula está se movendo ao longo 
da curva, tendo as equações paramétricas dadas, onde t s é o tem- 
po. Ache: (a) o vetor velocidade V(t); (b) o vetor aceleração A(t); 
(c) a velocidade escalar em t = ty; (d) o módulo do vetor acele- 
ração em t = ty. Faça um esboço da trajetória da partícula e 
trace as representações do vetor velocidade e do vetor acelera- 
ção em t = 1). 


1. x 2t? +4 y=1t-2t,=3 

2. x=In(t-D,y=-1;t,=3 
3. x = 5cos 2t, y = 3sen2t; ti = iz 
4. x -2/t, у= —itt, = 4 

5 


. x =t, у = Ìn sec t; t, = in 


6. x = 2 cos t, y = 3 sent; t, = іл 
7. x=sent, y = tg t, = in 


Nos Exercícios de 9 a 16, a posição de uma partícula no instante 
t s é determinada por uma equação vetorial. Ache: (а) V(t); (b) 
A(t); (c) (Vl; (d) [AGO |. Faça um esboço de uma parte 
da trajetória da partícula contendo a posição da partícula em 
t = t e trace as representações de V(t|) e A(tj), tendo como 
ponto inicial aquele dado por t = t. 


9. R(t) = Qt — Di + (2 + 0j t, = 3 
10. R() = (1 — ji + (C — Dj; t = —1 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


14.9 


R(t) = eli + е2); t, = 1 2 

R(t) = (22 + 301 + (1530; t, =3 

R(t) = cos 2ti — 3 sen tj; t, = x 

R(t) =e 'i + е2; t, = 1а 2 

R(t) = 41 — cos t)i + 2(1 — sen £)j; t, = ёл 
R(t) = In(t + 2i + 102); 1, = 1 


Nos Exercícios de 17 a 20, ache o vetor posicáo R(t). 


17. 


18. 
19. 
20. 
21. 


22. 


ү алт D i-(t-- Dj e R(0)=3i+2j 


V(t) = Qt — Di+ 3172), e R(1) 2 4i — 3j 

A(t) —e + 2e? V(0) = 2i +j, e В(0) = 3j 

A(t) = 2 cos 2ti + 2 ѕеп 21}, V0) =i +j, e В(0) = ii — 1j 
Um projétil é atirado por uma arma, num ángulo de ele- 
vacáo de 45%, com uma velocidade na boca da arma de 
2.500 cm/s. Ache (a) o alcance do projétil; (b) a altura má- 
xima atingida; (c) a velocidade no impacto. 

Um projétil é atirado por uma arma com um ángulo de ele- 
vação de 60º. A velocidade na boca da arma é de 160 m/s. 
Ache (a) o vetor posição do projétil em 4 s; (b) o tempo de 
vóo; (c) o alcance; (d) a altura máxima atingida; (e) a veloci- 


` dade no impacto; (f) a velocidade escalar em 4 s. 


23. 


Um projétil é atirado do alto de um edifício por uma arma, 
formando um ángulo de 30? com a horizontal. Se a veloci- 
dade na boca da arma é 1.600 cm/s, ache o tempo de vóo 
e a distáncia do ponto onde cai o projétil até a base do 
edifício. 
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24. A velocidade na boca de uma arma é de 160 m/s. Sob que 


25. 


21. 


28. 


29 


. 


30. 


ángulo de elevação deve ser disparada a arma para que o pro- 
jétil atinja um objeto no mesmo nível que a arma e a uma 
distáncia de 400 m dela? 

Qual é a velocidade na boca de uma arma, se um projétil dis- 
parado por ela tem um alcance de 2.000 m e atinge uma al- 
tura máxima de 1,000 m? 


. Uma bola é atirada horizontalmente, de cima de um penhas- 


co com 256 m de altura, com uma velocidade inicial de 50 
m/s. Ache o tempo de vóo da bola e a distáncia entre a base 
do penhasco e o ponto de queda. 

Uma pessoa atira uma bola com velocidade escalar inicial de 
50 m/s e com um ángulo de elevação de 60º em direção a 
um alto edifício, distante 25 m da pessoa. Se a máo da pes- 
soa está a 1 m do cháo, mostre que bola atinge o prédio e 


-ache a direção da bola no momento em que ela atingir o 
edificio. 


Do alto de um edifício com 60 m de altura, uma menina jo- 
ga uma pedra em diregáo ao cháo, fazendo um ángulo de 
45? com a horizontal e a uma velocidade inicial de 4 m/s. 
Determine a distância no chão entre a base do edifício e o 
ponto onde cai a pedra. 

Resolva o Exercício 28 se a menina joga a pedra horizontal- 
mente, com a velocidade escalar inicial de 4 m/s. 

A que ángulo de elevacáo deve ser disparada uma arma para 
obter o máximo alcance para uma dada velocidade na boca 
da arma? 


14.9 COMPONENTES NORMAL - 


E TANGENCIAL vetorial 
DA ACELERACAO AT 
(Suplementar) Е = fi + e(9j 


V(f) = D,R(1) 


Se uma partícula está se movendo ao longo de uma curva C tendo a equacáo 


o vetor velocidade num ponto P é dado por 


(1) 


Da Secção 14.6, se T(t) for o vetor tangente unitário em P e se s for o comprimen- 
to de arco de C desde um ponto fixo P, até P, com s crescente quando £ cresce, 


D,R(t) = 2 T(t) 


Substituindo a equação acima em (1),temos 


d 
v(t) = = T() 


Essa igualdade expressa o vetor velocidade em um ponto como um escalar ve- 
zes o vetor tangente unitário no ponto. O coeficiente de T(t) é chamado de com- 


ponente tangencial do vetor velocidade e é S. Obteremos em seguida a ex- 


pressáo do vetor aceleracáo em um ponto, em termos de um vetor tangente à 
direcáo do movimento e de um vetor normal à direcáo do movimento. 
O vetor aceleracáo em P é dado por 


A(t) = D?R(t) 


Q) 
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De (5) da Seccáo 14.6, 


D/^R() = (D,||D,R()|[T() + ([1D,R(0]| l|, TC)| NO) (3) 
Da Seccáo 14.5, 

ds 

De 4 

q 7 ПРО) (4) 
Diferenciando em relação a t ambos os membros de (4) obtemos 

d?s 

jg = PIPRON (5) 


Além disso, 
D,T(t) 


IDR] 


Aplicando (4) acima e a equação (3) da Secção 14.7 ao segundo membro de 
(6) temos 


[DRO] ID TO] = ||D RG 


(6) 


ds"? 
оооло) = (22) ko 0) 
Substituindo (2), (5) е (7) em (3) obtemos 
_ dis | ds Y 
A(t) = d? T(t) + (Eron (8) 


A igualdade (8) expressa o vetor aceleração como a soma de um escalar vezes 
o vetor tangente unitário e um escalar vezes o vetor normal unitário; isto é, con- 
verte А(/) na soma de dois vetores, um na direção tangente à do movimento 
e o outro na direção normal à do movimento. O coeficiente de T(t) é chamado 
de componente tangencial do vetor aceleração, sendo denotado por A (t), en- 
quanto que o coeficiente de N(t) é chamado de componente normal do vetor 
aceleração, sendo denotado por A,(t). Assim, 


Arte) = E (9) 
e 
"Pu, 
= ds 2 = xd) 
AN) = ( de) KO = А0 = >i (10) 


Como A(t) = D,V(t), A(t) é a taxa de variação de V(t). A variação em V(t) 
pode ser causada ou por uma variação em seu módulo ou em sua direção. Co- 
mo | V(t)| é a medida da velocidade escalar da partícula no instante £ unidades e 


— = | V(9)], então At) é a taxa de variação da medida da velocidade esca- 


lar da partícula; isto ё, Ay(£) está relacionada com a mudança no módulo de 
V(t). Como A,(t) envolve a curvatura K(t), AN(t) está relacionada com a va- 
riação na direção de V(t). Esses resultados são importantes em Mecânica. Da 
segunda lei do movimento de Newton temos 


Е = mA (11) 
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onde F é o vetor força aplicado a um objeto móvel, m é a medida constante 
da massa do objeto e A é o vetor aceleracáo do objeto. Substituindo (8) em 


(11) e tomando v = T temos 


dy 


F(t) = m di 


т) + mv? K(ON() 


Assim, no movimento curvilíneo a componente normal de F é 


my? 
pQ) 


que é a intensidade da força normal à curva necessária para manter o objeto 
na curva. Por exemplo, se um automóvel está indo ao longo de uma curva em 
alta velocidade escalar, entáo a forga normal deve ter uma grande intensidade, 
a fim de manter o carro na estrada. Também, se a curva for fechada, a medida 
do raio de curvatura será pequena; assim, o valor da intensidade da força nor- 
mal deve ser grande. 

Substituindo (9) e (10) em (8), temos 


A(t) = Ar(t)T(t) + AM(UN() 
de onde segue que 


[А09 = V[Ar(01? + [Amo]? 


Resolvendo em termos de A,(t) e notando de (10) que Ay(t) é não-negativo, 
temos 


Anto) = Y AO ? - TAP | 


EXEMPLO 1 Uma partícula move-se ao longo de uma curva com a equação 
vetorial 


mv? K(t) e 


R(t) = ti + ej 
Ache as componentes tangencial e normal do vetor aceleracáo. 
Solucáo 


V(t) = D,R(t) A(t) = D,V(t) 
=ї+ е] = e!j 
[Vol=/1FF — JAgl-e 
ds ds d?s e” 
— = — = 1 + 2t = ==. 
Como di IMOJA di y еї e dr Sa Logo, 
е?! 
Ar) =-=; АМ) = У ||А(0||? — [4209]? 
М1 + е | E 
ү iem 
e 


yl + e? 
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EXEMPLO 2: Uma partícula está se movendo ao longo da curva com equa- 
cáo vetorial 


R(t) = (t? — Di + (113 — dj 


Ache cada um dos seguintes vetores: V(t), A(t), T(t) e N(t). Ache também os 
seguintes escalares: |V(r)|, Ar(t), An(t) e K(t). Ache os valores específicos 
quando t = 2. Faça um esboço mostrando uma parte da curva no ponto onde 

= 2 e trace as representações de V(2), A(2), А4;(2)Т1(2) е A,Q)N(2), tendo 
como ponto inicial o ponto onde / = 2. 


Solucáo Como V(t) = DR(t) e A(t) = D,V(t), temos 


V(t) = 2ti + (t? — Di A(t) = 2i + 2tj 
[УЮ = V4? +(2-17 АО =/4 + 4? 
= yt + 212 + 1 =2/1+t? 


=¢ +1 


ds ; 
Logo, — = /? + 1. Assim, 
REC dt 


2 
A0- ti Av) = А OF 
= Jr AP a? 
=2 E 
vo 
MOI 
2t , 2-1, 
“est AFi) 


T(t) = 


Para calcular N(£) usamos as seguintes fórmulas que decorrem de (8): 


Ме) = O, BRO KÖ [A(t) — (D/3)T()] (12) 
A(t) — (Р,25)Т(@) = 2i + 20 — (в 2+ ji a) 
A(t) — (D, TO = +7 zia — ti + 24] (13) 


De (12), N(t) é um escalar vezes o vetor em (13). Como N(/) é um vetor uni- 
tário, podemos obter N(f) dividindo o vetor em (13) pelo seu módulo. Assim, 


 — Pi + 2 
(1 — 2)? + (20)? 
„у. 2t , 
"1x28!" 1a e! 


N(t) = 
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A curvatura K(t) é encontrada através da primeira equação em (10). Como 


ds = 1? + 1, obtemos 
dt 
2 
К = ту 


V(2) = 4i + 3j 


IVO = 5 
TQ) = $i + 3j 
AM?) = 2 


FIGURA 1 


- EXERCÍCIOS 14.9 


Nos Exercícios de 1 a 4, uma partícula está se movendo ao longo 
da curva, tendo a equação vetorial dada. Ache os vetores V(t), 
A(t) e os escalares Ar(t) e AN(t). 


1. R(t) = ti + &j 2. R(t) = 2 sen 4ti + 2 cos 4tj 
3. R(t) = (cos t + tsen t)i +(sent — t cos 0); t > 0 
4. R(t) = (? — 301 + 31?j 


Nos Exercícios de 5 a 8, uma partícula está se movendo ao longo 
da curva, tendo a equação vetorial dada. Ache V(t,), A(ty), 
Ат) e Ay(t,) para o valor dado de t,. 


5. R()2e i ej t, = 0 

6. R(t) = cos? ti + sen? t; t, = іл 
7. R(t) = sen? ti + cos? tj; t, = іл 
8. R(t) = e? + e?j t, =1n 2 


Nos Exercícios 9 e 10, ache os seguintes escalares: V(t) , Ат(ї), 
Ant(t) e K(t). 


9. К) = £i - jt 20 10. R(r) = (t? + 4i + Qt — 5)j 
Nos Exercícios de 11 a 16, uma partícula está se movendo ao lon- 
go da curva, tendo a equação vetorial dada. Em cada exercício, 
ache os vetores V(t), A(t), T(t) e N(t), e os seguintes escalares 
para um valor arbitrário de t: [V(2)|, Ar(t), A s(t) e K(t). Ache 
também os valores particulares quando t = t,. Em t = t, faça 
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Nos Exercícios de la 18, A = 41 — 6j, В = i + 7jeC = 9i — 5j. 


1. Ache 3B — 7A. 
2. Ache 5B — 3C. 
3. Ache [3B — 7А]. 
4. Ache |5B — 3C]. 


5. Ache |3B] — [7A]. 

6. Ache [58| — [3C]. 

7. Ache (A — В) · C. 
` $. Ache (A · B)C. 


Os vetores pedidos e os escalares em t = 2 são os seguintes: 


A(2) = 2i + 4j 


AQ) - 4 
NO) = -i+ $i 
KO -& 


O esboço aparece na Figura 1. 


um esboço de parte da curva e trace as representações dos veto- 
res V(t), Alt), ArT) e ASQ)N(G)). 


11. R(t) = (2t + 38 + (£? — Dj t, 22 

12. R() = (t — Di + jit, =1 

13. R(t) = 5 cos 3ti + 5 sen 3tj; t, = іл 

14. R(t) = 32i + 215}; t, = 1 15. R(t) = еї + e t, = 0 
16. R(t) = cos 421 + sent?j; t, = 1 /n 


Nos Exercicios 17 e 18, uma partícula está se movendo ao longo 
da curva, tendo a едиасйо cartesiana dada. No ponto dado ache 
(a) o vetor posicáo, (b) o vetor velocidade, (c) o vetor acelera- 
ção, (d) Ате (e) Aw. - 


17. y =4x?; (1, 4) 18. y? = x’; (4, 8) 


19. Uma partícula está se movendo ao longo da parábola y? — 
= 8xe sua velocidade escalar é constante. Ache cada um dos 
seguintes, quando a partícula está em (2,4): o vetor posição, 
o vetor velocidade, o vetor aceleracáo, o vetor tangente uni- 
tário, o vetor normal unitário, Ате Ay. 

20. Uma partícula está se movendo ao longo do ramo superior 
da hipérbole y? — x? = 9, de forma que < seja uma cons- 
tante positiva. Quando a partícula estiver em (4,5) obtenha: 
o vetor posição, o vetor velocidade, o vetor aceleração, o vetor 
tangente unitário, o vetor normal unitário, Ате Ay. 


9. Ache um vetor unitário tendo a mesma direção que 2A + B. 
10. Ache os vetores unitários que são ortogonais a B. 
11. Ache escalares h е k, tais que А = АВ + КС. 
12. Ache escalares h e k, tais que ЛА + kB = - C. 
13. Ache a projeção escalar de A em B. 
14. Ache a projeção escalar de C em A. 
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15. Ache o vetor projecáo de A em B. 

16. Ache o vetor projecáo de C em A. 

17. Ache as componentes de B na direção de A. 

18. Ache cos a se a for o ángulo entre A e C. 

19. Duas forcas com 50 N e 70 N de intensidade formam um án- 
gulo de 60? entre si e sáo aplicadas a um objeto no mesmo 
ponto. Encontre (a) a intensidade da forca resultante e (b) 
o ângulo formado com a força de 50 М. 

20. Determine o ángulo entre duas forcas de 112 N e 136 N apli- 
cadas em um mesmo ponto de um objeto, se a força resul- 
tante tem intensidade igual a 168 N. 

21. Uma forca é representada por um vetor F tendo um módulo 
de 30 N e um ángulo de direcáo cuja medida em radianos 
é i. Se a distáncia for medida em metros, ache o tra- 
balho realizado pela força ao deslocar uma partícula ao lon- 
go de uma reta, entre os pontos (3, 6) e (—2, 7). 

22. A bússola de um aviáo marca um rumo de 107? e sua veloci- 
dade escalar é 340 km/h. Se houver um vento soprando do 
oeste a 58 km/h, quais seráo: (a) a velocidade escalar do aviáo 
no solo e (b) seu trajeto? 


Nos Exercícios 23 e 24, para a função com valores vetoriais, ache 
(a) o domínio de К; (b) lim R(t); (c) DR(t). 
t=1 


1 Yt—1 


23. R(t) = i j 24. R(t) = |t — 1fi + In q 
071:1!* 17311 O -|r- + noi 
2 
Nos Exercícios 25 e 26, ache CA e ау. sem eliminar о 
dx dx 
parámetro. 


25. x «9? — 1, у= 31 +1 26. x = e”, y = e7" 

Nos Exercícios 27 e 28, ache equações das retas tangentes hori- 
zontal e vertical, e faça um esboço do gráfico descrito pelo par 
' de equações paramétricas dadas. 


27. x -12- 0, y212t 13 


2at? 


2at? 
28.x — ти? У = IP a > 0 (a cissóide de Diocles) 


29. Se R(t) = In(/? — Di — 2173, ache R(t) - R"(t). 

30. Ache o comprimento de arco da curva tendo equacóes para- 
métricas x = 1?, y = t’, det = lat = 2. 

31. Ache o comprimento de arco da curva R(t) = (2 — t)i + 
+ tj, det = Oat = 3. 

32. Ache о comprimento de arco da curva г = 

60 = 0а0 = dz. 

33. (a) Mostre que a curva definida pelas equações paramétricas 
x=asentey = b cos t é uma elipse. (b) Se s é a medida 
do comprimento de arco da elipse da parte (a), mostre que 


s=4 Jo” a1 — k? sen? t dt 


onde К? = (a? — b?y/a? < 1. Essa integral é chamada uma 
integral elíptica e náo pode ser calculada em termos de fun- 
сбез elementares. 


3 sec 8, de 
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34. Faça um esboço do gráfico da equação vetorial R(t) = еї + 
+ e^!j, e ache uma equação cartesiana do gráfico. 

35. Mostre que a curvatura da curva y = In x em qualquer ponto 
(х, у) ёх/(х2 + 17. Mostre também que a curvatura máxi- 
ma absoluta é 3/3, a qual ocorre no ponto (14/2, —+In 2). 

36. Ache a curvatura em todos os pontos do ramo da hipérbole 
definida por x = a cosh t, y = b senh t. Mostre também 
que a curvatura tem um máximo absoluto no vértice. 

37. Ache o raio de curvatura em todos os pontos da curva 
X = a(cos t + t sen f), y = а(ѕеп t — t cos 1). 

38. Ache a curvatura, o rajo de curvatura e o centro de curvatu- 
ra da curva y = e”* no ponto (0, 1). 

39. Ache a curvatura e o raio de curvatura da curva R(t) = 31% + 
+ (£ — 3t)j no ponto onde t = 2. 

40. Se R(t) = елі + e ^j, onde À é uma constante, mostre que 
R(t) satisfaz a equação R'(t) – A?R(t) = 0. 

41. Uma partícula está se movendo ao longo de uma curva ten- 
do a equação vetorial R(t) = 3й + (4t — tj. (a) Ache uma 
equação cartesiana da trajetória da partícula. (b) Ache o ve- 
tor velocidade e o vetor aceleração. (c) Ache V(1) e A(1). 

42. Siga as instruções do Exercício 41, se R(f) = 2e'i + 3e 7. 

43. Para a hipociclóide de quatro vértices, x = a cos? t e 
y = asen t, ache Y e d'y sem eliminar o parámetro. 

dx ах? 

44. Se uma partícula está se movendo ao longo de uma curva, 
sob que condições terão o mesmo sentido ou sentidos opos- 
tos os vetores aceleracáo e tangente unitário? 


Nos Exercicios 45 e 46, para a curva dada ache T(t) e N(t), e 
em t = t, faça um esboço de parte da curva e trace as represen- 
tações de T(t,) e N(t,) tendo como ponto inicial t = t. 


45. R(t) = (e + e i + 2t; ti = 2 


46. R(() = 3(cos £ + t sen t)i + 3(sen t — t cos £)j, t > 0; 
= 57 


47. Dada a curva com equações paramétricas х = 4f, у = 
= lQt + 1y^, t > 0, ache as equações paramétricas 
tendo como parámetro o comprimento do arco s, medido a 
partir do ponto onde / = 0. Teste seu resultado usando a 
expressão (7) da Secção 14.6. 

48. Ache a medida em radianos do ângulo de elevação segundo 
o qual uma arma deveria ser disparada, a fim de obter o má- 
ximo alcance para uma dada velocidade na boca da arma. 

49. Ache uma fórmula para obter a altura máxima atingida por 
um projétil disparado por uma arma, tendo uma velocidade 
na boca da arma de vy m/s e um ángulo de elevação de a 
rad. 

50. Uma menina joga uma bola horizontalmente, do topo de um 
penhasco com 88,2 m de altura, a uma velocidade escalar ini- 
cial de 9,8 m/s. Ache (a) o tempo de vóo, e (b) a distáncia 
do penhasco ao ponto onde a bola atinge o cháo. 

51. Prove, usando a análise vetorial, que as diagonais de um pa- 
ralelogramo cortam-se ao meio. 
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52. Ache o vetor posição R(t), se o vetor aceleração 54. Dados o triângulo ABC, os pontos D, E e F sobre os lados 
AB, BC e AC, respecti te, 
A() = Pi - ET e VA) = je RG) = di + dj. and dp du 


V(AD) = +V(AB); v(BB) = Lv(BÓy; = 2v(CA 
53. Uma epiciclóide é a curva tragada por um ponto P sobre a ab 3 VAR) (BE) 7H) vcb z C4) 


circunferência de raio b que rola externamente sobre uma cir- Prove que у(АЁ) + У(ВР) + Ү(СР) = 0. 

cunferéncia fixa de raio а. Dado que а origem está по cen- : 

tro da circunferência fixa, que A(a, 0) é um dos pontos no Os Exercícios de 55 a 58 referem-se à Secção Suplementar 14.9. 
qual o ponto P dado entra em contato com a circunferência Nos exercícios 55 e 56, ache (a) o vetor velocidade e o vetor ace- 
fixa, В ёо ponto móvel de tangência entre as duas circunfe- /еғасӣо, (b) a velocidade escalar e (c) as componentes normal e 
réncias e o parámetro f é a medida em radianos do ángulo tangencial da aceleração. 

AOB, prove que as equações paramétricas da epiciclóide são 


a+b 55. R(r) = cosh 2fi + senh 2tj 


x = (a + Б) cos t - b cos t 56. R() = Qtg^! t — di + In1 + (2j 
57. Ache as componentes normal e tangencial do vetor acelera- 
e | ção para a partícula do Exercício 41. 
a+b 58. Ache as componentes normal e tangencial do vetor acelera- 
y = (a + Б) sent — b sen t 


ção para a particula do Exercício 42. 
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Neste capítulo tratamos de vetores no espaço tridimensional. A Geometria Só- 
lida também é incluída, pois sua discussáo é simplificada com o uso de vetores. 
Começamos na Secção 15.1, estabelecendo um sistema de coordenadas num es- 
paço semelhante àquele no plano. Na Secção 15.2, aplicamos as definicóes e 
teoremas dados na Secção 14.1, para vetores no plano, a um espaço tridimen- 
sional. Os tópicos de Geometria Sólida aparecem nas Secções 15.3, 15.4, 15.6 
e 15.7. Esses tópicos incluem planos, retas, cilindros, superfícies de revolução 
e superfícies quádricas. O produto vetorial, discutido na Secção 15.5, é uma 
operação vetorial para vetores tridimensionais, que nós não efetuamos para ve- 
tores no plano. 


15.1 0 ESPAÇO NUMÉRICO 


x 


FIGURA 1 


y 


FIGURA 2 


TRIDIMENSIONAL 


15.1.1 DEFINICÁO 
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Funções com valores vetoriais no espaço tridimensional, juntamente com uma 
breve introdução à Geometria Diferencial de curvas e superfícies, são apresen- 
tadas na Secção 15.8. Coordenadas cilíndricas e esféricas são generalizações de 
coordenadas polares a espaços tridimensionais. Serão discutidas na Secção 15.9, 
para que possam ser utilizadas em aplicações na Engenharia, no Capítulo 18. 


Até aqui estivemos interessados com a reta numérica R (o espaço numérico uni- 
dimensional) e o plano numérico R? (o espaço numérico bidimensional). Iden- 
tificamos os números reais em R com os pontos de um eixo horizontal e os pa- 
res numéricos reais em R? com os pontos de um plano geométrico. Da mesma 
forma, vamos introduzir agora o conjunto de todas as triplas ordenadas de nú- 
meros reais. 


O conjunto de todas as triplas ordenadas de números reais é chamado de espa- 
ço numérico tridimensional, sendo denotado por ЁЗ. Cada tripla ordenada 
(x, y, z) é chamada de um ponto no espaço numérico tridimensional. 


Para representar R? no espaço geométrico tridimensional, consideremos as 
distâncias orientadas de um ponto a três planos mutuamente perpendiculares. 
Os planos foram formados considerando primeiro três retas mutuamente per- 
pendiculares que se interceptam em um ponto, o qual denominaremos origem, 
sendo denotado pela letra O. Essas retas, chamadas de eixos coordenados, são 
designadas como os eixos x, y e z. Usualmente, os eixos x e y são tomados no 
plano horizontal e o eixo z é vertical. Uma direção positiva é escolhida em cada 
eixo. Se as direções positivas forem escolhidas como na Figura 1, o sistema de 
coordenadas será chamado de dextrogiro.* Essa terminologia decorre do fato 
de que se a mão direita for colocada de tal forma que o polegar aponte na dire- 
ção positiva do eixo x e o indicador aponte na direção positiva do eixo y, então 
o dedo médio estará apontando na direção positiva do eixo z. Se o dedo médio 
estiver apontando na direção negativa do eixo z, então o sistema de coordena- 
das será chamado de sinistrogiro.** Um sistema sinistrogiro está na Figura 2. 
Em geral usaremos o sistema dextrogiro. Os três eixos determinam três planos 
coordenados: o plano xy contendo os eixos x e y, o plano xz, contendo os eixos 
xez eo plano yz, contendo os eixos y e z. 

Uma tripla ordenada de nümeros reais (x, y, z) está associada a cada ponto 
P do espaco geométrico tridimensional. A distáncia orientada de P até o plano 
yz é chamada de coordenada x, a distáncia orientada de P ao plano xz é chama- 
da de coordenada y e a coordenada z é a distáncia orientada de P ao plano xy. 
Essas trés coordenadas sáo chamadas de coordenadas cartesianas retangulares 
do ponto e há uma correspondéncia biunívoca (chamada de sistema de coorde- 
nadas cartesianas retangulares) entre todas as triplas ordenadas de nümeros reais 
e os pontos no espaco tridimensional geométrico. Assim sendo, identificamos 
ЁЗ com o espaço tridimensional geométrico e a tripla ordenada (x, y, z) será 
um ponto. O ponto (3, 2, 4) está mostrado na Figura 3 e o ponto (4, —2, — 5) 
está na Figura 4. Os trés planos coordenados dividem o espaço em oito partes, 
denominadas octantes. O primeiro octante é aquele onde todas as trés coorde- 
nadas sáo positivas. 


N. do T.: * Também denominado sistema direto ou positivo. 
** Também denominado sistema retrógrado ou negativo. 
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FIGURA 5 


15.1.2 TEOREMA 
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2 
(0, —2,0) ^ 


x (3, 0, 0) (4, — 


FIGURA 3 FIGURA 4 


Uma reta é paralela a um plano se e somente se a distância de qualquer ponto 
da reta ao plano for a mesma. 


>» ILUSTRAÇÃO 1 Uma reta paralela ao plano yz, uma paralela ao plano xz 
e uma paralela ao plano xy estão nas Figuras 5, 6 e 7, respectivamente. «4 


FIGURA 6 FIGURA 7 


Consideraremos todas as retas contidas num dado plano como sendo parale- 
las a ele e, nesse caso, a distância de qualquer ponto da reta ao plano é zero. 
O seguinte teorema segue imediatamente. 


(i) Uma reta é paralela ao plano yz se e somente se todos os pontos da reta 
tiverem a mesma coordenada x. 

(ii) Uma reta é paralela ao plano xz se e somente se todos os pontos da reta 
tiverem a mesma coordenada y. 

(iii) Uma reta é paralela ao plano xy se e somente se todos os pontos da reta 
tiverem a mesma coordenada z. 


No espaço tridimensional, se uma reta for paralela a dois dos planos que se 
interceptam, ela será paralela à reta de intersecção dos dois planos. Também, 
se uma dada reta for paralela a uma segunda reta, então a reta dada será para- 
lela a qualquer plano que contenha a segunda reta. O Teorema 15.1.3 segue 
desses fatos de Geometria Sólida e do Teorema 15.1.2. 


15.1 О Espaço Numérico Tridimensional 849 


15.1.3 TEOREMA (i) Uma reta será paralela ao eixo x se e somente se todos os pontos da "- 
tiverem uma mesma coordenada y e uma mesma coordenada z. 

(ii) Uma reta será paralela ao eixo y se e somente se todos os pontos da reta 
tiverem uma mesma coordenada x e uma mesma coordenada z. 

(iii) Uma reta será paralela ao eixo z se e somente se todos os pontos da reta 
tiverem uma mesma coordenada x e uma mesma coordenada y. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Uma reta paralela ao eixo x, uma reta paralela ao eixo y e 
uma reta paralela ao eixo z estão nas Figuras 8, 9 e 10, respectivamente. « 


x $ x X 


FIGURA 8 FIGURA 9 FIGURA 10 


As fórmulas para encontrar a distáncia orientada de um ponto a outro sobre 
uma reta paralela ao eixo coordenado seguem da definicáo de distáncia orien- 
tada, dada na Secção 1.2, e estão enunciadas no teorema a seguir. 


15.1.4 TEOREMA (1) Se A (x, у, 2) e B(x,, y, 2) forem dois pontos sobre uma reta paralela ao 
eixo x, entáo a distáncia orientada de 4 a B, denotada por AB, será dada 
por 


АВ = х — х 
(ii) Se C(x, уу, z) e D(x, у,, 5) forem dois pontos sobre uma reta paralela ao 


eixo y, entáo a distáncia orientada de C a D, denotada por CD, será dada 
por 


CD = y, — у 


(iii) Se E(x, y, д) e F(x, y, z;) forem dois pontos sobre uma reta paralela ao 
eixo z, entáo a distáncia orientada de E a F, denotada por EF, será dada 
por 


| ЕЕ = 2 -z 


> ILUSTRACÁO 3 А distância orientada РО do ponto P(2, – 5, — 4) ao Реде 
QQ, —3, – 4) ё dada pelo Teorema 15.1.4(ii). 
РО = (-3) - (-5) 
=2 4 


O teorema a seguir dá uma fórmula para achar a distáncia náo-orientada en- 
tre dois pontos no espaço tridimensional. 
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15.1.5 TEOREMA | A distância náo-orientada entre os pontos P,(x,, y,, zj) е Р(х), Ya, 2) é dada 
por 


[P,P,| = NO — xP + 0) — у)? + (a5 — zy | | 


B(x2, y1, z1) Prova Construa um paralelepípedo retangular tendo P, e P, como vértices 
Playa) opostos e faces paralelas aos planos coordenados (veja a Figura 11). 
Í Pelo teorema de Pitágoras, 


|P Pa|? = [PAP  |AP;* OD 


Como 
|P.AP =|P,B|? + |ВА|? 

obtemos, substituindo na equacáo (1), 
[P Pj" =|PBP + [BA + [APP 


y 
Aplicando o Teorema 15.1.4(i), (ii) e (iii) ao segundo membro de (3), obtemos 
fot 
FIGURA 11 [P Pa|? = (x; — х1)? + (у; — y? + (22 — 21)? | 
|P,P,] = у(х; — x) + (y2 — y + (22 — 21)? п 
EXEMPLO 1 Ache a distância náo-orientada entre os pontos P(—3, 4, – 1) 


e QQ, 5, — 4). 
Solucáo Do Teorema 15.1.5, 
[PO] = VQ + 32 + (5 – 4? +(-4+ 1? 


A fórmula para a distáncia entre dois pontos em R3 é uma mera extensáo 
da fórmula correspondente para a distáncia entre dois pontos em R?. É impor- 
tante notar que a distáncia náo-orientada entre dois pontos x, e x, em R é da- 
da por 

|х, — х\| = V(x: — x) 

As fórmulas para as coordenadas do ponto médio de um segmento de reta 
sáo deduzidas formando-se triángulos semelhantes e procedendo de modo 


análogo ao caso bidimensional. As fórmulas sáo dadas no teorema a seguir e 
a prova será deixada como exercício (veja o Exercício 18). 


15.1.6 TEOREMA | As coordenadas do ponto médio do segmento de reta com extremos P,(x,, у, 71) 
e Р,(х,, у›, 2,) são dadas por 
Xx tx — Act» - Z +2 


x= 7071 Z= 2 


15.1.7 DEFINIÇÃO | O gráfico de uma equação em R? é o conjunto de todos os pontos (x, у, 2) cu- 
jas coordenadas são números que satisfazem a equação. 


O gráfico de uma equação em R? é chamado de superfície. Uma superfície 
particular é a esfera, que definiremos a seguir. 


x 


FIGURA 12 


15.1.8 DEFINICÁO 


15.1.9 TEOREMA 


C(h,k,1) 


P(x, y, z) 


15.1.10. TEOREMA 


15.1 O Espaço Numérico Tridimensional 851 


Uma esfera é o conjunto de todos os pontos no espaço tridimensional, eqüidis- 
tantes de um ponto fixo. O ponto fixo é chamado de centro da esfera e a medi- 
da da distáncia constante é chamada de raio da esfera. 


Uma equação da esfera de raio r,e centro em (A, k, D é 
(х- + (у К) + (а П = Q) 


Prova Seja C o ponto (h, k, |) (veja a Figura 12). O ponto P(x, у, z) é um ponto 
da esfera se e somente se 


|СР| = ғ 
= Jx-h +y- +e- =. 


Elevando ао quadrado ambos os membros da equação acima, obtemos o resul- 
tado desejado. ш 


Se o centro da esfera estiver na origem, então h = 0, k = 0, I = 0, e, portan- 
to, uma equação dessa esfera será 


х? + у? +22 = 
Se expandirmos os termos de (2) e os reagruparmos, teremos 
x? + y? + z? — 2х — 2ky — 2lz + (h? + К? +P — 2) = 0 
Essa equação é da forma 
x? + у? +z? + бх + Ну + 12+ Ј = 0 (3) 


onde С, Н, Te J são constantes. A equação (3).é chamada de forma geral da 
equação de uma esfera, enquanto que (2) é chamada de forma centro-raio. Co- 
mo toda esfera tem um centro e um raio, sua equação pode ser posta na forma 
centro-raio e, portanto, na forma geral. 

Pode ser mostrado que toda equacáo da forma (3) pode ser escrita na forma 


(х — А)? + (у – 0? + (2 - 1} = К (4) 
onde 
“h=-16  k--ÀH . l=-41 =1(62 +H 47-49) 


A demonstração deste fato será deixada como exercício (veja o Exercício 19). 

Se k > 0, então (4) será da forma da equação (2); assim, o gráfico da equa- 
ção será uma esfera, tendo seu centro em (й, k, I) e raio VK. Se К = 0,0 gráfico | 
da equação será o ponto (Л, К, д. Se К < 0, o gráfico será o conjunto vazio, 
pois uma soma de quadrados de trés números reais é náo-negativa. Vamos apre- 
sentar esse resultado como um teorema. 


O gráfico de toda equacáo do segundo grau em x, y e z, da forma 
х + у? + 22 + бх + Ну + 6 + Ј = 0 


é uma esfera, um ponto ou um conjunto vazio. 


EXEMPLO 2 Faça um esboço do gráfico da equação 
х? + у? + 22 – бх – 4у + 22 = 2 


852 


Solucáo 


FIGURA 13 


EXEMPLO 3 
B(9, 
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Reagrupando os termos e completando os quadrados, temos 
2 6х+9 + y? —-4y+4 +22 +224+1=2+94441 
(x — 3)? + (y — 2 + (z + 1? = 16 


Assim, o gráfico é uma esfera, tendo o seu centro em (3, 2, — 1) e raio 4. 
Um esboço do gráfico está na Figura 13. 


Ache uma equação da esfera tendo os pontos A(—5, 6, – 2) е 
— 4, 0) como extremos de um diámetro. 


O centro da esfera é o ponto médio do segmento de reta AB. Seja 


Cx, y, 2) esse ponto. Então, pelo Teorema 15.1.6, temos que 


Solucáo 
дь 958 = 
x= 2 y 
=2 


_ 446 


= 1 


Assim, C é o ponto (2, 1, — 1). О raio da esfera é |CB|. Assim, 


r- (9-2? +(-4- 1? + (0 + 1) 


- 75 


Logo, do Teorema 15.1.9, uma equação da esfera é 
(x.—2y + (y — 1)? + (z + 1)? = 75 
x? + у? + 22 – 4х – 2у + 22 — 69 = 0 


EXERCÍCIOS 15.1 


Nos Exercícios de 1 a 5, os pontos A e B dados são vértices opos- 
tos de um paralelepípedo retangular, tendo suas faces paralelas 
aos planos coordenados. Em cada exercício, (a) faça um esboço 
da figura, (b) ache as coordenadas dos seis outros vértices, (c) 
ache o comprimento da diagonal AB. 


1. A(0, 0, 0); B(7, 2, 3) 2. A(1, 1, 1; B(3, 4, 2) 
3. A(— 1, 1, 2); B(2, 3, 5) 4. A(2, — 1, — 3); B(4, 0, — 1) 
5. A(1, — 1, 0); B(3, 3, 5) 


6. O vértice oposto a um canto de um saláo está 8 m a leste, 
5 m ao sul e 3 m para cima do primeiro canto. (a) Faca um 
esboço da figura; (b) determine o comprimento da diagonal 
que liga dois vértices opostos; (c) ache as coordenadas dos 
oito vértices do saláo. 


Nos Exercícios de 7 a 11, ache (a) a distância não-orientada en- 
tre os pontos A e B e (b) o ponto médio do segmento de reta 
que une os pontos A e B. 


7. A(3, 4, 2); B(1, 6, 3) 
9. A(2, —4, 1); BG, 2, 3) 
11. 4(—5, 2, 1); B(3, 7, —2) 


8. A(4, 
10. A(— 


2; —3, 5); В(5, 1, —4) 


- Mostre que os três pontos (1, — 1, 3), (2, 1, 7), e (4, 2, 6) 
| sáo os vértices de um triángulo retángulo e ache sua área. 
13. Uma reta é traçada pelo ponto (6, 4, 2), perpendicular ao 


18. 
19. 


. Para o triángulo com vértices em A(2, — 5, 3), B(— 


plano yz. Ache as coordenadas do ponto sobre a reta a uma 
distáncia de 10 unidades do ponto (0, 4, 0). 


. Resolva o Exercício 13 se a reta for perpendicular ao plano xy. 
. Prove que os três pontos (— 3, 2, 4), (6, 1, 2) e (— 12, 3, 6) 


sáo colineares, usando a fórmula da distáncia. 


. Ache os vértices do triángulo cujos lados tém os pontos mé- 


dios em (3, 2, 3), (— 1, 1, 5) e (0, 3, 4). 

1, 7, 0) 
e C(—4, 9, 7), ache (a) o comprimento de cada lado e (b) 
o ponto médio de cada lado. 

Prove o Teorema 15.1.6. 


Mostre que toda equacáo da forma 
x? + y? +z? + бх + Hy c Iz -J = 0 
pode ser posta na forma 
(х — h? + (y — К)? + (2 – 1)? = К 


Nos Exercícios de 20 a 25, determine o gráfico da equação dada. 


20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 


x? + y? +z? —8y + 62 — 25 = 0 

x? + у? +22 – 8х + 4у +22 4= 0 
x+y +z х у 32 +2 = 0 

x? + у +22 — 62+9= 0 

x? + у? + 22 — 8x + 10у — Az 13 = 0 
х? + y? +z? – 6х + 2у – 42 + 19 = 0 
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Nos Exercícios de 26 a 28, ache uma equação da esfera satisfa- 29. Prove analiticamente que as quatro diagonais unindo vérti- 


zendo as condições dadas. ces opostos de um paralelepípedo retangular se interceptam 
ao meio. 

26. Um diâmetro é o segmento de reta tendo extremidades em 30. Se P, О, R e S são quatro pontos no espaço tridimensional 
(6, 2, —5)е (—4, 0, 7). e A, B, C e D sáo os pontos médios de РО, QR, RS e SP, 

27. Ela é concéntrica com a esfera de equação respectivamente, prove analiticamente que ABCD é um pa- 
x? + y? + 22 – 2y + 8z – 9 = Oetem raio 3. ralelogramo. - 

28. Ela contém os pontos (0, 0, 4), (2, 1, 3) e(0, 2, 6 e tem seu 31. Prove analiticamente que as quatro diagonais de um cubo 
centro no plano yz. | tém o mesmo comprimento. 


15.2  VETORES NO ESPAÇO Definimos um vetor no plano como um par ordenado de números reais. Agora 
TRIDIMENSIONAL — aplicaremos essa definição a um vetor no espaço tridimensional. 


Um vetor no espaço tridimensional é uma tripla ordenada de números reais 
(x, y, 2). Os números x, y e z são chamados de componentes do vetor (x, y, 2). 


15.2.1 DEFINIÇÃO 


2 (xta, y taza) Seja V, o conjunto de triplas ordenadas (x, y, z) para as quais x, y e z sáo 
(a1, 02, аз) números reais. Nesse capítulo, um vetor estará sempre em V,, a nào ser que 
seja explicitamente dito de outra maneira. 

Um vetor em V, pode ser representado, como fizemos para vetores em V,, 
por um segmento de reta orientado. Se A = (a,, a,, aj), então o segmento 
de reta orientado, tendo seu ponto inicial na origem e seu ponto final no ponto 
(a,, a,, ау), será chamado de representacáo posicional de A. Um segmento de 
reta orientado, tendo seu ponto inicial em (x, y, z) e seu ponto final em (x + a, 
y + a?,z + ау) será também uma representação do vetor A. Veja a Figura 1. 

O vetor zero é o vetor (0, 0, 0), sendo denotado por 0. Qualquer ponto é uma 
representacáo do vetor zero. 

O módulo* de um vetor é o comprimento de qualquer uma de suas represen- 
tações. Se o vetor A = (a,, a,, a), o módulo de A será denotado por [А |, e 
segue que 

АП = Va; a as 

A direção e o sentido de um vetor nào-nulo em V, são dados por trés ángu- 
los, chamados ângulos de direção do vetor. 


| 
l 
l 
| 
| 
(x, y, z) | 
| 
| 


X 


FIGURA 1 


Os ángulos de direção de um vetor não-nulo são os trés ângulos que têm a me- 
nor medida náo-negativa em radianos a, В e y medidos a partir dos eixos positi- 
VOS X, y € z, respectivamente, até a representacáo posicional do vetor. 


15.2.2 DEFINICÁO 


A medida em radianos de cada ángulo. de direção de um vetor é maior ou 
igual a zero e menor ou igual a л. Os ángulos de direção com medidas a, 8 
e y em radianos do vetor A = (a,, а,, ay) estão na Figura 2. Nessa figura, as 
componentes de A sáo todas de números positivos e os ángulos de direcáo desse 
vetor têm todos medida positiva em radianos, menores do que +7. Na figura, 
vemos que o triángulo POR é retángulo e 


a. 
COS & = ———— 
llall 
Pode ser provado que a mesma fórmula é válida se ix < a < л. Fórmulas 
análogas podem ser encontradas para cos В e cos y, e temos que 


x N. do T.: Também denominado norma em Matemática e, às vezes, magnitude ou intensidade do 
FIGURA 2 ` vetor em Física. 
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= (1) 
[А] “>” TA] 


Os três números cos a, cos В e cos y são chamados de co-senos diretores do 
vetor A. O vetor nulo nào tem ángulos de diregáo e, portanto, náo possui 
co-senos diretores. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Encontraremos o módulo e os co-senos diretores do vetor 
A = (3,2, -6. 


AI] = O? + (2) + (— 6)? 
=7 
Das fórmulas (1), 
cosa=3  cosfi-2 соѕу= -—£ «4 
Se o módulo de um vetor e seus co-senos diretores forem conhecidos, o vetor 
por (1) ficará univocamente determinado e segue que 
a, = |А|| cos æ a, = |А|| cos 8 а; = ||А|| cosy (2) 


Os trés co-senos diretores de um vetor náo sáo independentes uns dos outros, 
como veremos no teorema a seguir. 


15.2.3 TEOREMA | Se cos a, cos f) e cos y forem os co-senos diretores de um vetor, então 


cos? a + cos? В + cos? y = 1 


Prova Se A = (a,, a,, à), então os co-senos diretores de A serão dados por 


(1) e 
А a,? aj? a4* 
SR TATE, Ta 
а +a? + аз? 
АЈ? 
_ ТАЈ? 
АЈ? 
= | E 


> ILUSTRAÇÃO 2  Verificaremos o Teorema 15.2.3 para o vetor da Ilustração 1. 


cos? a + cos? В + cos? у = (9)? + (9)? + (- $)? 


= 49 +35 +38 

— 49 

— 49 - 

=1 . 4 
O vetor A = (a;, a,, аз) é um vetor unitário se |А | = 1, e das fórmulas (1) 


as componentes de um vetor unitário sáo seus co-senos diretores. 
As operações de adição, subtração e multiplicação escalar de vetores em V, 
recebem definições análogas às correspondentes definições para vetores em V}. 
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15.2.4 DEFINIÇÃO | Se A = (a, a,, a) e B = (bi, b,, bj, então a soma desses vetores será dada por 


А +В = (а + b, а, + b,, a, + bj) 


ЕХЕМРІО 1 Dados А = (5, -2, 6) e B = (8, – 5, – 4), ache A + B. 
Solucáo 
A+B=<S5 + 8, (—2) + (—5), 6 + (—4)> 
= (13, -7,2) ` 


A interpretação geométrica da soma de dois vetores em V, é análoga àquela 
que foi dada para vetores em V,. Veja a Figura 3. Se P for o ponto (x, y, 2) 
e A = (a,, а,, аз), е PO for uma representacáo de A, entáo Q será o ponto 
(x + а, y + а, z + ау). Seja B = (b, b,, by) e seja QR uma representação 
de I B. Então, Ré o ponto (x + (a, + b), y + (a, + bj), z + (a; + b,)). Logo, 
FIGURA 3 PR é a representacáo do vetor A + B e a lei do paralelogramo é válida. 


15.2.5 DEFINIÇÃO | Se A = (a,, a,, ay), então o vetor (Ca, — a,, — a) é definido como o oposto 
| de A, denotado por —A. 


15.2.6 DEFINICÁO | A diferenca de dois vetores A e B, denotada por A — В, é definida como sendo 
А — В = А + (—В) 


Das Definições 15.2.5 e 15.2.6, segue que se А = (a,, a,, a) e B = (b,, bz, bj, 
entáo —B = (7b, — ba, — by) e 


A А — В = <a, — b,, az — b2, аз — b3> 


EXEMPLO 2 Para os vetores A e B do Exemplo 1, ache A — B. 
Solucáo 
y A-B=(5,-2,6)-(8—5,-4) 
= <5, —2, 6 + <-8, 5, 4) 
= (—3,3, 10) 


x 
FIGURA 4 A diferenca entre dois vetores em V, também é interpretada geometricamente 
| como em V,. Veja a Figura 4. Uma representação do vetor A-— B é obtida 
se escolhermos representacóes de A e de B com o mesmo ponto inicial. Entáo, 
uma representacáo do vetor A — B é o segmento orientado do ponto final da 
representação de B ao ponto final da representação de A. 

A Figura 5 mostra os pontos P(a,, a, аз) e Q(b,, b2, by) e os segmentos 
orientados PQ, OPe OQ. Observe que 


Pla, а„ аз) У(РО) = V(0Q) — V(OP) 
y = <b,, bo, b3> = <а,, a2, аз) 


Logo, 


x —» 
— [ VEÐ = b - abi- abs- ap | 


(by by b,) 
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> ILUSTRACÁO3 A Figura 6 mostra o segmento de reta orientado PQ, onde 
P ёо ponto (1, 3, 5) е О ёо ponto (2, — 1, 4). 
V(PO) =(2-1,-1-3,4-5) 
=<1, -4, 1) « 


15.2.7 DEFINICÁO | Se c for um escalar e A um vetor (ai; а,, азу), então o produto de c e A, deno- 
tado por cA, será um vetor, dado por 


cA 


il 


c(a,, а,, а) 
(ca,, са,, Cay) 


QQ, -1, 4) 
EXEMPLO 3 Dado А = (—4, 7, – 2), ache ЗА e —5A. 
Solucáo 
Ee ЗА = 34—4,7, —2> —5A —(—5)(—4, 7, —2) 
ba = (—12, 21, —6» = (20, —35, 10) 
FIGURA s Suponha que A = (а, a,, a) seja um vetor não-nulo, tendo por co-senos di- 


retores cos а, cos В e cos y, e seja c qualquer escalar não-nulo. Então cA = 
= (cd, са,, CQ); e se cos a,, cos В, e cos y, forem os co-senos diretores de cA, 
teremos nas expressóes (1), 


_ ca _ ca, — Cas 
saca Anga 98 = Ај 
с а, с а, с а; 
COS Ay =+— cos f, = < COS у, = + ¡Hr 
Ce Tal * dd ПАЇ ES 
COS Ay = тр osa соѕ В, qp COS y, = °%? (3) 


Assim, se c > 0, segue das expressões (3) que os co-senos diretores do vetor 
cA serão os mesmos que os co-senos diretores de A. E se c < 0, os co-senos 
diretores de cA seráo os opostos dos co-senos diretores de A. Logo, se c for 
um escalar náo-nulo, entáo o vetor cA terá o seu módulo igual a |c| vezes o 
módulo de A. Se c > 0, cA terá a mesma diregáo e sentido que A, enquanto 
que se c « 0, cA e A teráo direcáo e sentido opostos. 

As operações de adição de vetores, bem como a multiplicação por escalar de 
vetores em V,, satisfazem propriedades idénticas áquelas dadas no Teorema 
14.1.8. Elas seráo dadas no teorema a seguir, cuja prova será deixada como 
um exercício (veja os Exercícios 19 e 20). Desse fato e da Definição 14.1.9, segue | 
que V, é um espaço vetorial real. Os três vetores unitários 


i = <1, 0, 0> j= <0, 1,0> k = 0, 0, 1> 


formam uma base para o espaço vetorial V;, pois todo vetor (a,, a,, aj) pode 
ser escrito em termos deles, da seguinte forma: 


<a, az, 43) = a4,€1, 0, 0) + a,<0, 1, 05 + a4€0, 0, 15 
Logo, se A = (a,, a,, аз), também podemos escrever 

A = аі + aj + ask (4) 
Como em uma base de V, temos três elementos, V; é um espaço tridimensional. 


15.2.8 TEOREMA 


15.2.9 DEFINIÇÃO 
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Substituindo (2) em (4), temos que 
A = ||А|| cos ai + ||A|| cos Bj + ||А|| cos yk 
A = [|А]|(соз ai + cos Bj + cos yk) (5) 


A expressáo (5) possibilita-nos expressar qualquer vetor nào-nulo em termos 
de seu módulo e co-senos diretores. 


EXEMPLO 4 Expresse o vetor da Ilustração 1 em termos do seu módulo e co- 
senos diretores. 


Solução ^ Ма Ilustração 1, temos que A = (3, 2, —6), [A] = 7, cosa = +, 
cos В = Że cosy = —£. Logo, de (5), 


A = 791+ 3) — $k) 


'Se A = aj + aj + ak for um vetor não-nulo, então o vetor unitário U, ten- 
do a mesma direção e sentido que A, será dado por 


А 2 a; 
E Aa a 


і + — + 
[А | [А [ ¡Al 


A demonstração do Teorema 15.2.8 é análoga à que foi dada no Teorema 
14.1.10 para um vetor em V, e será deixada como exercício (veja o Exercício 
46). 


EXEMPLO 5 Dados os pontos R(2, — 1, 3) e S(3, 4, 6), ache o vetor unitário 
que tem a mesma direcáo e sentido que V(RS). 


Solucáo 
V(RS) = (3,4,6) -(2,-1,3> ||У(К)|| = V17 + 5? + 3? 


—d 5) + ЗК = 4/35 


Logo, pelo Teorema 15.2.9, o vetor unitário pedido ё 


1 5 3 
U=—i+—=j+-=k 
J88 35) 35 


A definição de produto escalar de dois vetores em V, é uma extensão da de- 
finição dada para vetores em V.. 


Se A = (а, a,, à) e B = (b, bz, bj, então o produto escalar de A e B, deno- 
tado por A - B, será dado por 


А : B = (a, а,» аз) ` (b,, b, b) 
= a,b, t a,b, + ару 


> ILUSTRAÇÃO 4 Se A = (4,2, -6 еВ = (—5, 3, – 2), então 
А-В = <4, 2, -6)*<-5,3, —2> 
= 4(— 5) + 2(3) + (—6)(—2) 


= —20 +6 + 12 
—Ó _ 
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Para os vetores unitários i, j e k, 

i:i-1 ji^! k-k=1 

i-j=0 i-k=0 jk20 

As leis para o produto escalar sáo as mesmas que aquelas dos Teoremas 14.2.2 
e 14.2.3 para vetores em V,. As demonstrações serão deixadas como exercícios 
(veja os Exercícios 27 e 28). 


Vamos definir agora o ângulo entre dois vetores e então expressar o produto 
escalar em termos do co-seno da medida em radianos desse ângulo. 


15.2.10 DEFINIÇÃO | Sejam A e B dois is vetores não-nulos em V,, tais que A não io seja um múltiplo 
escalar de B. Se OP for a representação posicional de A e 00 a representacáo 
posicional de B, entáo o ángulo entre os vetores A e B será definido como o án- 
gulo de medida positiva entre OPe 00, interno ao triángulo РОО. Se A = cB, 
onde c é um escalar, entáo se c > 0, o ángulo entre os vetores terá medida de 


‚0 rad e se c < 0, o ángulo entre os vetores será л rad. 


A Figura 7 mostra o ângulo Ө entre os dois vetores, quando A não for um 
. múltiplo escalar de B. 


15.2.11 TEOREMA | Se 0 for o ángulo entre os vetores náo-nulos A e B em V}, então 
A : B = [A] [B| cos 6 


A demonstracáo do Teorema 15.2.11 é semelhante à do Teorema 14.2.5 para 
vetores em V, e será deixada como exercício (veja o Exercício 47). 

A definição de vetores paralelos em V, é análoga à Definição 14.2.6 para ve- 
tores em V}; isto é, dois vetores em V, são paralelos se e somente se um dos 
vetores for um múltiplo escalar do outro. Da mesma forma que vetores em V,, 
podemos provar dessa definicáo e do Teorema 15.2.11 que dois vetores náo-nulos 
em V, seráo paralelos se e somente se a medida em radianos do ángulo entre 
x eles for 0 ou л. 

FIGURA 7 A definição de vetores ortogonais em V, corresponde à Definição 14.2.7 para 
vetores em V,; isto é, se A e B forem dois vetores em V,, dizemos que A e B 
são ortogonais se e somente se А · B'= 0. 


EXEMPLO 6 Prove, usando vetores, que os pontos A(4, 9, 1), B(—2, 6, 3) 
e C(6, 3, —2) sáo os vértices de um triángulo retángulo. 


Solucáo O triángulo CAB aparece na Figura 8. . Da figura, parece que o 
ángulo reto está em 4. Vamos encontrar V(AB) e V(AC) e se o produto escalar 
desses vetores for zero, entáo o ángulo entre eles será reto. 


VAB) =(-2-4,6-9,3-1)  V(4CO) = 6-4,3—9, 2— 1» 


= (—6, —3, 2> = (2, —6, —3) 
V(4B)- У(АС) = <—6, –3, 2): <2, —6, —3) 
= —12+18—6 
= 0 


Горо, V(AB) e У(АС) sáo ortogonais; assim, o ángulo em A do triángulo САВ 
é um ángulo reto e, portanto, CAB é um triángulo retángulo. 


FIGURA 8 
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Se U for um vetor unitário na diregáo e sentido de A e 0 for o ángulo entre 
A (ou U) e um vetor B, entáo, do Teorema 15.2.11, 


о-в = [[U]|IBl| cos 6 
= ||В|| cos 0 


Como ocorre com os vetores em V,, |B] cos 0 é a projeção escalar de B sobre 
A e a componente de B na direção de A. 

A fórmula do Teorema 14.2.9 dando a projecáo escalar de B sobre A é válida 
para vetores em V, e a demonstração é idéntica àquela para vetores em V}. As- 
sim, a projecáo escalar de B sobre A é 

A- B 

———— 6 

TA RE 


O Teorema 14.2.10, para vetores em V,, dá uma fórmula para calcular o ve- 
tor projecáo do vetor B sobre o vetor A. Esse teorema e sua prova sáo idénticos 
para vetores em V4, sendo o vetor 


А-В 
JA 7 
(iu) " 


EXEMPLO 7 Dados os vetores 
A = 6i — 3j + 2k B = 2i +ј – 3k 


Ache: (a) cos 0, se 0 for o ángulo entre A e B; (b) a componente de B na direção 
de A; (c) o vetor projecáo de B sobre A. 
Solucáo Primeiro vamos calcular A · B, |A] е |B]. 


A:B-46—3,2»*,1,—3». ||А|=/36+9+4  [B| 2 V4 149 
=12-3-6 = 4/49 = 


2 


=3 =7 
(а) Do Teorema 15.2.11, 
cos 8 = -A B 
AIH BI 
3 


M4 


(b) A componente de B na direção de A é a projeção escalar de B sobre A, 
que é É 


[B| cos = Vi) 


= 
9 
(c) De (7), o vetor projeção de B sobre A é 


AB " A 
= 481 — dj + ask 
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EXEMPLO 8 Ache a distância do ponto P(4, 1, 6) à reta que passa pelos pon- 
tos A(8, 3, 2) e B(2, —3, 5). 


Solucáo A Figura 9 mostra o ponto P e um esboço da reta que passa por 
А e B. O ponto M é o pé da perpendicular de P à reta pelos pontos А e B. Se- 
= d unidades a distância |PM|. Assim, do teorema de Pitágoras, 


= УАР) — [amp (8) 
Para aplicar (8), precisamos calcular JAP], que é o módulo de V(AP), е |AM|, 
queéa é a projecáo escalar de V(AP) sobre V(AB). Vamos achar primeiro V(AP) 


e V(AB). 
V(AP) =(4-8,1-3,6-2) V(AB) = (2-8, -3-3,5-2) 
= (4, -2,4) =<—6, —6, 3) 
> л | АР| encontrando | V(AP)| e calculamos |AM| usando (6) com 
= V(AB) e B = V(AP). 
52 24 — У(АВ) · V(AP) 
B(2,-3, 5) [AP] = ||УСАР) [AM| = “OB 

= /(—4)? + (-2)? + 4? 

= 56 4-6, -63): (74 -2,4) 

=6 0) + (6)? + 3? 

ў _ 24+ 12 + 12 
— 48 
= 9 
Substituindo esses valores de | AP| e | AM| em (8), obtemos 
E -G 
X =2 
FIGURA 9 E Ei 

EXERCÍCIOS 15.2 | 
Nos Exercícios de 1a 6, А = (1, 2, 3, B = (4, -3, —1), С = 11. Use os pontos P, e Р, do Exercício 7 e ache o ponto О, tal 
= (-5, -3,5 e D = (-2, 1, 6. que V(P,P) = ЗУ(Р,О). 


1. Ache:(a) A + 5B; (b) 7C — 5D; (0 |C] -[isp|;]ic -sp|. 12 Use 8 2 Pom, e 106 вео ponto R, tal 
2. Ache: (a) 2А — C: (b) ||2A]] — [IC]; (c) 4B + 6C — 2D; : ; 


13. Dados P,(3, 2, —4) e Р,(— 5, 4, 2), ache o ponto P}, tal que 
(a) la + [вс] pb]. — Mer d EPI | 
3. Ache: (а) С + 3D — 8A; (b) [JA] [В[(С — D). 14. Dados P,(7, 0, —2) e P2, —3, 5), ache o ponto Р, tal que 
4. Ache: (a) ЗА — 2B + C — 12D; (b) ЈАС — IBIJD. VP) = 5V(P;P). 


5. Ache os escalares a e b, tais que a(A + B) + b(C + D) - 0. 
6. Ache os escalares a, b e c, tais que aA + bB + cC = D. Nos Exercícios 15 e 16, expresse o vetor dado em termos de seu 
módulo e co-senos diretores. 


15. (a) — 6i + 2j + 3k; (b) —2i + j — 3k 


Nos Exercícios de 7 a 10, ache os co-senos diretores do vetor 16. (а) 2i — 2j + К; (b) 3i + 4j — 5k 


V(P,P)) e teste as respostas, verificando que a soma dos seus 


quadrados é 1. Nos Exercícios 17 e 18, ache os vetores unitários tendo a mesma 


7. РЗ, —1, 4; P7,2,4) — 8 P,(—2,6,5; Р,(2,4,1) direção e sentido que V(P,P). 
9. Р\(4, —3, — 1); P —2, —4, — 8) 17. (a) Р,(4, —1, —6) e Р,(5,7, 2) 
10. P,(1,3, 5); P,(2, —1, 4) | (b Р(—2,5,3) e Р,(—4, 7, 5 


Exercícios 15.2 


18. (a) P,G, 0, -D e P(-3, 8, —1); 
(b) P(-8,.—5, 2 e P(-3, —9, 4) 


Nos Exercícios 19 e 20, prove a propriedade se A, B e C forem 
quaisquer vetores em V, e c e d forem quaisquer escalares. 


19.()A + B- В + A (lei comutativa) 
(b) Há um vetor 0 ет V, para o qual A + 0 = А 
(existéncia de identidade aditiva) 
(с) Há um vetor — A em V, tal que A + (CA) = 0 
(existéncia do oposto) 
(9) (А + B) = cA + cB (lei distributiva) 
20. (а) А + (В + С) = (А + В) + C (lei associativa) 
(b) (cd)À = c(dA) (lei associativa) 
(c) (c + d) = cA + dA (lei distributiva) 


Nos Exercícios de 21 а 26, A = (-4, –2, 4); В = (2,7, - 1 
С = (6, -3,0eD = (5,4, – 3). 


21. Ache: (а) А · (В + С); (b) (A: B(C- D) (с) A-D – В: С; 
(d) (D - BJA — (D - AJB. 

22. Ache:(a) A- B + A: C; (b) (A: B)(B : C); 

(0) (А ВС + (В · Ор; (d) (2А 3B): (4С — D). 

23. Ache: (a) cos 0, se 0 for o ángulo entre A e C; (b) a compo- 
nente de C na direção de A; (c) o vetor projeção de C sobre A. 

24. Ache: (a) cos 0, se 0 for o ángulo entre B e D; (b) a compo- 
nente de B na direção de D; (c) o vetor projeção de B em D. 


25. Ache: (a) a projecáo escalar de A sobre B; (b) o vetor proje- - 


cáo de A sobre B. 
26. Ache: (a) a projecáo escalar de D sobre C; (b) o vetor proje- 
ção de D sobre С. 


Nos Exercícios 27 e 28, prove a lei da multiplicacáo por escalar 
se A, B e C forem quaisquer vetores em V, e c for um escalar. 


27. (а) A ·- В = В. А (lei comutativa) 
ЫА · (В+ С = А. В+ А. С (lei distributiva) 
28. (а) (А. В) = (cA) · В; (0: A = 0; (QA A = JA]? 


29. Ache a distância do ponto (2, — 1, — 4) à reta que passa pe- 
los pontos (3, – 2, 2) e (- 9, —6, 6). 

30. Ache a distáncia do ponto (3, 2, 1) à reta que passa pelos 
pontos (1, 2, 9 e (- 3, -6, —3). 

31. Prove, usando vetores, que os pontos (2, 2, 2), (2, 0, 1), 
(4, 1, — 1) e (4, 3, 0) são os vértices de um retângulo. 

32. Prove, usando vetores, que os pontos (2, 2, 2), (0, 1, 2), 
(—1, 3, 3) e (3,0, 1) são os vértices de um paralelogramo. 

33. Ache a área do triângulo com vértices em ( — 2, 3, 1), (1, 2, 3) 
e (3, - 1, 2). 

34. Prove, usando vetores, que os pontos (— 2, 1, 6), (2, 4, 5) 
e (—1, —2, 1) são os vértices de um triángulo retângulo e 
ache a área do triángulo. 

35. Se A = 3i + 5j - 3k, B = –і – 2j + 3keC = 21 - j + 4k, 
ache a componente de B na direção de A — 2C. 

36. Ache os co-senos dos ángulos do triángulo com vértices em 
A(0, 0, 0, B(4, — 1, 3) e C(I, 2, 3). 

37. Se uma força tiver a representação vetorial Е = 3i — 2j + К, 
ache o trabalho realizado pela força ao deslocar um objeto 
do ponto P,( — 2, 4, 3) até o ponto P;(1, —3, 5), ao longo 


38. 


39. 


40. 


41. 


49. 


861 


de uma linha reta. A intensidade da forga é medida em 
newtons (ЇЧ) e a distância em metros. (Sugestão: releia a Sec- 
ção 14.2.) | 

Se uma força tiver a representação vetorial F = 5i — 3k, ache 
o trabalho realizado por uma força ao deslocar um objeto . 
de um ponto P,(4, 1, 3) até o ponto P(—S, 6, 2), ao lon- 
go de uma linha reta. A intensidade da força é medida em 
newtons (N) e a distância em metros. (Veja a sugestão do 
Exercício 37.) 

Uma força, representada pelo vetor F, tem uma magnitude de 
10 N e como co-senos diretores cos a = V6 e cos B = V6. 
Se a força desloca um objeto da origem até o ponto (7, — 4, 2), 
ao longo de uma linha reta, ache o trabalho realizado. A dis- 
táncia é medida em metros. (Veja a sugestáo do Exercício 37.) 
Se A e B forem vetores náo-nulos, prove que o vetor A — cB 
é ortogonal a B, sec = A · B/|B|?. 


бе A = 12i + 9j — SkeB = 4i + 3j — Sk, use o resultado 


do Exercício 40 para encontrar o valor do escalar c, tal que 
B – cA seja ortogonal a A. 


. Para os vetores do Exercício 41, use o resultado do Exercí- 


cio 40 de modo a encontrar o valor do escalar d, tal que o 
vetor A — dB seja ortogonal a B. 


. Prove que se A e B forem vetores, entáo os vetores 


IBJA + JA[Be |В[А — |A|B serão ortogonais. 


. Prove que se A e B forem vetores náo-nulos e 


C = |BjA + |AJB, então o ángulo entre A e C terá a mes- 
ma medida que o ángulo entre B e C. 


. Se as medidas em radianos dos ángulos de direção de um ve-' 


tor sáo iguais, qual será o valor comum? Prove sua resposta. 


. Prove o Teorema 15.2.8. . 
47. 
48. 


Prove o Teorema 15.2.11. : 
Dizemos que trés vetores em V, sáo independentes se e so- | 
mente se sua representacáo posicional náo estiver num pla- 
no e dizemos que trés vetores E,, E, e E, formam uma base 
para o espaço vetorial V; se e somente se qualquer vetor em 
V, puder ser escrito como uma combinação linear de Ej, E; 
e E,. Um teorema pode ser provado, estabelecendo que trés 
vetores do espaço vetorial V, formam uma base se e somente 
se eles forem independentes. Mostre que esse teorema é válido 
para os vetores (1, 0, 0), (1, 1, O) e (1, 1, 1), fazendo o seguin- 
te: (a) verifique se os vetores sáo independentes, pois suas 
representagóes posicionais nào sáo coplanares; (b) compro- 
ve que os vetores formam uma base, mostrando que qual- 
quer vetor A de V, pode ser escrito como 

A = r(1, 0, 0) + s(1, 1,0) + (1,1, 1) (9) 
onde г, s e t são escalares. (c) Se A = (6, —2, 5), ache os 
valores de г, s e t para os quais (9) é válido. 
Veja o Exercício 48. (a) Prove que os vetores (2, 0, 1), 
(0, —1, 0) e (1, — 1, 0) formam uma base para V,, mostran- 
do que todo vetor A pode ser escrito como 

A = r(2,0,1) + s(0, —1,0) + £(1, —1,0) (0) 
onde r, s e t são escalares. (b) Se A = (—2, 3, 5), ache os 
valores de r, s e t para os quais (10) é válido. 
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50. Releia a primeira sentença do Exercício 48. Um teorema po- o seguinte: (a) comprove que os vetores F,, Е, e F, não são 
de ser provado, estabelecendo que três vetores formam uma independentes, pois suas representações posicionais são co- 
base do espaço vetorial V; se e somente se eles forem inde- planares; (b) comprove que os vetores não formam uma ba- 
pendentes. Mostre que esse teorema é válido para os três ve- se, uma vez que todo vetor em V, não pode ser escrito co- 
tores F, = (1, 0, D, Е, = (1, 1, De F, = (2, 1, 2), fazendo mo uma combinação linear de F,, Е, e F,. 


15.3 PLANOS 


15.3.1 DEFINICÁO 


15.3.2 TEOREMA 


` (хо, Vo; T ` 


FIGURA 1 


O gráfico de uma equação em duas variáveis, x e y, é uma curva no plano xy. 
O tipo mais simples de curva no espaço bidimensional é uma linha reta, sendo 
a forma da equação geral de uma linha reta Ax + By + C = 0, que é uma 
equação do primeiro grau. No espaço tridimensional, o gráfico de uma equa- 
ção em três variáveis, x, y e z é uma superfície. O tipo mais simples de superfi- 
cie é um plano, e veremos que uma equação de um plano é uma equação do 
primeiro grau em três variáveis. 


Se N for um vetor não-nulo e se P, for um ponto dado, então o conjunto de 
todos os pontos P para os quais V(P,P) e N são ortogonais, será definido co- 
mo um plano que passa por P,, tendo N como um vetor normal. 


A Figura 1 mostra parte de um plano que passa pelo ponto Polo, Yos Zo) e 
a representacáo do vetor normal N, tendo seu ponto inicial em P,. 

Em Geometria Analítica Plana, podemos obter uma equação de uma reta 
se forem dados um ponto da reta e sua direção (inclinação). De forma análoga, 
em Geometria Analítica Sólida, uma equacáo de um plano pode ser determina- 
da se conhecermos um ponto do plano e a diregáo de um vetor normal. 


Se Polo, Yo» Zo) for um ponto de um plano e (a, b, c) for o vetor normal ao 
plano, então uma equação do plano será 


а(х — x) + b(y - уу) + c(z—- 2) = 0 


Prova Consulte a Figura 1, onde N = (a, b, c). Seja Р(х, y, z) um ponto qual- 
quer do plano. V(B,P) é o vetor tendo PP como sua representação; assim, 


VPP) = = (x — Хо, Y — Yo. 2 — 20) (1) 


Da Definição 15.3.1 e do fato que o produto escalar de dois vetores ortogonais 
é zero, temos 


V(PoP)- (a, b, c) =0 
De (1) e da igualdade acima, 

a(x — хо) + Му — yo) + ez — zo) = | 
que é a equação pedida. E 
EXEMPLO 1 Ache uma equação do plano que contenha o ponto (2, 1, 3) е 
que tenha 3i — 4j + k como um vetor normal. 


Solução Usando o Teorema 15.3.2 onde o ponto (Xo Yo, Zo) € 2, 1, 3) е 
o vetor (a, b, c) é (3, —4, 1), temos que a equação pedida é 
3(х – 2) – 4(у – 1) + (z — 3) = 
3х = 4у +2- 5 = 0 
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Se a, b e c forem não-nulos, o gráfico de uma equação da forma 


ax+by+c+d=0 


será um plano e (a, b, c) será um vetor normal ao plano. 


Prova Suponha que b = 0. Então, o ponto (0, — d/b, 0) está no gráfico da 
equação, pois suas coordenadas satisfazem a equação. Esta pode ser escrita como 


b 


que, do Teorema 15.3.2, é uma equacáo de um plano que passa pelo ponto 
(0, —d/b, 0) e para o qual (a, b, c) é um vetor normal. Isto prova o teorema, 
se b x 0. Um argumento similar pode ser aplicado se b = 0 e a # 0 ou então 
c xo. E 


ах 0 eb(y e$) eee - moo 


As equacóes dos Teoremas 15.3.2 e 15.3.3 sáo chamadas de equagóes carte- 
sianas de um plano. A equacáo do Teorema 15.3.2 é análoga à forma ponto- 
inclinacáo da equacáo da reta em duas dimensóes. A equacáo do Teorema 15.3.3 
é a forma geral da equacáo do primeiro grau em trés variáveis, sendo denomi- 
nada equacáo linear. 

Um plano fica determinado por trés pontos náo-colineares, por uma reta e. 
um ponto que náo esteja nela, por duas retas que se interceptam ou por duas 
retas paralelas. 


EXEMPLO 2 Ache uma equação do plano que passa pelos pontos P(1, 3, 2), 

О(3, -2, 2e RQ, 1, 3). 

Solucáo Do Teorema 15.3.3, o gráfico de uma equação linear 
ax+by+cz+d=0 (2) 


é um plano. Se essa equação estiver satisfeita pelas coordenadas dos pontos P, 
QeR,o plano irá conter os pontos. Substituindo x, y e z em (2) pelas coorde- 
nadas dos três pontos, vamos obter as três equações 


a+3b+2 + d=0 
3a—2b+2c4+d=0 
2a+b+3c+d=0 
Resolvendo esse sistema de equações para a, b e c em termos de d, iremos obter 
а= —$d b= —$4 c — id 
Substituindo a, b e c em (2) por esses valores, teremos 
—ádx — ¿dy + 542 + d = 0 
Multiplicando ambos os membros da equação acima por — 9/d, iremos obter 
5x+2y-2z-9=0 


que é a equação pedida. 
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Para traçar um esboço de um plano a partir de sua equação é conveniente 
encontrar os pontos nos quais o plano intercepta os eixos coordenados. A coor- 
denada x do ponto no qual o plano intercepta o eixo x é chamada de intercepto 
x do plano; a coordenada y do ponto no qual o plano intercepta o eixo y é cha- 
mada de intercepto y do plano; e o intercepto z do plano é a coordenada z do 
ponto no qual o plano intercepta o eixo z. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Queremos traçar um esboço do plano com a equação 
2х + 4y + 32 = 8 


Substituindo y е z por zero, obtemos х = 4; assim sendo, о intercepto x do 
plano é 4. De forma similar, obtemos os interceptos y e z que sáo 2e +, res- 
pectivamente. Ligando os pontos correspondentes a esses interceptos temos um 
esboço do plano, conforme aparece na Figura 2. Observe que somente uma parte 
do plano está na figura. 4 


> ILUSTRAÇÃO 2 Para traçar um esboço do plano com a equação 
Зх + 2у – 62 = 0 


note primeiro que como a equação está satisfeita quando х, y e z são iguais а 
zero, o plano intercepta cada eixo na origem. Se x = 0 na equação dada, obte- 
mos y — 3z = 0, que é uma reta no plano yz; essa é a reta de interseccáo do 
plano yz com o plano dado. Analogamente, a reta de intersecção do plano xz 
com o plano dado é obtida ao expressarmos y — 0, resultando x — 2z = 0. 
Tracando um esboco de cada uma dessas duas retas e tracando um segmento 
de reta de um ponto de uma reta a um ponto da outra reta, obtemos a Figura 3. 


x 


FIGURA 3 | FIGURA 4 


Na Ilustração 2, a reta no plano yz e a reta no plano xz, usadas para fazer 
o esboço do plano, são chamadas de traços do plano dado no plano yz e xz, 
respectivamente. A equacáo x = 0 é uma equagáo do plano yz, pois o ponto 
(x, y, z) estará no plano yz se e somente se x = 0. Analogamente, y — 0e 
z = 0 são as equações dos planos xz e xy, respectivamente. 

Um plano paralelo ao plano yz tem uma equacáo da forma x — k, onde k 
é uma constante. A Figura 4 mostra um esboço do plano que tem por equação 
x = 3. Um plano paralelo ao plano xz tem uma equação de forma y = ke 
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"d 
x 
FIGURA 5 FIGURA 6 
um plano paralelo ao plano xy tem uma equação da forma z = К. As Figuras 
5 e 6 mostram esboços de planos com as equações y = —5 ez = 6, respecti- 
vamente. 


O ángulo entre dois planos é definido como o ángulo entre os vetores normais 
aos dois planos. 


Há dois ángulos entre os dois planos. Se um desses ângulos for 0, o outro 
será o complementar de 6. 


EXEMPLO 3 Ache a medida em radianos do ángulo entre os planos 
Sx—2y+5z-12=0 e 2х+у-– 72+11 = 0 . 


Solução Seja N, o vetor normal ao primeiro plano e N, o vetor normal ao 
segundo plano. Então, 
N, = 51 — 2j + 5k N, =2i+j-— 7k 
Da Definição 15.3.4, o ângulo entre os dois planos é o ângulo entre N, e N}. 
Assim, do Teorema 15.2.11, se 0 for a medida em radianos desse ângulo, 
` №, :N, 
сов = ТКЫ 
<5, -2, 55 · <2, 1, — 75 
"85x 4 € 25 JA & 1 + 49 
_10—2—35 


WENT 


np e 
FS 
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15.3.5 DEFINICÁO 


15.3.6 DEFINICÁO 
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Logo, 9 = 2л. Um ángulo agudo entre dois planos é o complementar de Ө, 
que é +7. 


Dois planos são paralelos se e somente se seus vetores normais forem paralelos. 


Lembre-se de que dois vetores são paralelos se e somente se um dos vetores 
for um múltiplo escalar do outro. Assim, da Definição 15.3.5 segue que se N, 
for o vetor normal a um plano e N, o vetor normal ao outro, então os dois 
planos serão paralelos se e somente se 


№, = kN, 


onde k é uma constante. A Figura 7 mostra esboços de dois planos paralelos 
e as representações de alguns de seus vetores normais. 


Dois planos são perpendiculares se e somente se seus valores normais forem or- 
togonais. 


Da Definição 15.3.6 e do fato de que dois vetores são ortogonais se e somen- 
te se seu produto escalar for zero, segue então que dois planos tendo vetores 
normais N, e N, são perpendiculares se e somente se 


N,:N,-0 | (3) 
EXEMPLO 4 Ache uma equação do plano contendo o ponto (4, 0, — 2) e per- 


pendicular a cada um dos planos 
х-у+2=0 e 2x+y—4-5=0 


Solucáo Seja M o plano pedido e (a, b, о, a = 0, o vetor normal de M. 
Seja M, o plano tendo a equação x — y + z = 0. Pelo Teorema 15.3.3, 
(1, —1, 1) é um vetor normal a M,. Como M e M, são perpendiculares, segue 
de (3) que | 


(a,b, c» 1, —1,1)=0 
a-b+e=0 ` (4) 


Seja M; o plano tendo a equação 2x + y — 4z — 5 = 0. Então, (2, 1, —4) 
é um vetor normal a M;. Como M e M, sáo perpendiculares, 


<a, b,c: 2,1, 24» = 0 
2а +6 – 4с = 0 


Resolvendo essa equação e (4) simultaneamente para b e c em termos de a, ob- 
temos b = 2a ec = a. Logo, um vetor normal a M é (a, 2a, a). Como (4, 0, – 2) 
é um ponto em M, segue, do Teorema 15.3.2, que uma equação de M é 


а(х — 4) + 2a(y — 0) + az + 2) = 0 
Como a z 0, dividimos por a e combinamos os termos para obter 


x+2y+z2-2=0 


Considere agora o plano tendo a equação ах + by + d = 0 e o plano ху 
cuja equacáo é z = 0. Os vetores normais a esses planos sáo (a, b, 0) e (0, O, 1), 
respectivamente. Como (a, b, 0) - (0, 0, 1) = 0, os dois planos sáo perpendicula- 


x 


FIGURA 8 


FIGURA 11 


20 0(-5,0,0) 
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res. Isso significa que um plano cuja equação não tem termo em z é perpendi- 
cular ao plano xy. A Figura 8 ilustra isso. De forma análoga, concluímos que 
um plano tendo uma equação sem o termo em x é perpendicular ao plano yz 
(veja a Figura 9) e um plano tendo uma equacáo sem o termo em y é perpendi- 
cular ao plano xz (veja a Figura 10). 


FIGURA 9 FIGURA 10 


Podemos usar vetores para achar a distáncia de um ponto a um plano. O exem- 
plo a seguir ilustra tal procedimento. 


EXEMPLO 5 Ache a distáncia entre o ponto (1, 4, 6) e o plano 
2x— y+22+10=0 


Solução Seja P o ponto (1, 4, 6) e escolha um ponto Q qualquer no plano. 
Para simplificar, seja Q o ponto onde o plano intercepta o eixo x, isto é, o pon- 
to (—5, 0, 0). O vetor cuja representacáo é PO é dado por 


V(PQ) = —6i — 4j — 6k 
Um vetor normal ao o dado é 
N=2i-j+2k 


O oposto de N também é um vetor normal ao plano dado e 
-N = —2i +j — 2k 


Não estamos certos sobre qual dos dois vetores, N ou —N, faz com v (PO) о 
menor ángulo. Ѕеја N' aquele vetor «ше Ne —N que faz com v(PQ) um 
ângulo com medida em radianos 6 < +x. Na Figura 11 há uma parte do plano 
dado contendo o ponto Q(— 5, 0, 0, a representação do vetor N’ tendo seu 
ponto inicial em О, o ponto P(1, 4, 6), o segmento de reta orientado PO eo 
ponto R, que é o pé da perpendicular de P ao plano. Para simplificar, os eixos 
coordenados nào foram incluídos nesta figura. A distáncia | RP| é a distáncia 
pedida, que indicaremos por d. Como d é uma distáncia náo-orientada, é nào- 
negativa. Vemos, da Figura 11, que d é o valor absoluto da projeção escalar 
de У(РО) sobre N'. Assim, de (6) na Seccáo 15.2, obtemos 


q - N УРО) 
INT] 
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- Como temos o valor absoluto do produto escalar no numerador e o módulo 
de № no denominador, podemos substituir N’ por N e teremos 


q = IN: VPO) 
INI 
_ 16, -1,2> :<-6, —4, -6)] 
Vá+1+4 
— |-12+4- 12] 


$ 


20 
3 


EXERCÍCIOS 15.3 | 


Nos Exercícios де 1 а 6, ache uma equação do plano contendo 
o ponto P dado e tendo o vetor N dado como um vetor normal. 


. PG, L2; N= 41,2, 23» 

. P(-3,2, 5); М = (6, 23, -2) 
P(0, 1,12; N = <0, 1, —1» 

. P(-1,8,3 N = (27, 1,1» 
. P, 1, — 1; N = —i + 3j + 4k 
. P(1,20,0; N 2i к 


OU A o ma 


Nos Exercícios 7 e 8, ache uma equação do plano que contenha 
os três pontos dados. 


7. (3, 4, 1), (1, 7, 1, (- 1, —2, 5) i 
8. (0, 0, 2), (2, 4, 1), (-2, 3, 3) 


Nos Exercícios de 9 a 14, faça um esboco do plano dado e ache 
dois vetores unitários normais ao plano. 


9. 2x-—y+22-6=0 10. 4x — 4у c2z- 9 = 0 
11. 4х + 3у — 122 = 0 12. y +22-4=0 
13. 3x+2z-6=0 14. 2 = 5 


Nos Exercícios de 15 а 20, ache uma equação do plano satisfa- 
zendo as condicóes dadas. 


15. Perpendicular à reta que passa pelos pontos (2, 2, -4)e 
C, —1, 3) e contendo o ponto (— 5, 1, 2). 

16. Paralelo ao plano 4x — 2y + z — 1 = Oecontendo o ponto 
(2, 6, - 1). 
17. Perpendicular ao plano x + 3y — z — 7 = Oecontendo 
os pontos (2, 0, 5) e (0, 2, — 1). | 
18. Perpendicular a cada um dos planos x - у + = = 0e 
2x + y —4z — 5 = 0 e contendo o ponto (4, 0, -2). 
19. Perpendicular ao plano yz, contendo o ponto (2, 1, 1) e fa- 
zendo um ángulo com o plano 2x — y + 2z — 3 = 0 сот 
medida de cos”! < rad. 

20. Contendo o ponto P(-3, 5, – 2) е perpendicular às repre- 
sentações do vetor V(OP). 


Nos Exercícios de 21 a 23, ache o co-seno do ángulo entre os 
dois planos dados. 


21.2x - y - 2z- 5 = 0e6x – 2y + 32 + 8 = 0 


22. 2x – 5y + 32 - 1 = 0еу – 52 + 3-0 
23. 3x + 4y = 0е4х – Ty + 42 – 6 = 0 


24. Ache a distância do ponto (2, 2, — 4) ao plano 
2x + 2у— 4 - 6 = 0. 

25. Ache а distáncia do ponto (— 2, 6, 3) ao plano 
5x + Пу + 2z – 30 = 0. 

26. Ache a distáncia perpendicular entre os planos paralelos 
4x – 8y - 4+ 9 = 0е4х – 8у -z— 6 = 0. 

27. Ache a distáncia perpendicular entre os planos paralelos 
4 - 3z – 6 = 0е 8y – 6z – 27 = 0. 

28. Prove que a distância não-orientada do ponto (xs, yo, Zo) ао 

' plano ax + by + cz + d = 0 ё dada por 


laxo + byo + czo + | 


ya? + b? + с? 


29. Prove que a distáncia perpendicular entre os planos paralelos 
ах + by + cz + di = Oeax + by + cz + d, = 0 ё dada 
por 


ld, — 2] 


ya? +b? + с? 


30. Se a, be с forem interceptos não-nulos de um plano nos ei- 
XOS x, y e 2, respectivamente, prove que a equação do plano 
será 


X y zZ 
=+?++-=1 
VES с 


Esta é a chamada forma interceptual da equação do plano. 
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15.4 RETAS ЕМ Аз 


(хо, Уо, Zo) $ Po 


FIGURA 1 


(11, 8, 10) 


(8,12, 6) 


x 
FIGURA 2 


Seja L uma reta em R? tal que contenha um dado ponto Р(х, Yo, zo) € seja 
paralela às representacóes de um dado vetor R = (a, b, c). A Figura 1 mostra 
um esboco da reta Lea representacáo posicional do vetor R. A reta L é o con- 
junto de pontos P(x, y, z), tal que V (PP) seja paralela ao vetor R. 

Assim, P está sobre a reta L se e somente se existir um escalar náo-nulo f, tal que 


V(P¿P) = tR 
Como V(B,P) = (x — X» Y — Yo Z — Zo, obtemos dessa equação 
(х — Xo, Y — Yo» Z — 20) = (Ka, Б, с) 

de onde segue que 


X — хо = ta y — yo = tb Z — 20 = tC 


x= Xy + ta у = yo + tb Z = Zo + (C (1) 


Seja o parámetro t um número real qualquer (isto é, t assume todos os valo- 
res no intervalo (— œ, + œ)), podendo o ponto P ser qualquer ponto da reta 
L. Assim sendo, as equações (1) representam a reta L; essas equações são cha- 
madas de equações paramétricas da reta. 


> ILUSTRAÇÃO 1 De (1), as equações paramétricas da reta L que é paralela 

às representações do vetor R = (11, 8, 10) e que contém o ponto (8, 12, 6) são 
x-8-41lt у= 12 + 81 2=6 + 101 

A Figura 2 mostra um esboço da reta е а representação posicional de К. «4 


Se nenhum dos números a, b e c for zero, podemos eliminar t das equações 
(1) e obter 


X — Xo Jy = Jo £ — Z% 
AO o Olpe 4 ы ыр SO 2 
a b c 2) 


Essas equações são chamadas de equações simétricas da reta. As equações (2) 
são equivalentes ao sistema de três equações 


b(x — xo) = a(y — yo) 

c(x — xo) = a(z — zo) 

с(у — yo) = b(z — 20) 
Na realidade, as trés equacóes náo sáo independentes, pois cada uma delas po- 
de ser deduzida das outras duas. Cada uma delas é uma equacáo de um plano 
que contém a reta L, representada pelas equacóes (2). Dois planos, quaisquer que 
sejam dentre os trés, têm por intersecção a reta L; assim sendo, cada par das 
equações define a reta. Há, contudo, um número ilimitado de planos contendo 
a reta dada e como qualquer par deles determinará a reta, há um número ilimita- 
do de pares que a representam. 

O vetor R = (a, b, c) determina a direção da reta com as equações simétricas 
(2), e os números a, b e c sáo chamados de números direcionais* da reta. Todo 
vetor paralelo a R tem a mesma diregáo e mesmo sentido ou sentido oposto 


М. do T.: Também chamados números diretores ou números de direção. 
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ao de R; assim sendo, esse vetor pode ser usadó em lugar de R, na discussáo 
acima. Como as componentes de qualquer vetor paralelo a R sáo proporcionais 
ás componentes de R, qualquer conjunto de trés números proporcionais a a, 
b e c tànbém serve como um conjunto de números direcionais para a reta. As- 
sim sendo, uma reta tem um nümero ilimitado de conjuntos de nümeros dire- 
cionais. Um conjunto de números direcionais de uma reta é escrito entre colchetes 
como [a, b, c]. 


> ILUSTRACÀO2 Se [2, 3, — 4] representar um conjunto de números direcio- 
nais de uma reta, outros conjuntos de números direcionais da mesma reta po- 
deráo ser representados por [4, 6, —8], [1, 2, —2] e [2/429, 3/4/29, — 4/4/29]. 

« 


> ILUSTRAÇÃO 3 Um conjunto de números direcionais da reta da Ilustração 
1 é (11, 8, 10] e a reta contém o ponto (8, 12, 6). Assim, de (2), as equações 
simétricas da reta sáo 


x8 12. 2-9 
11 8 10 


EXEMPLO 1 Ache dois conjuntos de equações simétricas da reta que passa 
pelos pontos (—3, 2, 4) e (6, 1, 2). 


Solucáo Seja P, o ponto (—3, 2, 4) e P, o ponto (6, 1, 2). Entáo, a reta 
pedida é paralela às representações do vetor V(P, P,), e assim as componentes 
desse vetor constituem um conjunto de números direcionais da reta. V(P, Р, = 
= (9, —1, – 2). Tomando P, como o ponto (—3, 2, 4) temos, de (2), as 
equações 

Es Pod 2—4 


9 —1 —2 


Outro conjunto de equações simétricas da reta, obtido ao tomarmos P, como 
o ponto (6, 1, 2), é 


x6 pol 22 


9 —1 -2 


Se um dos números a, b ou c for zero, não usamos equações simétricas (2). 
Entretanto, suponha, por exemplo, que b = 0 e nem a, nem c sejam nulos. 
Entáo, as equacóes da reta sáo 


X — Xo Z — 20 


e = 
ü E y = yo 


Uma reta tendo essas equações simétricas está no plano y = y, e, logo, é pa- 
ralela ao plano xz. A Figura 3 mostra uma reta como essa. 


EXEMPLO 2 Dados os dois planos 
x+3y-z2-9=0 e 2x—3yct4z4320 


Para a reta de intersecção desses planos, ache (a) um conjunto de equações si- 
métricas, (b) um conjunto de equações paramétricas e (c) a direção dos co-senos 
diretores de um vetor cujas representacóes sáo paralelas a ele. 
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Solucáo 

(a) Um conjunto de equações simétricas é da forma (2). Para obter tais equa- 
ções, resolvemos o par de equações dadas para x e y, em termos de z. Os 
cálculos sáo os seguintes: 


x+3y- 2-9=0 2х + бу —22— 18 = 0 

2х —3y + 42+ 3 2 0 (+) 2x 3у +42 + 3=0(-) 

3x + 32— 6 = 0 9у – 62 – 21 = 0 
х= –2+ 2 у= 22+ 3 

Resolvendo cada equacáo рага z, obtemos 

— -1 

x 2_, y З 

= 1 2 


Assim, um conjunto de equações simétricas ё 


x-2 y-$ 2-0 
-1 EE 


wjn 


x-2 y-$ z-0 
-3 2 3 


(b) Um conjunto de equações paramétricas é obtido ao igualarmos cada uma 
das razões da parte (a) a t, obtendo 


x—2 y-i. 2—0 _ 
23 7! 2 7 3 T! 


x=2-—3t у=1+ 21 2= 31 


(с) Das equações simétricas па parte (а), um conjunto de números direcionais 
da reta é [—3, 2, 3]. Portanto, o vetor (—3, 2, 3) tem suas representacóes 
paralelas à reta. Como 4/(—3Y + 22 + 3? = 422, os co-senos diretores des- 
se vetor são 


EXEMPLO 3 Ache as equações da reta que passa pelo ponto (1, — 1, 1) per- 
pendicular à reta 


3x=2y=2 | (3). 
e paralela ao plano 

х+у-2 = 0 (4) 
Solucáo Seja [a, b, c] um conjunto de nümeros direcionais da reta pedida. 


As equações (3) podem ser escritas como 


x-0 y-0 2—0 


1 7 1 
3 2 1 


que são as equações simétricas da reta. Um conjunto de números direcionais 
dessa reta é [5, +, 1]. Como a reta pedida é perpendicular a essa reta, segue 
que os vetores (a, b, с) e <+, +, 1> são ortogonais. 
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Assim, 
(a,b, c»: <, 5,1) = 0 
за +55 +с= 0 (5) 


Um vetor normal ao plano (4) ё (1, 1, — 1). Como a reta pedida é paralela 
a esse plano, ela é perpendicular às representações do vetor normal. Assim sen- 
do, os vetores (a, b, c) e (1, 1, — 1) são ortogonais, portanto 


<a, Б, ch <1, 1, 21» = 0 
a+b=c=0 


Supondo c = 0, resolvemos essa equação e (5) simultaneamente para a e b em 
termos de c e obtemos а = 9ce b = — 8c. A reta pedida tem, entáo, o conjun- 
to de números direcionais [9c, — 8c, c] e contém o ponto (1, — 1, 1). Logo, 
as equacóes simétricas da reta sáo 


х—1 y+i _2—1 


9с —8c c 
2 x-l y+1 2-1 
9 —8 1 


No exemplo a seguir usamos o conceito de retas reversas, que sáo duas retas 
que náo estáo no plano. 


EXEMPLO 4 Se I, for a reta que passa рог A(1, 2, 7) e B(-2, 3, – 4) е/, 
for a reta que passa por C(2, — 1, 4) e D(5, 7, —3), prove que 1,, e l, são retas 
reversas. 


Solucáo Para mostrar que as duas retas náo estáo num único plano, de- 
monstramos que elas náo se interceptam e náo sáo paralelas. As equacóes para- 
métricas da reta sáo 


x = Xo + ta y = yo + tb Z — Zg + tc 


onde [a, b, c,] é um conjunto de números direcionais da reta e (Xp, Yo, Zo) É 
qualquer ponto da reta. Como V(AB) = (—3, 1, — 11), um conjunto de núme- 
ros direcionais de /, é [—3, 1, —11]. Tomando A como o ponto PX, temos as. 
equações paramétricas de /, 


x=1-3 y=2+t z=7-ilt (6) 
Como V(CD) = (3, 8, — 7) e l, contém o ponto C, as equações paramétricas 
de l, são 

х = 2+ 35 у= —1-+ 8s z=4— 7s: (7) 


Como os conjuntos de números direcionais não são proporcionais, /, e /, não 
são paralelas. Para que as retas se interceptem, deve haver um valor de t e um 
valor de s que coincidam no mesmo ponto (ху, Yı, 2) para ambos os conjun- 
tos de equações (6) e (7). Assim sendo, equacionamos os primeiros membros 
das respectivas equações e obtemos 
1-3t=2+3s 
2+t=-1+8s 


7—11t24— 75 


Exercícios 15,4 
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Resolvendo simultaneamente as duas primeiras equações, obtemos s = + 
et = — Ł. Esse conjunto de valores não satisfaz a terceira equação; logo 
as duas retas não se interceptam. Portanto, /, e /, são retas reversas. 


EXERCÍCIOS 15.4 


Nos Exercícios de 1 a 8, ache as equações simétrica e paramétri- 
ca da reta que satisfaz as condições dadas. 


1. Passa pelos pontos (1, 2, 1) e (5, — 1, 1). 


2. Passa pelo ponto (5, 3, 2) com nümeros direcionais [4, 1, — 1]. 


3. Passa pela origem e é perpendicular á reta 
Hx — 10) = у= 2 


por interseccáo. 

4. Passa pela origem é é perpendicular ás retas que tém por nú- 
meros direcionais [4, 2, 1] e [-3, —2, 1). 

5. É perpendicular às retas com números direcionais [— 5, 1, 
2] e [2, -3, —4] no ponto (- 2, 0, 3). 

6. Passa pelo ponto (—3, 1, —5) e é perpendicular ao plano 
4х – 2 +4 - 7 = 0. | 

7. Passa pelo ponto (4, —5, 20) е é perpendicular ao plano 
х + 3у – 65 – 8 = 0. 

8. Passa pelo ponto (2, 0, — 4) e é paralela а cada um dos pla- 
nos 2x + y - z = О0ех + 3у + 5z = 0. 

9. Ache um conjunto de equacóes simétricas para a reta 


4х —3y4z—2-0 
2х + 5y— 32-4250 
10. Mostre que as retas 
x+1 yt4 z-2 x—-3 y+14 2-8 
2 -5 3 -2 5 -3 


são coincidentes. : 

11. Prove que a reta Hx — 3) = H + 2) = Hz + 1) está no 
plano x — 2у + z = 6. 

12. Prove que a retax + 1 = -4y — 6) = z está no plano 
3x+y-z=3. | 


Os planos que passam por uma reta e são perpendiculares aos 
planos coordenados sáo chamados de planos projetores da reta. 
Nos Exercícios de 13 a 16, ache as equacóes dos planos projeto- 
res da reta dada e faça um esboço da reta. 


13 isso 4 HMM 
2х + Зу — 102 6 = 0 2x — у – 32 + 14 = 0 
5 иет 1 актуа n 
"lx+y+2-1=0 4x —y+32-13=0 
17. Ache o co-seno do menor ángulo entre o vetor cujas repre- 
sentações são paralelas à reta x = 2y + 4,z = -y + 4e 


o vetor cujas representações são paralelas à reta x = y + 
+ 7, 25 = y + 2. 


18. Ache uma equagáo do plano contendo o ponto (6, 2, 4) e 


a reta Hx — 1) = у + 2) = Hz - 3). 


Nos Exercícios 19 e 20, ache uma equagáo do plano que contém 
as retas concorrentes (que se interceptam). 


19, 452. 3*3, 2+2 {3х +2у+2+2=0 
Co 4 7-1) 3 x—y422—120 
x y—2 2—1 x y—2 2—1 
| — = = = e — = —— = 
2 > 3 1 1 -1 1 
21. Mostre que as retas 
3x—y—zz0 e х= 3у +2+3 = 0 
8х – 2у – 32 +1 = 0 3х -у-2+5 = 0 


sáo paralelas e ache uma equacáo do plano determinado por 
elas. 
22. Mostre que as retas 
х+2 y-i x-3 y+4 2-3 


SI E 


são paralelas e ache uma equação do plano determinado por 


elas. 
23. Ache as coordenadas do ponto de intersecção entre a reta 
+œ- 2) = - +0 + 3) = Hz – Deo plano 5х — y + 


+ 24 – 12 = 0. 
24. Ache as equagóes da reta que passa pelo ponto (1, — 1, 1), 
` é perpendicular à reta 3x = 2y = ze paralela ao plano 
хХ+у- 4 = 0. 
25. Ache as equacóes da reta que passa pelo ponto (3, 6, 4), іп- 
tercepta o eixo z e é paralela ao plano x — 3y + e — 6 = 0. 
26. Ache a distáncia da origem à reta x= -2 + $4, y=7- 
-t2=4+ +1, 
27. Ache a distância entre o ponto (— 1,3, — l)earetax — 2z = 
= 7, у = 1. 
28. Ache as equações da reta que passa pela origem, é perpendi- 
cular ás retas x = y — 5;z = 2y — 3 e intercepta a reta 
= 2х+1,@=х+ 2. 
29. Prove que as retas 
x—-1 y-2 2+1 х-2 у+1 2+3 


5 2703 1 —3 2 


sáo reversas. 

30 Ache as equações da reta que passa pelo ponto (3, —4, — 5) . 
e intercepta cada uma das reversas do Exercício 29. 

31. Quais sáo as equacóes simétricas de uma reta se dois nú- 
meros direcionais a e b sáo nulos? 


t 
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15.5.1 DEFINIÇÃO 
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Se A e B forem dois vetores não-paralelos, as representações desses vetores com 
o mesmo ponto inicial determinarão um plano, como está indicado na Figura 
1. Vamos mostrar que um vetor cujas representações são perpendiculares a esse 
plano é obtido por uma operação chamada de produto vetorial de A e B. Pri- 
meiro vamos definir essa operação para depois considerarmos suas proprieda- 
des algébricas e geométricas. 


Se A = (а, а, a) e B = (b, b, bj, então o produto vetorial de A e B, de- 
notado por A x B, é dado por 


AxB = (а,Ь; — ajb,, ab, — ab, ab, — ab) 


A operação de obtenção do produto vetorial é chamada de multiplicação ve- - 
torial. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Se A = (2,1, —3)e B = (3, — 1, 4), então, da Definição 
15.5.1, | 
AxB=(2,1,-3>x (3, —1,4) 
= (04) — (— 3)(— 1), 36) — (4), 2(— 1) — (1)(3)> 
=‹(4—3,—9—8,—2—3) 
= (1, —17, —5) | 
=i— 17j— 5k 4 


Há uma regra mnemónica para guardar a fórmula que faz uso da notacáo 
de determinantes. Um determinante de segunda ordem é definido pela equacáo 


y : = ad — bc 
onde a, b e c sáo nümeros reais. Por exemplo, 
|i j-39-ec» 
= 27 
Assim sendo, a fórmula pode ser escrita como 
se E del det d 
O segundo membro da expressáo acima pode ser escrito simbolicamente como 
i j k 
а, dj 4; 
b, b, b, 


que é a notacáo para um determinante de terceira ordem. No entanto, observe 
que a primeira linha contém vetores, e náo números reais, como é usual em de- 
terminantes, o que indica o caráter heurístico dessa notação. 
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» ILUSTRACÁO 2 Vamos usar a regra mnemónica com determinantes para en- 
contrar o produto vetorial dos vetores da Ilustração 1. 


P^ 
АхВ=|2 1 -3 
NE 
dro pop 
“lo qo ath i 
= [(0(4) — (—3)(—1)]# — [(2)(4) — (— 3)(3)13 + [QC 1) — (1)(3)]k 
== Mak 4 


() AXA = 


(ii) 0x A 
. (iii Ax0 = 


Prova de (i) Se А = (a, q, a,), então pela Definição 15.5.1, 


А X A = (аза; — 434), аза; — 4,43, аза, — A241) 


= €0, 0, 0> 
=0 
As demonstrações de (ii) e (iii) serão deixadas como exercício (veja o Exercício 
13). | E 
Aplicando a Definição 15.5.1! a pares dos vetores unitários i, je k, obteremos 
o seguinte: 
ixi=0 jxj=0 kxk=0 
ixj=k jxk=i kxi-j 


jxi=-—k kxj- -i ix k= -j 


Para lembrar das fórmulas acima, primeiro observe que o produto vetorial 
de cada um dos vetores unitários i, į ou k por si mesmo é o vetor nulo. Os ou- 
tros seis produtos vetoriais podem ser obtidos da Figura 2, com a aplicação da 
seguinte regra: o produto vetorial de dois vetores consecutivos no sentido horá- 
rio é o vetor seguinte e o produto de dois vetores no sentido anti-horário é o 
anterior a eles. 

Pode ser facilmente observado que o produto vetorial de dois vetores não 
é comutativo, pois em particular ix j 4 jxi. Temos contudo, que ixj = k 
ejxi = —k; assim, ixj = —(j xi). Em geral, se A e B forem vetores quais- 

FIGURA 2 quer em V,, AXB = —(Bx A); isso será enunciado e provado como teorema. 


15.5.3 TEOREMA | Se A e B forem vetores quaisquer em V}, 


AxB = -(BxA) 


Prova Se A = (a, a,, a) e B = (b,, b,, bj), então, da Definição 15.5.1, 
A x B = azb; — azb,, ab, — a,b3, a,b; — azb,> 
= —1(asb; — azb3, a,b; — azb,, а,Ь; — а,Ь,» 
= —(B x A) E 
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15.5.5 TEOREMA 
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A multiplicação vetorial não é associativa. Isso pode ser visto no seguinte 
exemplo: 


ix(ixjp=ixk (ixi)xj=0xj 
= —] =0 
Assim, 
ix(ixprx(xixj 
A multiplicação vetorial é distributiva em relação à adição de vetores, con- 
forme pode ser visto no teorema a seguir. 


Se A, В е € forem vetores quaisquer em V,, então 
“AXxB+ C) = AxB + AxC 


Para demonstrar o Teorema 15.5.4, seja А = (a, a,, аз), B = (b, b,, bj) e 
С = (с, с,, сз), então mostre que as componentes do vetor no primeiro mem- 
bro de (2) sáo as mesmas componentes do vetor no segundo membro. Os deta- 
Ihes seráo deixados como exercícios (veja o Exercício 35). 


Se A e B forem dois vetores quaisquer em V, e c for um escalar, entáo 


G) (CA)XB = Ax (cB); 
(1) (CA)xB = c(A xB). 


A demonstração do Teorema 15.5.5 será deixada como exercício (veja o Exer- 
cício 36). 

Os Teoremas 15.5.4 e 15.5.5 podem ser aplicados para calcularmos o produ- 
to vetorial de dois vetores, usando as leis da Álgebra, desde que a ordem dos 
vetores na multiplicação vetorial não seja alterada, pois isso não é permitido 
pelo Teorema 15.5.3. A ilustração a seguir demonstra esse procedimento. 


b ILUSTRAÇÃO 3 Vamos encontrar o produto vetorial dos vetores na Ilustra- 
ção 1, aplicando os Teoremas 15.5.4 e 15.5.5. 
A x B = (2i + j — 3k) x (3i — j + 4k) 
= 6(i х i)— 2(i x j) + 8(i x k) + 3(j хі) — 1(} x j) 
t 4(j x k) — 9(k x i) + 3(k x j) — 12(k x k) 
= 6(0) — 2(k) + 8(—j) + 3(—k) — 1(0) + 4(i) — 9(j) + 3(—i) — 12(0) 
= —2k — 8j - 3k + di 9j — 3i 
=i—17j— 5k | « 


O método usado na Ilustração 3 mostra uma maneira de encontrarmos o pro- 
duto vetorial, sem a necessidade de recorrermos à fórmula da Definição 15.5.1 
ou de usarmos a notação heurística de determinantes. Na realidade, todas as 
etapas mostradas na solução não precisam ser incluídas, pois os vários produ- 
tos vetoriais de vetores unitários podem ser obtidos imediatamente, ao usarmos 


a Figura 2 e a regra correspondente. 


Há dois produtos triplos que deveremos considerar. Um deles é o produto 
A · (Bx C), chamado de produto escalar triplo dos vetores A, B e C. De fato, 
os parênteses não são necessários, pois A · B é um escalar e, assim sendo, 
A · B x C pode ser interpretado de uma única maneira. 
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15.5.6 TEOREMA | Se A, B e C forem vetores de V,, entáo 
A: ВХС = AxB · С 


O Teorema 15.5.6 pode ser provado se supusermos que 
A= (41, 47, 03) В = (b, b2, b3) С = «Cy, C2, 63) 


e entáo mostrarmos que o escalar а esquerda da equacáo ё igual ao escalar à 
sua direita. Os detalhes seráo propostos como exercício (veja o Exercício 37). 


> ILUSTRAÇÃO 4 Vamos verificar o Teorema 15.5.6 se 
А =‹1,—1,2) В = (3,4, -2> С=‹—5,1,—4) 
B x C = (3i + 4j — 2k) x (— 5i + j — 4k) 
= 3k — 12(—j) — 20(— k) — 16i + 10j — 2(— i) 
= — 14i + 22j + 23k 
A-(B x C) = <1, — 1,2) + < — 14, 22, 235 
= —14 — 22 + 46 
= 10 
A x B = (i — j + 2k) х (3i + 4j — 2k) 
= 4k — 2(—j) —3(—k) + 2i + 6j + 8(—1) 


= —6i + 8j + 7k 
(A x B): C = <—6, 8,7): < — 5, 1, —45 
= 30 + 8 — 28 
= 10 
Isso comprova o teorema para esses três vetores. 4 


О ошто produto triplo é A x (В х C), chamado de produto vetorial triplo. 


15.5.7 TEOREMA | Se A, B e C forem vetores em V,, entáo 
| AX(BxC) = (A - OB - (А - B)C 


A demonstracáo do Teorema 15.5.7 é semelhante à do Teorema 15.5.6. Usan- 
do as componentes dos vetores A, B e C, podemos mostrar que o vetor à es- 
querda da igualdade é igual ao vetor à sua direita. Os cálculos seráo pedidos 
no Exercício 38. 


P ILUSTRAÇÃO 5 Verificaremos o Teorema 15.5.7 para os vetores A, Be С 


da Ilustração 4. Como BxC = —14i + 22j + 23k 
i j k 
Ax(BxC)- 1 —1 2 
—14 22 23 


— 33i — 28j + 22k — 14k — 44i — 23] 
— 671 — 51) + 8k (1) 
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A:C-41,-—12»:€—5,1, ^45 A+ B=<C1, —1,2>* 3,4, -2) 
= —5—1—8 =3-4-4 
= —14 = — 5 
Assim, ; 
(А · OB — (A: B)C = —14<3, 4, – 2) — (-5)<—5, 1, — 4) 
—(—42, —56, 28) — (25, —5, 20) 


= (—67, — 51,8) 

= —67i — 51) + 8k 
Comparando esse resultado com (1), vemos que o Teorema 15.5.7 está com- 
provado para esses trés vetores. < 


O teorema a seguir é usado para dar uma interpretação geométrica do produ- 
to vetorial. 


Se A e B forem dois vetores em V, e 0 for a medida em radianos do ángulo 
entre A e B, entáo 


JAxB| = |А||В| sen 6 


Prova Do Teorema 14.2.3(iii), aplicado a vetores em V, 
IA x BI? = (А x В): (A x B) (2) 
Do Teorema 15.5.6, tomando U, V e W como os vetores, temos que: 
(О x У): W=U-(V x №) 
Se nessa equação expressarmos О = A, V = Be Y = AxB, temos 
(AxB)-(AxB)=A-[Bx(A x B)] 
Aplicando б Teorema 15.5.7 ао vetor entre colchetes à direita, obtemos 
(А x В): (А х B) = A: [(B- В)А — (B- A)B] 
= (А. AJ(B- B) — (A - B(A - B) 
= |AIF IBI — (A - В) (3) 
Do Teorema 15.2.11, se 0 for o ángulo entre A e B, 
А-В = |Al||IBl| cos 0 
Substituindo essa equação em (3), temos 
(A x В) + (A x B) = |A? BI? — |А|? [IB]? cos? 0 
= [AIF IBI? (1 — cos? 0) 
Substituindo (2) na relação acima, e como 1 — cos? 8 = sen? Ө, temos 
A x B|? = [АЈ [IB]? sen? ө 


Como 0 < 0 <z, sen Ө 20. Logo, tomamos a raiz quadrada de ambos os mem- 
bros e obtemos 


IA x В| = |А| В| sen ө | z 
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Vamos considerar agora uma interpretação geométrica de [А x В|. Seja PR 
uma representação de A e seja PQ uma representação de B. Então, o ângulo 
entre os vetores A e B é o ángulo em P do triângulo RPO (veja a Figura 3). 
Seja 0 a medida em radianos desse ângulo. Portanto, a área do paralelogramo 
tendo PR e PO como lados adjacentes ё [А | [В| sen 6, pois a altura do parale- 
logramo tem comprimento |B|| sen 0 e o comprimento da base ё |А |. Assim, 
do Teorema 15.5.8, segue que |А x B| é a área desse paralelogramo. 


FIGURA 3 EXEMPLO 1 Mostre que o quadrilátero tendo vértices em P(1, —2, 3), 
| Q(4, 3, —1), R2, 2, 1) e S(5, 7, — 3) é um paralelogramo e ache a sua área. 


Solucáo A Figura 4 mostra o quadrilátero POSR. 
V(PO) =(4-1,3+2,-1-3) VPR)=(2-1,2+2,1- 3) 


= <3, 5, —4> = Çl, 4, —2> 
VRS 245—-2,7—2,—53—1» V09)=(5-47-3,-341)> 
= <3, 5, —45 = <1, 4—2) 


Сото Ү(РО) = V(RS) e V(PR) = V(OS), segue que PO é paralelo a RS e PR 
é paralelo a QS. Logo, POSR él um paralelogramo. 
Seja A = V(PR) e B = V(PQ); então, 
A x B = (i + 4j — 2k) x (3i + 5j — 4k) 
= 3(i x i) + 5 x j) — 4i x k) + 12(j x i) + 20(j x j) — 16(j x k) 
| —6(k x i) — 10(k x j) + 8(k x k) 
= 3(0) + S(k) — 4(—j) + 12( — k) + 20(0) — 16(i) — 6(j) — 10(— i) + 8(0) 
= —61 — 2j — 7k 
Assim, 


IA x В| = 36 + 4 + 49 
= 89 


Logo, a área do paralelogramo é /89. 


FIGURA 4 


O teorema a seguir que fornece um método para determinar se dois vetores 
em V, sáo paralelos, decorre do Teorema 15.5.8. 


15.5.9 TEOREMA | Se A e B forem dois vetores em V,, A e B seráo paralelos se e somente se 
AxB = 0. 


Prova Se um dos dois vetores A ou B for o vetor nulo, entáo, do Teorema 
15.5.2, AX B = 0. Como o vetor nulo é paralelo a qualquer vetor, o teorema 
é válido. 

Se nem A nem B forem o vetor nulo, |A| x 0e [В| = 0. Logo, pelo Teore- 
ma 15.5.8, [А x В| = 0 se e somente se sen 0 = 0. Como |А х B| = Osee 
somente se A x B = 0esenó = 0(0<6< z)seesomentese0 = 0ou ð = z7, 
podemos concluir que 


AxB = 0 se e somente se Ө = 0000 = п 


Por outro lado, dois vetores náo-nulos sáo paralelos se e somente se o ángulo 
entre eles for 0 ou л. Assim, segue o teorema. E 
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Se A e B forem dois vetores em V,, entáo o vetor A x B será ortogonal a am- 
bos À e B. 


Prova Do Teorema 15.5.6, 
A'Ax B-AxA-B 
Do Teorema 15.5.2(), AX A = 0. Logo, da equação acima, 
A'AxB-0-B 
=0 
Como o produto escalar de A por AXB é zero, segue que A e AXB sáo orto- 
gonais. 
Também, do Teorema 15.5.6, 
AxB-B=A-BxB 
Aplicando de novo o Teorema 15.5.2(i), obtemos Bx B = 0; assim, da equa- 
ção acima, 
AxB-B=A-Q 
=0 


Como o produto escalar de A xB por B é zero, Ax B e B são ortogonais e o 
teorema está provado. — E 


Do Teorema 15.5.10 podemos concluir que se as representações dos vetores 
A, Be AxB têm o mesmo ponto inicial, então a representação de A x B será 
perpendicular ao plano formado pelas representações de A e B. 


EXEMPLO 2 Dados os pontos P(—1, —2, —3), Q(-2, 1, 0) e R(0,5, 1), 
ache o vetor unitário cujas representações são perpendiculares ao plano que passa 
рог P, Qe Р. 


Solução Seja A = V(PQ) e B = V(PR). Então, 
A=(-2+1,1+2,0+3) B=(04+1,5+21+3) 
= (—1,3,3) =(1,7,4 
O plano que passa pelos pontos P, Qe R é o plano formado por PO e PR 


que sáo, respectivamente, as representacóes dos vetores A e B. Logo, qualquer 
representacáo do vetor A x B será perpendicular a esse plano. 


Ax B = (—i + 3j + 3k) x (i + 7j + 4k) 
= —9i + 7j — 10k 
O vetor pedido é um vetor unitário, paralelo a A x B. Para achar esse vetor uni- 
tário, aplicamos o Teorema 15.2.8 e dividimos A x B рог |А xB], obtendo 
А х В 9 10 


7 
— i+ jc 
IA x BI] 50 J830! 530 


Os dois exemplos que seguem mostram o uso do produto vetorial para en- 
contrarmos uma equação de um plano. Esses exemplos envolvem o uso das mes- 
mas informações usadas nos Exemplos 2 e 4 da Secção 15.3, respectivamente. 


FIGURA 5 
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EXEMPLO 3 Ache uma equação do plano que passa pelos pontos P(1, 3, 2), 
QG, -2, 2e RQ, 1, 3). 


Solução ^ V(QR) = –і + 3j + ke V(PR) = i — 2j + К. Um vetor normal 
ao plano pedido é o produto vetorial V(QR) x V(PR), que é 
(—i + 3j + k) х (i — 2j + k) = 5i + 2j — k 


Assim, se P, = (1, 3, 2)e N = (5, 2, – 1), do Teorema 15.3.2 uma equação 
do plano é 


5(x— 1) + Ay ~ 3) – (z – 2) = 0 
5х + 28-2 — 9 = 0 


Esse resultado está de acordo com o Exemplo 2 da Secção 15.3. 


EXEMPLO 4 Ache uma equação do plano que contém o ponto (4, 0, —2) e 
é perpendicular a cada um dos planos 


x-y+z=0 e 2х+у- 44 - 5 = 0 


Solução Pelo Teorema 15.3.3, um vetor normal ao plano x – у + 72 = 0 
é (1, — 1, 1) e um vetor normal ao plano 2x + y — 4z — 5 = 0 (2, 1, —4). 
Assim, um vetor normal ao plano pedido é ortogonal a ambos (1, — 1, 1) e (2, 
1, —4). Pelo Teorema 15.5.10 tal vetor é 


i j k 
<1, —1,1> x <2, 1, -45 =]1 -1 1 
2 1 -4 

= 3i + 6j + 3k 


O plano pedido contém o ponto (4, 0, — 2) e tem (3, 6, 3) como vetor normal. 
Do Teorema 15.3.2, uma equação desse plano é 


3(x — 4) + 6(y — 0) + 3(2 + 2) = 0 
x+2y+2-2=0 


Essa equação está de acordo com o resultado obtido no Exemplo 4 da Secção 
15.3 


Uma interpretação geométrica do produto escalar triplo é obtida se conside- 
rarmos um paralelepípedo com arestas PO, PRePSe expressarmos A = V(PO), 
В = V(PR) e C = V(PS). Veja a Figura 5. O vetor Ax B é normal ao plano 
de PO e PR. O vetor — (A x B) também é normal a esse plano. Náo temos cer- 
teza de qual desses vetores А x Bou — (A x B) forma com С o menor ángulo. 
Seja N o vetor dentre Ax B e — (A x B) que faz com € um ángulo cuja medida 
em radianos é 0 « + 7. Então, as representações de N e C tendo seu ponto ini- 
cial em P estaráo do mesmo lado do plano de PQ e PR, , como mostra a Figura 
5. A área da base do paralelepípedo ё | А x В]. Se Л for a altura do paralelepí- 
pedo e V o seu volume, teremos 


V =||A х В||һ (4) 
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Considere agora o produto escalar М. C. Pelo Teorema 15.2.11, 


N-C = [МС] cos ө 


Mas Л = |C] cos 0; assim, 
N - C = [[N||h (5) 
Сото N é AxB ou – (Ax B), segue que [N| = [АхВ|. Assim, de (5), 


N*C = |А x B||h 
Comparando essa relação e (4), temos 
V-N:C 


Segue então que a medida do volume do paralelepípedo é (Ax B) · C ou 
— (Ax B) : C; isto é, a medida do volume do paralelepípedo é o valor absoluto 
do produto escalar triplo AxB · C. 


EXEMPLO 5 Ache o volume do paralelepípedo tei tendo v vértices Р(5, 4, 5), 
Q(4, 10, 6), R(1, 8, 7) e S2, 6, 9) e arestas PO, PR e PS. 


Solucáo A Figura 6 mostra o paralelepípedo. Seja A = v(PQ), entáo 
A-(-1,6,1).Seja B = V(PR), entáo B — (—4,4,2). Seja C = V(PS), entáo 
C = (-3, 2, 4). Assim, 


Ax B= (—i + 6j + k) x (—4i + 4j + 2k) 


= 8i — 2j + 20k 
Logo, 
AxB-C=(8, 2,20» (—3,2,4» 
= —24— 4 + 80 - 
= 52 


Portanto, o volume é 52 em unidades de volume. 


EXEMPLO 6 Ache a distáncia entre as duas retas reversas /, e /, do Exemplo 
4 da Seccáo 15.4. 


Solucáo A reta /, contém os pontos A(1, 2, 7) e B(—2, 3, —4). A reta l, 
contém os pontos C(2, — 1, 4) e D(5, 7, – 3). Como |, e I, são reversas, exis- 
tem planos paralelos P, e Р, que contêm as retas /, e /,, respectivamente. Veja 
a Figura 7. Seja d a distáncia entre os planos P, e P,. A distáncia entre / e l, 
também é d. Um vetor normal aos dois planos será — 
N = V(AB) x V(CD) 
Seja U um vetor normal na diregáo de N. Entáo, 
V(AB) x V(CD 
u MAB) х CD) (6) 
IIV(AB) x V(CD)|| 


Agora consideremos dois pontos, um em cada plano o (por exemplo, B e C). En- 
táo, a projecáo escalar de V(CB) Sobre N será V(CB). Ue 


d = |V(CB)- U| B 


Exercícios 15,5 


Agora faremos os cálculos 
У(АВ)=‹‹—2—1,3—2,—4—7у 


=(-3,1,-11> 
Assim, 
i j К 
V(AB) x V(CD) 2|—3 1-1 
3 8 —7 


= 27(31 — 2j — k) 
Logo, de (6), 
27(31 — 2j — k) 
Ue ¿Ci 2I 
Além disso, 
V(CB) = (-2-2,3+1, 4— 4) 
V(CB) = (—4,4, —8> 
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V(CD)—-45—2,7 +1, -3-4) 
= (3,8, —7) 


(8) 


Substituindo essa equacáo e (8) em (7), obtemos 


1 
Е —8у+——— 3, 22 
< ? da ? 
1 
mc idu 
.12 
13 
= 3,21 


EXERCÍCIOS 15.5 


Nos Exercícios de l а 12, А = (1, 2, 3, B = (4, -3, -1) 10. Verifique o Teorema 15.5.7 para os vetores A, B e C. 
C=(-5, -3,5,D = (—2, 1,6, E = (4,0 –7)еЕ = (0, 2, 1). 11. Ache (A + B)x(C - D)e (D — C)x(A + В) e verifique 


que sáo iguais. 


12. Ache [AxB| |CxD]. 


1. Ache AxB. 13. Prove o Teorema 15.5.2(ii) e (iii). 

2. Ache DxE. 14. Dados os dois vetores А = Fi + 3j – SkeB = — H+ 
3. Ache (CX D) · (EXP). + 344- dk e sendo 0 o ángulo entre A e B, ache sen 6 de 
4. Ache (CxE) - (Dx F). duas maneiras: (a) usando o produto vetorial (Teorema 15.5.8); 
5. Verifique o Teorema 15.5.3 para os vetores A e B. (b) usando o produto escalar e uma identidade trigonométrica. 
6. Verifique o Teorema 15.5 4 para os vetores A, Bec. 15. Siga as instrugóes do Exercício 14 para os dois vetores unitários 
7. Verifique o Teorema 15.5.5(i) para os vetores A e Bec = 3. ; 

8. Verifique o Teorema 15.5.5(ii) para os vetores A e Bec = 3. gcc d E io cct deu 
9. Verifique o Teorema 15.5.6 para os vetores A, B e C. Mac B ua 33 343" 343 


884 


16. Mostre que o quadrilátero com vértices em (—2, 1, — 1), 
(1, 1, 3), (— 5, 4, 0) e (8, 4, — 4) é um paralelogramo e ache 
sua área. 


17. Mostre que o quadrilátero com vértices em (1, —2, 3), 


(4, 3, — 1), 2, 2, 1) e (5, 7, — 3) é um paralelogramo e ache 
sua área. y 

18. Ache a área do paralelogramo PORS se V(PQ) = 3i – 2je 
V(PS) = 3j + 4k. 

19. Ache a área do triángulo tendo vértices em (0, 2, 2), (8, 8, — 2) 
e (9, 12, 6). 


20. Ache a área do triángulo tendo vértices em (4, 5, 6), (4, 4, 5) 
e (3, 5, 5). 


Nos Exercícios 21 e 22, use o produto vetorial para encontrar uma 
equação do plano contendo os três pontos dados. 


21. (-2, 2, 2, (—8, 1, 6), (3, 4, — 1) 

22. (2, 3, 0), (2, 0, 4), (0, 3, 4) 

23. Faca o Exercício 18 nos Exercícios 15.3, usando produto ve- 
torial. 

24. Acheum vetor unitário cujas as representações são perpendicu- 
lares ao plano que contém PQeP. e PR se PQ for uma represen- 
tação do vetor i + 3j — 2ke PR for uma representacáo do 
vetor 2i — j —k. 


Nos Exercícios de 25 a 27, ache um vetor unitário cujas represen- 
tações são perpendiculares ao plano que passa pelos pontos P, 
Q e R, dados 


25. P(5, 2, —1), Q2, 4, — 2), R(11, 1, 4) 


26. P(—2, 1,0), 0(2, —2, — 1, К(—5, 0, 2) 
27. P(1, 4, 2), Q(3, 2, 4), R(4, 3, 1) 
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28. Ache o volume do paralelepípedo com arestas PQ, PRePS 
se os pontos P, Q, R e S forem, respectivamente, 
(1, 3, 4), (3, 5, 3), (2, 1, 6) е (2, 2, 5). 

29. Ache o volume do paralelepípedo PORS se os vetores У(РО), 
У(РЕ) е У(Р$) forem, respectivamente, i + 3j + 2k, 2i + 
+j-kei- 2j + К. 

30. Se A e B forem dois vetores quaisquer em V,, prove que 


(A — B)x (A4 B) = 2(А xB) 


Nos Exercícios 31 e 32, ache a distáncia entre as duas retas reversas. 


—1 -2 = 

31? E NAE E x+2 y+1 z 3 

S 3 2 4 2 —3 
2 = de = 

32, EL. y _? 1 "E 1 oy 1_2+1 

2 —4 —3 5 3 2 


33. Sejam P, Qe R trés pontos náo-alinhados em R? e sejam OP, 
OQ e OR as representações posicionais dos vetores A, Be C, 
respectivamente. Prove que as representações do vetor Ax B + 
+ Bx € + СХА são perpendiculares ao plano contendo os 
pontos P, Q e R. 

34. Ache uma equação do plano contendo os pontos finais das 
representações dos vetores 2i — j + 3k, –і + j + 2ke Si + 
+j-k. 

35. Prove o Teorema 15.5.4. 36. Prove o Teorema 15.5.5. 

37. Prove o Teorema 15.5.6. 38. Prove o Teorema 15.5.7. 

39. Seja OP a representacáo posicional do vetor A, OQ a repre- 
sentacáo posicional do vetor Be OR a representação posicio- 
nal do vetor C. Prove que a área do triángulo POR é 
+ I® - A) х (C - AJ. 


Conforme mencionado previamente, o gráfico de uma equacáo em trés variá- 
veis é uma superfície. Uma superfície será representada por uma equação se as 


coordenadas de cada ponto na superficie satisfizerem a equação e se todo ponto 
cujas coordenadas satisfazem a equacáo estiver na superfície. Já discutimos dois 
tipos de superfície, um plano e uma esfera. Outro tipo de superfície, que é razoa- 

` velmente simples, é um cilindro. Você já deve estar familiarizado com cilindros 
circulares retos, de seus estudos anteriores. Vamos considerar agora uma su- 
perfície cilíndrica mais genérica. 


15.6.1 DEFINICÁO 


Um cilindro é uma superfície gerada por uma reta que se move ao longo de uma 


curva plana dada, de tal forma que ela se mantenha paralela a uma reta fixa 
náo pertencente ao plano da curva dada. A reta móvel é chamada de geratriz 
do cilindro e a curva plana dada é denominada diretriz do cilindro. Qualquer 
posicáo de uma geratriz é chamada de determinante do cilindro. 


Essa discussáo está restrita a cilindros com uma diretriz, num plano coorde- 
nado e determinantes perpendiculares a esse plano. Se as determinantes de um 
cilindro forem perpendiculares ao plano da diretriz, dizemos que elas sáo per- 
pendiculares ao plano. 

O cilindro circular reto é aquele para o qual a diretriz é uma Gicunferéngis 
em um plano perpendicular ao cilindro. 


FIGURA 3 


15.6.2 TEOREMA 
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> ILUSTRAÇÃO 1 Na Figura 1°һа um cilindro cuja diretriz é a parábola 
y? = 8x, no plano xy e cujas determinantes são paralelas ao eixo z. O cilindro 
é chamado de cilindro parabólico. Um cilindro elíptico está na Figura 2; sua 
diretriz é a elipse 9x? + 16y? = 144, no plano xy e suas determinantes são pa- 
ralelas ao eixo z. A figura 3 mostra um cilindro hiperbólico, tendo como dire- 
triz a hipérbole 25x? — 4y? = 100, no plano xy e determinantes paralelas ao 
eixo z. 4 


Considere o problema de encontrar uma equação de um cilindro tendo dire- 
triz em um plano coordenado e determinantes paralelas ao eixo coordenado não 
pertencente ao plano da diretriz. Especificamente, considere a diretriz no plano 
xy e as determinantes paralelas ao eixo z. Consulte a Figura 4. Suponha que uma 
equação da diretriz no plano xy seja y = f(x). Se o ponto (Xo, Yo, 0) no plano 
xy satisfizer essa equação, então todo ponto (Xo, Yo, 2) do espaço tridimensio- 
nal, onde z é um número real qualquer, irá satisfazer a mesma equação, pois 
z nào aparece nela. Os pontos com representações (Xo, yo, Z) estão todos na re- 
ta paralela ao eixo z, passando pelo ponto (x, Yo, 0). Essa reta é uma determinan- 
te do cilindro. Logo, todo ponto cujas coordenadas x e y satisfazem a equação 

= f(x) está no cilindro. Inversamente, se o ponto Р(х, y, 2) estiver no cilindro 
(veja a Figura 5), então o ponto (x, y, 0) estará na diretriz do cilindro, no plano 
xy e assim as coordenadas x e y de P satisfazem a equação y = f(x). Logo, 
se y = f(x) for considerada como equação de um gráfico no espaço tridimen- 
sional, o gráfico será um cilindro com determinantes paralelas ao eixo z e cuja 
diretriz é a curva y = f(x) no plano z = 0. Uma discussão similar ocorre quan- 
do a diretriz estiver nos outros planos coordenados. Os resultados estão resu- 
midos no teorema a seguir. 


x 


FIGURA 4 FIGURA 5 


No espaço tridimensional, o gráfico de uma equação em duas das três variáveis 
x,yezéum cilindro cujas determinantes sáo paralelas ao eixo associado com 
a variável que está ausente e cuja diretriz é uma curva no plano associado com 
as variáveis que aparecem na equacáo. 
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> ILUSTRACÁO 2 Segue, do Teorema 15.6.2, que uma equação do cilindro pa- 
rabólico da Figura 1 é y? — 8x, considerada como uma equagáo em R?. Ana- 


logamente, as equacóes do cilindro elíptico da Figura 2 e do cilindro hiperbóli- 
co da Figura 3 sáo, respectivamente, 


9x? + 16y? = 144 e 25x? — 4y? = 100 


ambas consideradas como equações em ЁЗ. «4 

Uma secção transversal de uma superfície em um plano é o conjunto de to- 
dos os pontos da superfície que estejam no plano dado. Se um plano for parale- 
lo ao plano da diretriz de um cilindro, a seccáo transversal do cilindro será igual 


à diretriz. Por exemplo, a seccáo transversal do cilindro elíptico da Figura 2 
em qualquer plano paralelo ao plano xy é uma elipse. 


EXEMPLO 1 Faça um esboço do gráfico de cada uma das seguintes equações: 
(a) y = In z; (b) z? = x. 


Solucáo 


(a) O gráfico é um cilindro cuja diretriz, estando no plano yz, é a curva y = 


= In ze cujas determinantes são paralelas ao eixo x. Um esboço do gráfico 
está na Figura 6. 


(b) O gráfico é um cilindro cuja diretriz está no plano xz e cujas determinantes 


são paralelas ao eixo y. Uma equação da diretriz é z? = x?, no plano xz. 
Um esboço do gráfico está na Figura 7. 
FIGURA 6 


2 


15.6.3 DEFINICÁO | Se uma curva plana girar em torno de uma reta fixa situada no plano da curva, 


a superfície gerada será chamada de superfície de revolucáo. A reta fixa será 
denominada eixo da superfície de revolugáo e a curva plana será a curva ge- 
ratriz. | | 


A Figura 8 mostra uma superfície de revolução cuja curva geratriz é a curva 
C no plano yz e cujo eixo é z. Uma esfera é exemplo de uma superfície de revo- 
lugáo, pois pode ser gerada com a rotagáo de uma semicircunferéncia em torno 
de um diámetro. 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


FIGURA 9 


>» ILUSTRACÁO3 A Figura 9 mostra uma esfera que pode ser gerada com a 
rotacáo da semicircunferéncia y? + z? 


r?, z > 0, em torno do eixo y. 


FIGURA 10 


QO, y, 0) 


FIGURA 11 
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Outro exemplo de superfície de revolução é o cilindro circular reto para o qual 
a curva geradora e o eixo são retas paralelas. Se a curva geradora for a reta 
z = k no plano xz e o eixo for o eixo x, obtemos o cilindro circular reto da 
Figura 10. : «4 


Vamos achar uma equação da superfície gerada pela revolução da curva no 
plano yz, em torno do eixo y tendo a equação bidimensional 


z = ЈО) | а) 


Consulte a Figura 11. Seja Р(х, y, z) um ponto qualquer da superfície de re- 
volucáo. Vamos passar por P um plano perpendicular ao eixo y e denotar o 
ponto de intersecção desse plano com o eixo y por Q(0, y, 0). Seja P«(0, y, zo) 
o ponto de intersecção do plano com a curva geradora. Como a secção trans- 
versal da superfície com o plano que passa por P é uma circunferéncia, P está 
na superfície se e somente se 


| ОР} = IDR: 
Сото |QP| = J/x?^ + 22 e |ОР,| = zo, obtemos dessa equação 
XxX + 42 = 27? 2) 


O ponto P, está na curva geradora; assim suas coordenadas devem satisfa- 
zer (1). Logo, 


zo = ЈО) 
Dessa equação e de (2), o ponto P está na superfície de revolução se e somente se 
x + 202 = [fo (3) 


Essa é a equação desejada para a superfície de revolução. Como (3) é equiva- 
lente a 


+ yx? + 22 = fO) 


podemos obter (3) substituindo z em (1) рог + yx? + 22. 
Ра mesma forma, podemos mostrar que se a curva no plano yz com equação 
bidimensional 


y = g(z) | (4) 


for girada em torno do eixo z, uma equação da superfície de revolução gerada 
será obtida ao substituirmos y em (4) por + yx? + y?. Observações análogas 
sáo feitas quando uma curva em qualquer plano coordenado for girada em tor- 
no de um dos eixos coordenados contido naquele plano. Resumindo, os gráfi- 
cos das seguintes equacóes sáo superfícies de revolugáo em torno do eixo indi- 
cado: x? + y? = [Е(2)]2, eixo z; x? + 2? = [Р(у)]?, eixo y; y? + z? = [FGO]?, 
eixo x. Em cada caso, as secções transversais das superfícies em planos perpen- 
diculares aos eixos são circunferências com centros no eixo. 


EXEMPLO 2 Ache uma equação da superfície de revolução gerada ao girar- 
mos a parábola y? = 4x no plano xy, em torno do eixo x. Faça um esboço do 
gráfico da superfície. 
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FIGURA 12 


x 


FIGURA 13 
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Solucáo Na equação da parábola, substituímos y por + yy? + 22, 
obtendo 


y! + 22 = 4х 


Um esboço do gráfico está na Figura 12. A mesma superfície é gerada se a pa- 
rábola z? — 4x, no plano xz, for girada em torno do eixo x. 


A superfície obtida no Exemplo 2 é chamada de parabolóide de revolução. 
Se uma elipse for girada em torno de um de seus eixos, a superfície obtida será 
denominada elipsóide de revolução. Obtemos um hiperbolóide de revolução 
quando uma hipérbole for girada em torno de um eixo. 


EXEMPLO 3 Faça um esboço da superfície x? + z2 - 4y? = 0, ѕеу > 0. 


Solucáo A equação dada é da forma x? + z? = [F(y)]^; assim, seu gráfi- 
co é uma superfície de revolução tendo y como eixo. Resolvendo em y a equa- 
ção dada, obtemos 


2y = + yx? + 2 


Logo, a curva geradora pode ser a reta 2y = x no plano xy, ou a reta 2y = 
= z no plano yz. Traçando esboços das duas curvas geradoras possíveis e usan- 
do o fato de que as seccóes transversais da superfície em planos perpendicula- 
res ao eixo y sáo circunferéncias com centro no eixo y, obtemos a superfície 
mostrada na Figura 13 (observe que como y > 0, há somente uma parte do cone). 


A superfície obtida no Exemplo 3 é chamada de cone circular reto. 


EXERCÍCIOS 15.6 


Nos Exercícios de 1 a 4, faça um esboço da secção transversal 16. x? = 4y no plano xy, em torno do eixo x. 


do cilindro dado no plano indicado. 


17. y = 3z no plano yz, em torno do eixo y. 


1.4x? + y? = 16; plano xy 2.42? — y? = 4; plano yz 18. 9? — 42? — 144 no plano yz, em torno do eixo z. 


3. z = e*; plano xz 


|»|; plano ху 


19. y — sen x no plano xy, em torno do eixo x. 
20. y? — z? no plano yz, em torno do eixo z. 


Nos Exercicios de 5 a 12, faca um esbogo do cilindro, tendo as 


equações dadas. 


Nos Exercicios de 21 a 28, ache a curva geradora e o eixo da su- 
perfície de revolução dada. Faça um esboço da superfície. 


5. 4x? + 9y? = 36 6. z =sen y 


7. у= 4 8. x?-22=4 
9. z = 2х? 10. z? = 4y? 
11. y = cosh x 12. x22 y? 


Nos Exercicios de 13 a 20, ache uma equacáo da superfície de 
revolucáo gerada pela rotagáo da curva plana dada em torno do 
eixo indicado. Faça um esboço da superfície. 


13. x? = 4y no plano xy, em torno do eixo y. 
14. x? + 4z? = 16 no plano xz, em torno do eixo Ze 
15. x? + 4z? = 16 no plano xz, em torno do eixo x. 


21. x - y? +2? = 16 22. х? +2? = у 
23. x + уг 2? = 4 24. y +2? = е? 
25. х? + 2? = |y| 26. 4х? + 9y? + 422 = 36 


27. 9х? - y? + 92? = 0 
29. A tratriz 


28. 4x! + 4y! —2=9 


t t 
x=1t-ath т y = asech— 


dex = —aa x = 2a é girada em torno do eixo x. Faça um 
esboco da superfície de revolucáo. 


15.7 SUPERFÍCIES QUÁDRICAS 


FIGURA 1 


FIGURA 2 
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Aprendemos no Capítulo 10 que o gráfico de uma equação do segundo grau 
nas variáveis x e y, 


Ax? + Bxy + Су? + Dx + Еу + Е = 0 


é uma secção cónica. O gráfico de uma equação do segundo grau nas variáveis 
х, уе 2, 


Ax? + By? + Cz? + Dxy + Exz + Fyz + Ох + Ну + Е + Ј = 0 (1) 


ё chamado de superfície quádrica. О tipo mais simples de superfícies quádricas 
constitui os cilindros parabólico, elíptico e hiperbólico que foram discutidos na 
seccáo anterior. Há mais seis tipos de superfícies quádricas que iremos conside- 
rar agora. Escolhemos os eixos coordenados de modo que as equacóes estejam 
em sua forma mais simples. Na discussáo de cada uma dessas superfícies ire- 
mos nos referir a secções transversais das superfícies em planos paralelos aos 
planos coordenados. Essas secções transversais ajudam a visualizar a superfície. 


O elipsóide 


x 2 D І 
аа жы 2) 


onde a, b e c são positivos (veja a Figura 1). 
Se em (2) z for substituído por zero, obtemos a secção transversal do elipsói- 
de no plano xy, que é a elipse 


Hds 

ui t yc 
Para obter a seccáo transversal da superfície com os planos z — k, substituímos 
z por К na equação do elipsóide, obtendo 


UO du esp ET 


Se |k| < c, a secção transversal é uma elipse e os comprimentos dos semi-eixos 
decrescem para zero quando |k| cresce para o valor c. Se |k| = c, a intersec- 
ção do plano z = К com o elipsóide é um único ponto (0, 0, А). Se |k] > c, 
não há intersecção. A discussão é análoga se considerarmos secções transver- 
sais formadas por planos paralelos a cada um dos outros planos coordenados. 

Os números a, be c são os comprimentos dos semi-eixos do elipsóide. Se dois 
números quaisquer desses três forem iguais, teremos um elipsóide de revolução 
que também será chamado de esferóide. Um esferóide para o qual o terceiro 
número seja maior do que os outros dois iguais é chamado de prolato (alonga- 
do nos pólos). O esferóide prolato tem o formato de uma bola de futebol ame- 
ricano. Um esferóide oblato será obtido se o terceiro número for menor do que 
os outros dois, que são iguais. Se todos os três números a, b e c na equação 
de um elipsóide forem iguais, o elipsóide será uma esfera. 


O hiperbolóide elíptico de uma folha 


3) 


onde a, b, e c sáo positivos (veja a Figura 2). 
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As secções transversais em planos z = К são as elipses 
2 2 E 
= 1 es =, 


Quando k = 0, os comprimentos dos semi-eixos da elipse são os menores e 
aumentam à medida que |k| aumenta. As secções transversais nos planos 
= К são as hipérboles 


Se |k| < a, o eixo transverso da hipérbole é paralelo ao eixo y, ese |k| > a, 
o eixo transverso é paralelo ao eixo z. Se k = a, a hipérbole degenera em duas 
retas: 


De forma análoga, as secções transversais nos planos y = k também são hipér- 
boles. O eixo desse hiperbolóide é z. 

Sea = b, a superfície é um hiperbolóide de revolução para o qual o eixo 
é a reta contendo os eixos conjugados. 


Oo hiperbolóide elíptico de duas folhas 


uc um Dl A (4) 


onde a, b e c sáo positivos (veja a Figura 3). 
Substituindo z por k em (4), obtemos 


x? y k? 


Se |k| « c, nào há interseccáo do plano z = k com a superfície; logo, entre 
os planos z = —cez = c não há pontos da superfície. Se |k| = c, a intersec- 
cáo do plano z = К com a superficie é um único ponto (0, 0, k). Quando 
|k] > c, a secção transversal da superfície no plano z = k é uma elipse, e os 
comprimentos dos semi-eixo aumentam quando |k| aumenta. 

As secções transversais da superfície nos planos x = Kk são as hipérboles 


cujos eixos transversos são paralelos ao eixo z. De forma análoga, as secções 
transversais nos planos у = k são as hipérboles 


para as quais os eixos transversos também são paralelos ao eixo z. 


Sea = b,a superfície é um hiperbolóide de revolução no qual o eixo é a reta 
contendo o eixo transverso da hipérbole. 
Cada uma das três superfícies quádricas anteriores é simétrica a cada um dos 


. planos coordenados e simétrica em relação à origem. Seus gráficos são chama- 
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dos de quádricas centrais e seu centro está na origem. O gráfico de qualquer 
equacáo da forma | 7 


onde a, be c sáo positivos, é uma quádrica central. 


EXEMPLO 1 Faça um esboço do gráfico da equação 
4x? — y? + 252? = 100 


e dé o nome da superfície. 


Solucáo Dividindo ambos os termos da equação por 100, obtemos 
x? 2 2 
25 100 4 


que é da mesma forma que (3), se trocarmos y por z. Logo, a superfície é um 
hiperbolóide elíptico de uma folha cujo eixo é y. As secções transversais nos 
planos y = k são as elipses 


L =1+— 
25747 1100 
As secções transversais nos planos x = К são as hipérboles 
z y? k? 


toto 
4 100 25 

e as secções transversais nos planos z = k são as hipérboles 
x? y? k2 


25 10 |^ 4 


Um esboço da superfície está na Figura 4. 


FIGURA 4 


EXEMPLO 2 Faça um esboço do gráfico da equação 
4x? — 25y? — z? = 100 


e dé o nome da superfície. 


Solucáo Dividindo ambos os membros da equagáo por 100 podemos es- 
crever a equacáo dada como 
x? y? 2? 
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que é da mesma forma que (4) com x e z trocados um pelo outro; assim, a su- 
perfície é um hiperbolóide elíptico de duas folhas cujo eixo é x. As secções trans- 
versais nos planos x = К, onde |k| > 5, são as elipses 

У " z? _ k? 

100 25 

Os planos x = К, onde |k| « 5, nào interceptam a superfície. As secções trans- 
versais nos planos y — k sáo as hipérboles 

x? 2? ix k? 

25 100 4 
e as seccóes transversais nos planos z — k sáo as hipérboles 

x? y? k? I 


asc up ro 


O esboco pedido está na Figura 5. 
FIGURA 5 


As duas quádricas a seguir sáo chamadas de quádricas náo-centrais. 


O parabolóide elíptico 


x? y? z? 
wig t 0 


onde a e b são positivos e c # 0. A Figura 6 mostra a superfície, se c > 0. 

Substituindo k por z em (5), obtemos 

х®* y k 

ate, 
Quando k = 0, essa equação torna-se b?x? + a?y? = 0, que representa um 
único ponto, a origem. Se k # 0 e ke с tiverem o mesmo sinal, a equação será 
FIGURA 6 de uma elipse. Assim, concluímos que as secções transversais da superfície nos 
planos z = k, onde k e c tém o mesmo sinal, sáo elipses e os comprimentos 
dos semi-eixos aumentam quando |k| cresce. Se k e c tiverem sinais opostos, 
os planos z = k não interceptam a superfície. As secções transversais da super- 
fície com os planos x = ke y = k são parábolas. Quando c > 0, as parábolas 
abrem-se para cima, conforme mostra a Figura 6; quando c < 0, as parábolas 
abrem-se para baixo. 

Sea = b, a superfície é um parabolóide de revolução. 


O parabolóide hiperbólico 


a e | © 
FIGURA 7 


onde a e b são positivos e c x 0. A superfície está na Figura 7 para c > 0. 

As secções transversais da superfície nos planos z = k, onde k = 0, são hi- 
pérboles com seus eixos transversos paralelos ao eixo y se kec tiverem o mes- 
mo sinal, e paralelos ao eixo x se k e c tiverem sinais opostos. A secção trans- 
versal da superfície no plano z = 0 consiste em duas retas passando pela ori- 
gem. As secções transversais nos planos x = k são parábolas abrindo-se para 
cima se c > 0, e para baixo se c < 0. As secções transversais nos planos 

= k são parábolas abrindo-se para baixo se c > 0, e para cima se c < 0. 
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EXEMPLO 3 Faça um esboço do gráfico da equação 
3y? + 122? = 16x 


e dê o nome da superfície. 


Solução As equações dadas podem ser escritas como 
2 z? 
Kozos 
16 4 3 


que é da mesma forma que (5), com x e z trocados um pelo outro. Logo, o grá- 
fico da equação é um parabolóide elíptico cujo eixo é x. As secções transversais 
nos planos x = k, onde k > 0, são as elipses 


Os planos x = k, onde k < 0, não interceptam a superfície. As secções trans- 
versais nos planos y = k são as parábolas 127? = 16x — 3k?, e as secções 
transversais nos planos z = k são as parábolas 3y? = 16x — 12k?. A Figura 
x 8 mostra um esboço do parabolóide elíptico. 


FIGURA 8 


EXEMPLO 4 Faça um esboço do gráfico da equação 
3y? — 122? = 16x 
e dê o nome da superfície. 


Solução Se a equação dada for escrita como 


2? 


16 4 3 
ela será da mesma forma que (6), com x e z trocados entre si. A superfície será, 
entáo, um parabolóide hiperbólico. As secgóes transversais nos planos x — k, 
onde k з 0, são as hipérboles 


Ww. z k 

16 4 3 
A secção transversal no plano yz consiste em duas retas у = 2z e y = —2z. 
Nos planos z = k, as secções transversais são as parábolas 3y? = 


= 16x + 12k?; nos planos y = k, as secções transversais são as parábolas 
1242 = 3k? — 16x. Um esboço do parabolóide hiperbólico está na Figura 9. 


O cone elíptico 


uror pe qa O 0) 


onde a, b e c são positivos (veja a Figura 10). 

A interseccáo do plano z = 0 com a superfície é um único ponto, a origem. 
As secções transversais da superfície nos planos z = k, onde k = 0, são elipses, 
FIGURA 10 e os comprimentos dos semi-eixos aumentam quando К cresce. As secções trans- 
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versais nos planos x = Ое y = 0 são pares de retas concorrentes. Nos planos 
х= Кеу = К, onde К x 0, as secções transversais são hipérboles. 


EXEMPLO 5 Еаса um esboco do gráfico da equacáo 
4x? — y? + 252? 20 


e dé o nome da superficie. 


Solucáo A equação dada pode ser escrita como 
2 2 2 : 
X == А + e = 0 
25 100 4 


que é da mesma forma que (7), com y е z trocados entre si. Logo, a superfície 
é um cone elíptico, tendo y como seu eixo. A superfície intercepta o plano y = 0 
apenas na origem. A interseccáo da superfície com o plano x = 0 é o par de 
retas concorrentes y = + 5z, e a intersecção com o plano z = 0 é o par de 
retas concorrentes y = + 2x. As secções transversais nos planos y = К, onde 
k з 0, são as elipses 

x? 2? К? 

25* 4 100 
Nos planos x = k ez = К, onde К x 0, as secções transversais são, respectiva- 
mente, as hipérboles 


y? z k2 y? x? Е k? 


100 4 25 * 100 2574 


A Figura 11 mostra um esboço da superfície. 


FIGURA 11 


A equação (1) é a equação geral do segundo grau em x, y e z. Pode ser mos- 
trado que por translação e rotação dos três eixos coordenados (esse estudo está 
fora do contexto desse livro), tal equação pode ser reduzida a uma das seguin- 
tes formas: 

Ax? + Ву? + Cz + Ј = 0 (8) 

| — Ax! + Ву + Iz = 0 (9) 

Os gráficos das equacóes do segundo grau seráo de um dos seis tipos de quá- 

dricas citados ou degeneram em cilindro, plano, reta, ponto ou conjunto vazio. 
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AS curvas náo-degeneradas, associadas a equações da forma (8), são as quá- 
dricas centrais e o cone elíptico, enquanto que as equações da forma (9) são 
quádricas náo-centrais. A seguir sáo dados exemplos de alguns casos dege- 


nerados: 


х? – у? = 


y? = 


x 
м 
+++ 


у? + 4? = 
у? + z? + 1 = 0; о conjunto vazio 


0; dois planos, х – у = 0ех + у = 0 
0; um plano, o plano xy 
0; uma reta, o eixo z 


0; um ünico ponto, a origem 


EXERCÍCIOS 15.7 
Nos Exercícios de 1 a 6, dé o nome da superfície dada. 


1. 9x? — 4y? + 362? = 36 2. 4x? — 16y? + 922 = 0 
3. 5x? —22?—3y=0 4. 25x? = 4y? + z? + 100 
5, 4y? — 25x? = 100 6. 3y? + 722 = 6x 


Nos Exercícios de 7 a 18, faça um esboço do gráfico da equação 
dada e dê o nome da superficie. 


7. 4х2 + 9у? + 22 = 36 8. 4х2 — 9у2 — 22 — 36 
9. 4х2 + 9у2 — 22 = 36 10. 4x? — 9y? + 22 = 36 
11. x? = y? — 2? 12. x? = y? + 2? 
х2 2 y x 
13. — + — = 4 14. — + — = 
36*25 25*36 7^ 
x 2? 
15. 20 x = 
5. =6 25 9y 16. x^ = 2y + 4z 
17. x? + 1622 = 4y? — 16 18. 9y? — 4z? + 18x = 0 


19. Ache os valores de К para os quais a intersecção do plano 
X + ky = 1 com o hiperbolóide elíptico de duas folhas 
y? — x? — z?- 1 é (a) uma elipse е (b) uma hipérbole. 
20. Ache o vértice e o foco da parábola que é a intersecgáo do 
plano y = 2 com o parabolóide hiperbólico 
y _ 


Z 
16 4 9" 


21. Ache o vértice e o foco da parábola que é a interseccáo do 


plano x = 1 com o parabolóide hiperbólico 
E _ х? _у 
4 9 73: 


22. Ache a área da secção plana formada pela intersecção do pla- 
no y = 3 com o sólido limitado pelo elipsóide 
x? 2 z 
“9 EI + “4 = 1. 

23. Mostre que a intersecção da superfície x? — 4y? — 922236 
com o plano x + z — 9 é uma circunferéncia. 

24. Mostre que a intersecgáo do parabolóide hiperbólico 
3 x z 

e 

duas retas concorrentes. 


+ 


com o plano z = bx + ay consiste em 


Nos Exercícios de 25 a 27, use o método das secgóes planas pa- 
ralelas (Secção 6.1) para achar o volume do sólido dado. A me- 
dida da área da regiáo limitada pela elipse com semi-eixos a e 
b é nab. 

25. O sólido limitado pelo elipsóide 36x? + 9y? + 4z? = 36. 

2 2 22 

26. O sólido limitado pelo elipsóide 7 + 5 + 7 = 1 
27. O sólido limitado pelo plano z = h, onde h > 0, e o parabo- 


2 2 
lóide elíptico + + E = =, onde c > 0. 


15.8 CURVAS EM R? 


15.8.1 DEFINICÁO 


Vamos considerar agora funções com valores vetoriais no espaço tridimensional. 


Sejam f,, f; e f, três funções da variável real t e com valores reais. Então, pa- 
ra todo número t no domínio comum a f,, f, e f;, há um vetor R definido por 


RO = fi + fX0j + ЛОК 


e R é chamada de funcáo com valores vetoriais. 


O gráfico de uma função com valores vetoriais no espaço tridimensional é 
obtido de forma análoga ao que foi feito para uma função com valores veto- 
riais no espaço bidimensional, na Secção 14.3 Quando / assume todos os valo- 


Table 1 
x 
0 a 
л а 
2 8 
л 
5 0 
3л а 
їс у 
л —a 
3л 
3 0 


FIGURA 1 


FIGURA 2 
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res no domínio de К, o ponto final da representação posicional do vetor R(t) 
traça uma curva C, e essa curva é chamada de gráfico de R. Um ponto na curva 
C tem a representação cartesiana (x, y, z), onde 


x = f y = fd) z = fð (0) 


Essas equações são chamadas de equações paramétricas de С, enquanto que 
a Definição 15.8.1 é chamada de uma equação vetorial de C. Eliminando 7 das 
equações (1), obtemos duas equações em x, y e z que são chamadas de equações 
cartesianas de C. Cada uma delas é a equação de uma superfície e a curva C 
é a intersecção de duas superfícies. As equações de qualquer par de superfícies 
transversais em C podem ser tomadas como as equações cartesianas de C. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Vamos traçar um esboço da curva com a equação vetorial 
R(f) = a cos fi + b sen tj + tk 

As equações paramétricas da curva. dada são 
x = a cost y = bsent @=1 


Para eliminar t das duas primeiras equações, escrevemos 


x? 2 
—— = соѕ г e J— = sen? f 


Somando membro a membro, obtemos 


Logo, a curva está inteiramente no cilindro elíptico cuja diretriz é uma elipse 

no plano xy e cujas determinantes sáo paralelas ao eixo z. A Tabela 1 dá os valo- 

res de x, y e z para certos valores de t. Um esboço da curva está na Figura 1. 

' | я 

A curva da Ilustração 1 é chamada de hélice. Se а = b, a hélice é uma hélice 
circular e está no cilindro circular reto x? + y? = а?. 


> ILUSTRAÇÃO 2 A curva tendo a equação vetorial 
R(f) =й + tj + Pk 

é chamada de cübica retorcida. As equacóes paramétricas da cübica retorcida sáo 
x=t у= ť 2 = В 


Eliminando £ das duas primeiras equações, obtemos у = x? que é um cilindro 
cuja diretriz no plano xy é uma parábola. A cübica retorcida está sobre esse 
cilindro. A Figura 2 mostra um esboço do cilindro e uma parte da cúbica retor- 
cida det = 0at = 2. < 


A Definição 14.4.1, relativa ao limite de uma função com valores vetoriais 
em duas dimensões, pode ser estendida a funções com valores vetoriais em três | 


. dimensões, como segue. Se 


R(t) = fi(t)i + БО) +)» ОК 


15.8.2 TEOREMA 


z —R(t*AD)- RG) 


x 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


_ DR) 
TO = TDROT 
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entáo 


lim R(t) = im fi (t) + lim f;(t)j + lim f(t)k 


tt|1 


se lim HO, tim SAD е lim ft) existirem. 
>t nes >ti 


As definições de continuidade (14.4.2) e da derivada (14.4.3) de funções com 
valores vetoriais em V, são as mesmas para aquelas em V,. A prova do teore- 
ma a seguir é análoga à prova do Teorema 14.4.4, sendo deixada como exercí- 
cio (veja o Exercício 13). 


Se R for uma função com valores vetoriais, definida por 
К) = AHi + fX0j + KAk 
e se R'(t) existir, então 


R'(t) = ЛО + fX0j + ЛОК 


A interpretação geométrica da derivada de R é a mesma que aquela dada pa- 
ra a derivada de uma funcáo com valores vetoriais em R?. A Figura 3 mostra 
parte da curva C, C, que é o gráfico de R. Na figura, OPéa representacáo posi- 
cional de R(t), OQé é a representação posicional de R(t + At) e assim PQ é uma 
representação do vetor R(t + Af) — R(*). Quando At tende a zero, o vetor 
[RG + At) — R(D]/^t tem uma representação aproximando-se de um segmen- 
to de reta orientado, tangente à curva C em P. 

A definição de vetor tangente unitário é análoga à Definição 14.6.1 para ve- 
tores no plano. Assim, se T(f) for o vetor tangente unitário ao gráfico de R, entáo 


(2) 


> ILUSTRAÇÃO 3 Vamos encontrar o vetor tangente unitário para а cúbica re- 
torcida da Ilustracáo 2. 
Como R(?) = ti + tj + Pk, 


D,R(t) = i + 2tj + 3k l|D,R()]| = V1 + 4t? + 9c* 


De (2), entáo 


T(t) = (i + 2tj + 31?k) 


1 
{/1 + 41? + 914 


Logo, em particular, 


1 2 3 
Т(1) = і+ j+ k 
Ма 14º 14 
A Figura 4 mostra a representação de T(1) no ponto (1,1,1). | < 


Os Teoremas 14.4.6, 14.4.7 e 14.4.8, relativos às derivadas de somas e pro- 
dutos de duas funções com valores vetoriais bidimensionais, também valem pa- 
ra vetores ет três dimensões. O seguinte teorema referente à derivada do pro- 
duto vetorial de duas funções com valores vetoriais é similar à fórmula corres- 
pondente para a derivada do produto de duas funções com valores reais; contu- 
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do, é importante manter a ordem correta das funcóes com valores vetoriais, 
pois o produto vetorial nào é comutativo. 


Se R e Q forem funções com. valores vetoriais, então 


DIRA x 00] = RA x QUO + R'( x QA 


рага todos os valores de Г para os quais R'(t) e Q'(t) existem. 


A demonstração do Teorema 15.8.3 será deixada como exercício (veja o Exer- 
cício 14). 

O comprimento de um arco de uma curva C no espaço tridimensional pode 
ser definido exatamente da mesma maneira como foi feito no caso de uma cur- 
va no plano (veja a Definição 14.5.1). Se C for a curva com equações paramé- 
tricas (1), f1, 5 e fz forem contínuas no intervalo fechado (a, b] e nenhum par 
de valores de £ resultar no mesmo ponto (x, у, z) em C, então podemos provar 
(como foi feito para o plano) um teorema similar ao Teorema 14.5.3, o qual 
estabelece que o comprimento de arco L, da curva C entre o ponto (f (a), fa), 
Рз(а)) e o ponto (f(b), f(b), fXb)) é determinado por 


| L= FOR + OF + OP dt 65) 


Se s for a medida do comprimento de arco de C entre um ponto fixo (f,(£,), 
Jalto), F(to)) e um ponto variável (A(O), А00), А00) e s crescer com t crescente, 
então s será uma função de t, dada por 


s= f VERTO + 72 + 750002 du 
Conforme foi mostrado na Secção 14.5 para curvas planas 
ds 
— = ||D R(t 
= IDR] 


e o comprimento de arco, £ unidades, dado por (3), também pode ser determi- 
nado por 


| L = V Прва ] (4) 


EXEMPLO 1 Dada a hélice circular 
R(t) = a cos ti + a sen tj + tk 
onde a > 0, encontre o comprimento de arco det = Oa t = 2л. 
Solução 
DR(t) = —a sen ti + a cos tj + k 
Assim, de (4), 


L= f /С— а зеп)? + (a cos t)? + 1 dt 
- [é ya? +1 dt 
= 2 ya? + 1 


Então, o comprimento de arco é 2z-/a? + 1 unidades. 
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As definições do vetor curvatura K(r) e da curvatura K(t) da curva C de R? 
num ponto P sáo as mesmas que foram dadas na Definigáo 14.7.1 para curvas 
planas. Logo, se T(£) for o vetor tangente unitário a C em P e s for a medida 
do comprimento de arco de um ponto escolhido arbitrariamente em C até P, 
onde s cresce com f crescente, entáo 


K(t) = D,T() 


» “DIO 
KO = TDROT a 


e 
K(t) = [|D,T(s)!| 
x _ | DIO 
T р 
Tomando o produto escalar de K(r) por T(t) e usando (5), obtemos 
DT 
K(t) + T(t) = ROT "ТО 
1 
= рТ : T 6 
DR] (t) "ТО (6) 


O Teorema 14.4.11 estabelece que se uma função com valores vetoriais no 
plano tem módulo constante, ela será ortogonal à sua derivada. Esse teorema, 
bem como sua demonstração, também valem para vetores em três dimensões. 
Logo, como ||Т(0 || = 1, podemos concluir de (6) que K(?) · T(t) = 0. Assim 
sendo, o vetor curvatura e o vetor tangente unitário de uma curva em um ponto 
são ortogonais. 

O vetor normal unitário é definido como sendo o vetor unitário com a mes- 
ma direção e sentido do vetor curvatura, desde que o vetor curvatura não seja 
nulo. Assim, se N(t) denotar o vetor normal unitário à curva C num ponto P 
e se K(r) = 0, temos 


KO 
NO = KT | (7) 


De (7) e da discussão anterior, segue que o vetor normal unitário e o vetor 
z tangente unitário sáo ortogonais. Assim, o ángulo entre esses dois vetores tem 
uma medida de 57 гай e,do Teorema 15.5.8, 


ITO x NØ = ITO ||N()]| sen 37 
=1 
Logo, o produto vetorial de T(t) e N(f) é um vetor unitário. Pelo Teorema 
15.5.10, T(*) x N(£) é ortogonal a ambos T(?) e N(£); logo, o vetor B(/), defini- 
do por 


д | B(A = TH x NÖ (8) 


é um vetor unitário ortogonal a T(t) e N(£) e é chamado de vetor binormal uni- 
tário à curva C no ponto P. 

Os três vetores unitários mutuamente ortogonais, T(£), N(£) e B(t) de uma 
FIGURA 5 curva C sáo chamados de triedro móvel de C (veja a Figura 5). 
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EXEMPLO 2 Ache o triedro móvel e a curvatura em qualquer ponto da héli- 
ce circular do Exemplo 1. 


Solução A equação vetorial da hélice circular é 
R(t) = a cos ti + asen tj + tk 
Assim, D;R(t) = —asenti + a cos tj + k e ||D,R()|| = Va? + 1. De (2), 


1 : : 
T(t) = rorum (—asenti + a cos tj + k) 
Logo, 
1 
D,T(t) = Est (—a cos ti — a sen tj 


Aplicando (5), obtemos 


a 
K(t) = Ra q cos ti — a sen tj) 


Como a curvatura K(t) = ||K(t)||, temos 
a 
К) = —— 
© а? + 1 


- Assim, a curvatura da hélice circular é constante. De (7), 


N(t) = —cos ti — sen tj 
Aplicando (8), temos 


B(t) — (—a senti + a cos tj + k) x (—cos ti — sen tj) 


1 
ya? +1 


1 
= ————— (sen ti — cos tj + ak) 


ya? +1 


Um estudo geral de curvas e superfícies usando o Cálculo é dado num curso 
de Geometria Diferencial. O uso de Cálculo de Vetores enriquece esse assunto. 
A discussáo anterior é apenas uma breve introducáo. 

Vamos considerar agora, resumidamente, o movimento de uma partícula ao 
longo de uma curva no espaço tridimensional. Se o parámetro f na equação ve- 
torial i 


К(0 = /\(@1 + (09) + ЛОК | (9) 


medir о tempo, então a posição em f de uma partícula que se move ao longo 
da curva C, tendo equação vetorial (9), será o ponto P(f(0), SD, SAD). O ve- 
tor velocidade, V(t), e o vetor aceleração, A(£), são definidos como no plano. 
O vetor R(?) é chamado vetor posição e 


V(t) = D,R(t) A(t) = D,V(t) 
A velocidade escalar de uma partícula em f é o módulo do vetor velocidade. 
Como ||D,R(t)|| = ds/dt 
ds 


[УО = = 


FIGURA 6 


Exercícios 15,8 


EXEMPLO 3 


equacóes paramétricas 


х = 31 


у= 


z= 31 
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Uma partícula está se movendo ao longo de uma curva сот 


Ache os vetores velocidade e aceleragáo e a velocidade escalar da partícula em 


= 1. Faça um esboço de parte da curva em f = 


1 e trace representações dos 


vetores velocidade e aceleração em / = 1. 


Solução 


Logo, 


V(t) = D,R(t) 


Assim, 


R(t) = За + 12) + 2t 


= 3i + 2tj + 21?k 


[м0] = V9 + 4 + ar? 


V(1) = 3i + 2j + 2k 


EXERCÍCIOS 15.8 


Nos Exercícios de 1 a 5, ache o vetor tangente unitário para a 
curva tendo a equação vetorial dada. 


аа des 


е 


. R(t) = (t + Di — gj + (1 — 209 
. R(t) = sen2ti + cos 2tj + 212/2 


R(t) = e' cos ti + e'sentj + PE 


. R(t) = ti + (t + 4j + (t — 103) 


R(t) = 2t cos ti + 5tj + 2tsen. tk 


. Ache o vetor tangente unitário à curva tendo equacáo veto- 


rial R(f) = 4 cosh 25 + 4 senh 24 + 6tk no ponto onde t = 0 


Nos Exercícios de 7 a 11, dente o comprimento de arco da curva 


de t, até б: 

7. A curva do Exercício 1; f, = —1, f, = 2. 
8. A curva do Exercício 2; f, = 0, t; = 1. 
9. A curva do Exercício 3; t, = 0, f£; = 3. 
10. A curva do Exercício 4; t, = 0, t; = 1. 


11. 
12. 
13. 


14. 
15. 


R() = 44% — 3 sen tj + 3 cos tk; t, = 0, t; = 2. 


Prove que o vetor tangente unitário da hélice circular do 
Exemplo 1 faz um ángulo constante com o vetor unitário k. 
Prove o Teorema 15.8.2. 

Prove o Teorema 15.8.3. 

Escreva a equação vetorial da curva de intersecção das su- 
perfícies y = ехе 5 = xy. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Uma equação vetorial da curva é dada por 
5k 


A(t) = D,V(t) 
= 2j + 4tk 


САП) = 2j + 4k 


VCD] = 17 


О esboco pedido está na Figura 6. 


-Escreva a equação vetorial da curva de intersecção das su- 


perfícies x = ln(z? + 2) e y = xz?. 

Ache o co-seno do ângulo entre o vetor unitário j e o vetor 
tangente unitário à curva R(?) = cos 2fi — 3tj + 2 sen 2tk 
no ponto onde t = 

Ache a curvatura em / = 1 da curva 

R() = t^i + (4 + 0j + (3 – 20k. 

Ache o triedro móvel e a curvatura no ponto onde / = 1 da 
cúbica retorcida da Ilustração 2. 

Ache o triedro móvel e a curvatura em um ponto qualquer 
da curva R(f) = cosh fi + senh tj + tk. 


Nos Exercícios 21 a 24, ache o triedro móvel e a curvatura da 
curva dada em t = t, se existirem. 


21 


. A curva do Exercício 1; t, = 
22. 
23. 
24. 


A curva do Exercício 2; f, — 
A curva do Exercício 3; t, = 
A curva do Exercício 4; t, = 


ros | 


Nos Exercícios de 25 a 28, uma partícula move-se ao longo de 
uma curva dada. Ache o vetor velocidade, o vetor aceleração e 
a velocidade escalar em t = t,. Faça um esboço da parte da cur- 
va em t = t, e trace os vetores velocidade e aceleração. 


25. 
26. 


27. 
28. 


A hélice circular do Exemplo 1; t, = іл. 

Ма аы и 

Le ty=e A z= te”; t = 1. 

x= m туз In(1 + 22), ze tg^! tit = 1. 
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29. Prove que se R(r) = fii + 700) + f(k for a equação 33. Prove que se R(f) = ЛО + f40j + ЛОК for uma equa- 
vetorial da curva C e K(f) for a curvatura de C, entáo ção vetorial da curva C, K(f) for a curvatura de C no ponto 


||D,R(t) x DROI] 


K = 
O=- Toro 


30. Use a fórmula do Exercício 29 para mostrar que a curvatura 
da hélice circular do Exemplo 1 é a/(a? + 1). | 


Nos Exercícios 31 e 32, ache a curvatura da curva dada no pon- 


to indicado. 


34. x = t, y = 1, z = 13; na origem. 


32.x-ely-e'tz-tteU 


P eso comprimento de arco medido entre um ponto arbi- 
trariamente escolhido em С até P, então DR(t) - D;R(t) = 
-[K(DP. 

34. Uma partícula move-se ao longo de uma curva com equagáo 
vetorial R(?) = tg fi + senh 2tj + sech tk. Prove que os ve- 
tores velocidade e aceleração são ortogonais entre si em t = 0. 

35. Prove que se a velocidade escalar de uma partícula for cons- 
tante, então os vetores velocidade e aceleração serão sempre 
ortogonais entre si. 

36. Prove que a cúbica retorcida da Ilustração 2, se £ 4 0, ne- 
nhum par de vetores entre R(t), V(t) e A(?) é ortogonal. . 


15. 9 COORDENADAS А representação da coordenada cilíndrica de um ponto Р é (r, 0, 2), onde r e 
CILÍNDRICAS E ESFÉRICAS 0 são as coordenadas polares da projeção de P em um plano polar e z é a dis- 


2 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


táncia orientada desse plano polar até P. Veja a Figura 1. 


EXEMPLO 1 Faça um esboço do gráfico de cada uma das seguintes equações, 
onde c é uma constante: (а) г = с; (b) 0 = с; (с) = с. 


Solução 

(a) Para um ponto P(r, 0, z) do gráfico de r = c, 0 e z podem assumir quais- 
quer valores e r é uma constante. O gráfico é um cilindro circular reto, tendo 
|c| como raio e z como seu eixo. Um esboço do gráfico está na Figura 2. 

(b) Para todos os pontos P(r, Ө, z) do gráfico de Ө = c, re z podem assumir 
qualquer valor, enquanto que 9 permanece constante. O gráfico é um plano 
pelo eixo z. Veja a Figura 3 para um esboço do gráfico. 

(c) O gráfico de z = c é um plano paralelo ao plano polar e a uma distância 
orientada de c unidades. A Figura 4 mostra um esboço do gráfico. 


FIGURA 3 FIGURA 4 


FIGURA 5 


x 


FIGURA 6 


Р(х, y, z) 
(r, 0, z) 


(p, 9, Ф) 


>y 


15.9 Coordenadas Cilíndricas e Esféricas , 903 


О nome “coordenadas cilíndricas”? vem do fato de que o gráfico de r = c 
é um cilindro circular reto, como no Exemplo 1(a). Coordenadas cilíndricas sáo 
usadas em um problema físico quando há um eixo de simetria. 

Suponha que sejam colocados um sistema de coordenadas cartesianas e um 
sistema de coordenadas cilíndricas tais que o plano xy seja o plano polar e o 
lado positivo do eixo x seja o eixo polar, conforme mostra a Figura 5. Entáo, 
o ponto P tem por coordenadas (x, y, z) e (r, 0 z), relacionadas pelas equações 


х= гсо0 y-rsn6ü z-z (1) 


(2) 


EXEMPLO 2 Ache uma equacáo em coordenadas cartesianas das seguintes su- 
perfícies, cujas equacóes estáo expressas em coordenadas cilíndricas e identifi- 
que a superficie: (а) r = 6 sen Ө; (b) r(3 cos 0 + 2 sen 0) + 6z = 0. 


Solucáo 

(a) Multiplicando ambos os lados da equação por r, obtemos r? = бг sen Ө. 
Como г? = x? + y?ersen 0 = y, entáo x? + y? = бу. Essa equação po- 
de ainda ser escrita como x? + (y — 3)? = 9, mostrando que o seu gráfico 
é um cilindro circular reto cuja seccáo transversal no plano xy é a circunfe- 
réncia com centro em (0, 3) e raio 3. 

(b) Substituindo r cos 0 por x e r sen Ө por y, obtemos a equação 3x + 2y + 
+ 6z = 0. Assim, o gráfico é um plano passando pela origem e com (3, 2, 6) 
como vetor normal. 


EXEMPLO 3 Ache uma equacáo em coordenadas cilíndricas para cada uma 
das seguintes superfícies, cujas equagóes sáo dadas em coordenadas cartesianas 
e identifique a superfície: (a) x? + y? = z; (Ы) x? - y? = z. 

Solucáo 

(a) A equação é similar à equação (5) da Secção 15.7 sendo, portanto, o gráfico 
é um parabolóide elíptico. Se x? + y? for substituído por r?, a equação se- 
га г? = 4. 

(b) A equação é similar à (6) da Secção 15.7, se x for substituído por у. O gráfi- 
co é, portanto, um parabolóide hiperbólico, tendo z como eixo. Quando x 
for substituído por r cos 8 e y por r sen Ө, obtemos a equação г? cos? O — 
— г? sen? 0 = z; uma vez que cos? Ө — sen? Ө = cos 20, podemos escrever 
a equação como z = r? cos 20. 


Num sistema de coordenadas esféricas há um plano polar e um eixo perpen- 
dicular ao plano polar, com a origem do eixo z na origem do plano polar. Um 
ponto é localizado por trés nümeros e a representacáo de um ponto P em coor- 
denadas esféricas é (p, 0, $), onde p = |OP|, Ө é a medida em radianos do 
ángulo polar da projeção de P sobre o plano polar e é é a medida náo-negativa 
em radianos do menor ángulo medido entre o lado positivo do eixo z e a reta 
OP. Veja a Figura 6. A origem tem como representacáo com coordenadas esfé- 
ricas (O, Ө, $), onde 0 e ф podem ter qualquer valor. Se o ponto P(p, 0, &) 
não for a origem, então p >0e 0 < ф < л, onde é = 0, se P estiver no lado 
positivo do eixo z, e $ = л se P estiver no lado negativo do eixo z. 
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EXEMPLO 4 Faga um esboco do gráfico de cada uma das seguintes equacóes, 
onde с é uma constante: (а) р = сес > 0; () 0 = с; (с) ф = се0 < с < п. 


Solucáo 

(a) Todo ponto P (p, 0, &) do gráfico de p = c tem o mesmo valor de p, Ө pode 
ser qualquer número, e 0 < ф < л. Segue que o gráfico é uma esfera de 
raio c e centro na origem. A Figura 7 mostra um esboço da esfera. 

(b) Para qualquer ponto P(p, 0, ф) no gráfico de 0 = c, p pode ser qualquer 
número não-negativo e $ qualquer número no intervalo fechado [0, л], e 
0 é constante. O gráfico é um semiplano contendo o eixo z e é obtido giran- 
do o semiplano x > 0 do plano xz de um ángulo de c rad em torno do eixo z. 
A Figura 8 mostra esboços dos semiplanos para 0 = л, 0 = 2л, 
0 = $r e8 = — im. 

(с) О gráfico de ф = с contém todos os pontos P(p, 0, ф) para os quais р ё 
qualquer número náo-negativo, 0 é qualquer número e q é a constante c. 
O gráfico é a metade de um cone, tendo seu vértice na origem e o eixo z 
como eixo. A Figura 9 (a) e (b) mostra esbogos do meio cone para 0 < c 
<inejmn<c< п, respectivamente. 


¿TEC<T 


FIGURA 8 


(a) | (b) 


FIGURA 9 


Como o gráfico de p — c é uma esfera, conforme foi visto no Exemplo 4 
(a), temos o nome “'coordenadas esféricas””. Em problemas físicos, onde existe 
um ponto de simetria, as coordenadas esféricas sáo freqüentemente utilizadas. 

Colocando juntos um sistema de coordenadas esféricas e um sistema de coor- 
denadas cartesianas, conforme mostra a Figura 10, obtemos relações entre os 
dois tipos de coordenadas de um ponto P através de : 


x = |OQl cos 0 y = |OQl sen Ө z = |QP| 


Como |OQ| = p sen фе |QP| = p cos à, essas equações tornam-se 


| x-psenócsó y = p sen ó sen 0 Z-pcosó | (3) 


Elevando ao quadrado cada uma das relacóes em (3) e somando 


X? + у? + z? = p? sen? ф cos? 0 + p? sen? ф sen? 0 + p? cos? ф 
x? + у? + z? = p? sen? (cos? Ө + sen? 0) + р? cos? ó 
x? + y? + z? = pAsen? ф + cos? ф) 


2 2 dpi pl 


Exercícios 15.9 . 905 


EXEMPLO 5 Ache uma equação em coordenadas cartesianas das seguintes su- 
perfícies, cujas equagóes estáo expressas em coordenadas esféricas, e identifi- 
que a superfície: (а) p cos ф = 4; (b) p sen ф = | 


Solucáo 

(a) Сото z = p cos ф, a equação torna-se z = 4. Logo, o gráfico é um plano 
paralelo ao plano xy e 4 unidades acima dele. 

(b) Para coordenadas esféricas р > O e sen ф > 0 (pois 0 < ф < 7); logo, ele- 
vando ao quadrado ambos os lados da equagáo dada, obtemos a equacáo 
equivalente p? sen? ф = 16 a qual, por sua vez, equivale a 


р2(1 — cos? 9) = 
p? — p? cos ф = 16 


Substituindo p? por x? + y? + z?ep cos ф por z, obtemos 


x + у? + 22 — 4? = 16 
x? + y? = 16 


Logo, o gráfico é o cilindro circular reto tendo o eixo z como seu eixo e raio 4. 


EXEMPLO 6 Ache uma equacáo em coordenadas esféricas para (a) o para- 
bolóide elíptico do Exemplo 3(a); (b) o plano do Exemplo 2(b). 


Solucáo 

(a) Uma equação cartesiana do parabolóide elíptico do Exemplo 3(a) é x? +. 
+ y? = д. Substituindo x por p sen ф cos Ө, y por p sen é sen Ө e z por 
p cos $, obtemos 


p? sen? $ cos? O + p? sen? ф sen? Ө = p cos ó 
p? sen? ф(со$? Ө + sen? 0) = p cos é 


que é equivalente a 
= Оер sen? ф = cos ó 


А огівет ёо ünico ponto cujas coordenadas satisfazem р = 0. Como a ori- 
gem (0, 0, +71) está em p sen? ф = cos é, descartamos a equação p = 0. 
Além disso, sen ф » O pois não existe valor de $ para o qual ambos sen 
ф e cos ф são nulos. Logo, a equação p sen? ф = cos ф pode ser escrita co- 
mo р = cosec? ф cos ф ou, equivalentemente, p = cosec ф cotg $. 

(b) Uma equacáo cartesiana do plano do Exemplo 2(b) é 3x + 2y + 6z = 0. 
Usando as relações (3), essa equação se torna | 


3p sen $ cos $ + 2p sen ф sen Ө + 6p cos ф = 


AAA OOO 


EXERCÍCIOS 15.9 


1. Ache as coordenadas cartesianas de um ponto com as coor- 3. Ache as coordenadas cartesianas do ponto cujas coordena- 
denadas cilíndricas dadas: das esféricas são: (a) (4, Ez, Lm); (b) (4, 4+7, тл); (с) 
(a) (3, 4r, 5; (b) (7, 2л, - 4); (с) (1, 1,1) (V6, 1л, Зл). 

2. Ache as coordenadas cilíndricas do ponto com as coordena- 4. Ache um conjunto de coordenadas esféricas do ponto cujas 
das cartesianas dadas: (a) (4, 4 — 2); (b) (- 343, 3, 6); coordenadas cartesianas são: (a) (1, = 1, —4/2); ©) (— 1, 43, 


(с) (1, 1, 1). 2); (с) (2, 2, 2). 
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5. Ache um conjunto de coordenadas cilíndricas do ponto cu- 
jas coordenadas esféricas são: (a) (4, 27, іл); 
(b) (/2, Fm, л); (с) Q 43, $7. тл). | 

6. Ache um conjunto de coordenadas esféricas do ponto cujas 
coordenadas cilíndricas são: (a) (3, 4x, 3); (b) (3, +, 2); 
(с) (2, hr, -4). 


Nos Exercícios de 7 a 12, encontre uma equacáo em coordena- 
das cilíndricas da superfície dada e identifique a superfície. 


7. x? + y? + 42? = 16 8. x—y? =9 
9. x? + y? = 32 10. 9x? + 4y? = 36 
11. х? — y? = 32? 12. х? + y? = 22 


Nos Exercícios de 13 a 17, encontre uma equação ет coordena- 
das esféricas da superfície dada e identifique a superfície. 


13. x? + y? + 22 - 92 = 0 
15. х2 + y? - 9 
17. x? + у? + 2? —8x = 0 


14. х? + y? = 2? 
16. x? + y? = 22 


Nos Exercícios de 18 a 22, encontre ита equação em coordena- 
das cartesianas da superfície cuja equação é dada em coordena- 
das cilíndricas. Nos Exercícios 18 e 19, identifique a superficie. 
18. ғ = 3 cos 0 19. (а) r = 4; (b) = in 

20. = 3 + 2 соѕ Ө 21. г? соѕ 20 = 25 22. 22 sind 0 = г? 


Nos Exercicios de 23 а 28, encontre uma equacáo em coordena- 
das cartesianas da superfície cuja equação é dada em coordena- 
das esféricas. Nos Exercícios de 23 a 25, identifique a superfície. 


23. (a) p = 9; (b) Ө = іл; (с) ф= in 
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25. р = 6 cosec $ 
27. p 2 21g 0 


24. р = 9 sec ф 
26. р = 3 соѕ ф 
28. р = 6 sen ф sen 0 + 3 cos À 


29. A curva Сет К? tem as seguintes equações paramétricas em 
coordenadas cilíndricas: r = F (0, 0 = FX), z = Ft). 
Use a fórmula (3) da Seccáo 15.8 e as fórmulas (1) desta sec- 
ção para provar que se L for o comprimento de arco da cur- 
va С, do ponto onde ! = a até o ponto onde t = b, então 


TADA 


30. A curva C em R? tem as seguintes equagóes paramétricas em 
coordenadas esféricas: p = G,(1), 0 = Gt), 6 = GÑ. 
Use a fórmula (3) da Seccáo 15.8 e as fórmulas (3) desta sec- 
ção para provar que se L unidades for o comprimento de ar- 
со da curva C do ponto onde / = a até o ponto onde / = b, 


então ,, 2 > 
do Y 202.2, (40 a (dQ 
ES +p sen“ o | T tp dr dt 


31. (a) Mostre que as equações paramétricas da hélice circular 
do Exemplo 1, Secção 15.8, são г = а, 0 = t, z = t. (b) Use 
a fórmula do Exercício 29 para encontrar o comprimento de 
arco da hélice circular da parte (a), det = 0 at = 2л. Teste 
o seu resultado com o do Exemplo 1, Secção 15.8. 

32. Uma hélice cónica enrola-se num cone, da mesma forma que 
uma hélice circular enrola-se num cilindro. Use a fórmula 
do Exercício 30 para encontrar o comprimento de arco de 
t = Qat = 2л da hélice cônica, tendo equações paramétri- 
casp=t0=t4= іл. 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 15 


1. Баса um esbogo do gráfico de x = 3 em R, R? e ЁЗ. 
2. Faca um esbogo do conjunto de pontos que satisfazem si- 
multaneamente as equações x = беу = 3 em R? e ЁЗ. 


Nos Exercícios de 3 a 12, descreva em palavras o conjunto de 
pontos em R? que satisfazem a equação ou o par de equações 
dadas. Faça um esboço do gráfico. 


3 y=0 х=? š х2 +22 = 4 
2= 0 у=? ` у=0 

6. y? —-2?=0 7. x= у 

8. x! + y? + 22 = 25 9. x? + y? > 9z 

10. x? + y? = 22 11. x? — у2 =z. 12. x? +22 4 


Nos Exercícios de 13 а 22, A = —i + 3j + 2k, B = 21 + j — 4k, 
С=і+2ј -2L D-3- ke E = Si - 2j. 


13. Ache 6C + 4D - E. 14. Ache 3A — 2B + C. 
15. Ache D - BxC. 16. Ache (Ax C) — (DxE). 
17. Ache ||AxB|| |DxE|| 18. Ache2B- C + 3D- E 
19. Ache a projecáo escalar de A em B. 

20. Ache a projecáo escalar de C em D. 

21. Ache o vetor projeção de E em C. 

22. Ache o vetor projecáo de D em E. 


Nos Exercicios de 23 a 28, há somente uma maneira de obter uma 
expressáo com sentido, inserindo-se parénteses. Faga isto e ache 
o vetor ou o escalar indicados se А = (3, -2, 4, B = (—5,7,2) 
e € = (4, 6, - n). 


23. AB- C 
25. A- B- C 
27. AxB-A+B-C 


24. A- BC 
26. B: A- C 
28. Ax B:CxA 


29. Uma reta é traçada pelo ponto (— 3, 5, 1) e é perpendicular 
ao plano xz. Ache as coordenadas dos pontos dessa reta a 
uma distância de 13 unidades de (— 2, 0, 0). 

30. Ache uma equacáo da esfera tendo como diámetro o segmento 
de reta cujos extremos são os pontos (3, 5, — 4)e(— 1, 7, 4). 

31. Ache uma equacáo da esfera concéntrica com a esfera 
x? + y? +22 + 4x + 2y — 6z + 10 = 0 e contendo o 
ponto (— 4, 2, 5). : 

32. Prove que os pontos (4, 1, — 1), (2, 0, 1) e (4, 3, 0) sáo vérti- 
ces de um triángulo retángulo e ache a área do triángulo. 

33. Ache a curva geradora e o eixo da superfície de revolução 
cuja equação é x? + z? = её, 

34. Ache a equação de uma superfície de revolução gerada com 
a rotação da elipse 9x? + 4z? = 36 no plano xz, em torno 
do eixo x. Faça um esboço da superfície. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


41. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


Ехегсісіоѕ de Revisáo do Capítulo 15 


Determine o valor de c de tal forma que os vetores 3i + 
+ cj — 3k e 5i — 4j + К sejam ortogonais. 

Mostre que há representações de três vetores 
A=Si+j-3k,B=i+3j-2keC = -4i + 2j + К, 
as quais formam um triángulo. 

Dados os pontos A(5, 9, —3) e B(-2, 4, —5), ache (a) os 
co-senos diretores de V(AB) e (b) o vetor unitário tendo a 
mesma direção que V(AB). 
SeA=i+j-k,B=2i-j+k,C = 3i — 2j + 4k 
e D = 5i + 6j — 8k, ache escalares a, b, e c tais que 
аА + bB + cC = р. 

Se A = (7, – 1, 5)еВ = (– 2, 3, 1), ache (a) a projeção esca- 
lar de B sobre A e (b) o vetor projecáo de B sobre А. 
Ache uma equação do plano que contém os pontos (1, 7, — 3) 
e (3, 1, 2) e que nào intercepta o eixo x. 

Ache uma equação do plano que passa pelos pontos (— 1, 
2, 1), (1, 4, 0) e (1, — 1, 3) por dois métodos: (a) usando o 
produto vetorial; (b) sem usar o produto vetorial. 

Ache uma equação do plano que contém o ponto (7, – 2, —5) 
e é perpendicular à reta que passa pelos pontos (— 3, 0, 4) 
e (3, 2, 1). | 

Ache a distáncia da origem ao plano que passa pelo ponto 
(—6,3, – 2) e tem Si —3j + 4k como vetor normal. 
Ache dois vetores ortogonais ai — 3j + 4k e cujas represen- 
tações são paralelas ao plano yz. 

Ache a distáncia do ponto P(4, 6, — 4) à reta que passa pe- 
los pontos AQ, 2, 1) e B(4, 3, – 1). 

Ache a distância entre o plano 9x — 2y + 6z + 44 = 0e 
o ponto (—3, 2, 0). 

Se 0 for o ángulo entre os vetores А = 2i +j + keB = 
= 4i — 3j + 5k, ache cos 0 de duas maneiras: (a) usando 
o produto escalar; (b) usando o produto vetorial e uma iden- 
tidade trigonométrica. 


Prove que as retas 
x-1 y*:2 z-2,x-2 y-5., z-5 
1 = 2 7 2 2 7 3 = 1 


sáo reversas e ache a distáncia entre elas. 

Ache as equações simétrica e paramétrica da reta que passa 
pela origem e é perpendicular a cada uma das retas do Exer- 
cício 48. - 

Ache as equacóes simétrica e paramétrica da reta que passa 
pelos pontos (—3, 5, 2) e (—1, —3, 4). 


Mostre que as retas 
x-2 /y*3 z-5,x*1 y*2 z-l 
3  -1 4 ~ -6 | 2 -8 


sáo coincidentes. 


Ache uma equação do plano que contém a reta 
Mx — 3) = —(y + 5) = iz + 2) 
e o ponto (5, 0, — 4). 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 
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Ache a área da secção transversal do elipsóide 
x? y? 2? 
2:22 | 
419 +55 


no plano z = 4. 

Ache a área do paralelogramo tal que dois de seus lados se- 
jam as representações posicionais dos vetores 2j — 3k e 
Si + 4k. 

Ache o volume do paralelepípedo tendo vértices em (1, 3, 0), 
(2, -1,3,(-2, 2, - D e(-1, 1, 2. 

Ache o comprimento de arco da curva 


x-—tcost y=tsint z=t 


de t -0at- 5л. 
Ache o comprimento de arco da curva 


R(t) = (2 — 30i + (4t — Dj + Ck 
det-0at- +. 


Uma partícula move-se ao longo da curva com equações pa- 
ramétricas | 


x=In(?+1) y=t+1 z=tg lt 


Ache o vetor velocidade, o vetor aceleração e a velocidade 

escalar em t = 0. 

Uma partícula move-se ao longo da curva do Exercício 56. 

Ache o vetor velocidade, o vetor aceleração e a velocidade 

escalar em t = La. Faga um esboço da parte da curva em 
- Ia e trace em / as representacóes dos vetores velocidade 

e aceleração. 

Ache o vetor tangente unitário e a curvatura em qualquer 

ponto da curva cuja equação vetorial é 


R(t) = ei + e + 2tk 
Ache o triedro móvel da curva 
R(t) = 3 sen 2ti — 4tj — 3 cos 2tk 


no ponto onde t = Ул. 

Ache as coordenadas esféricas para o ponto cujas coordena- 
das cartesianas são (—3, 3, 2). 

Ache um conjunto de coordenadas cilíndricas para o ponto 
cujas coordenadas esféricas sáo (3, л, i). 


Ache uma equacáo em coordenadas esféricas do gráfico de 
cada uma das equações: (a) x? + y? + 4z? = 4; 

(b) 4x? — 4y? + 9z? = 36. 

Ache uma equacáo em coordenadas cilíndricas do gráfico de 
cada uma das equações: (а) (x + у)? + 1 = z; 

(b) 25x? + 4y? = 100. 

Se В, Qe W são três funções com valores vetoriais cujas de- 
rivadas em relação a f existem, prove que 


D[R() - Q(t) x W()] = 
DR(t) + Ой) x W(t) + R(t) + D,Q() x Wit) + R(t) - Ой) x DWE) 


67. Se A for um vetor qualquer, prove que 


A = (A * iji + (A * Dj + (A - ЮК 
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Y : Na Secção 16.1 aplicamos o conceito de função a uma função de n variáveis 


e nas duas secções seguintes aplicamos à função de n variáveis os conceitos de 

: limite e continuidade. A maior parte de nossa discussão restringe-se a funções 
«S de duas e três variáveis; no entanto, apresentamos as definições para funções de 
— nvariáveis e então mostramos as aplicações dessas definições a funções de duas 

e três variáveis. Também mostramos que quando cada uma dessas definições 

é aplicada a uma função de uma variável, temos a definição previamente dada. 
Nosso tratamento de diferenciação de funções de várias variáveis começa na 

Secção 16.4, onde definimos as derivadas parciais de tal função. Então, na Sec- 

ção 16.5, discutimos a diferenciabilidade dessas funções, bem como a diferen- 
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cial total. A versão da regra da cadeia com várias variáveis é apresentada na 
Secção 16.6, e as derivadas parciais de ordem superior são tratadas na Secção 
16.7. As aplicações de diferenciação neste capítulo destinam-se a determinar taxas 
de variação e a calcular aproximações. Concluímos o capítulo com a Secção 
Suplementar 16.8, envolvendo a prova de um teorema, dando condições sufi- 
cientes para a diferenciabilidade de uma função de duas variáveis. 


Vamos agora estender o conceito de função a funções de mais de uma variável 
independente. Tais funções ocorrem frequentemente em situações práticas. Por 
exemplo, a área aproximada da superfície do corpo de uma pessoa depende do 
seu peso e altura. O volume de um cilindro circular reto depende de seu raio e 
altura. De acordo com a lei do gás ideal, o volume ocupado por um gás confi- 
nado é diretamente proporcional à sua temperatura e inversamente proporcio- 
nal à sua pressão. O custo de um determinado produto pode depender do custo 
do trabalho, preço de materiais e despesas gerais. | 

Para ampliar o conceito de funcáo a funcóes de um número qualquer de va- 
riáveis, precisamos primeiro considerar pontos num espaço numérico n-dimensio- 
nal. Da mesma forma que denotamos um ponto em R por um número real x, 
um ponto em R? por um par ordenado de números reais (x, y) e um ponto em 
R? pòr uma tripla ordenada de números reais (x, y, z), um ponto no espaço 
numérico n-dimensional, R”, é representado por uma ênupla de números reais, 
sendo comumente denotado por P = (x, X»,..., x,). Em particular, sen = 1, 
Р = х; sen = 2, Р = (х, у); se n = 3, Р = (х, у, 2), sen = 6, Р = (ху, х, 
Хз, Xas Xs, Xo). 


O conjunto de todas as énuplas de nümeros reais é chamado de espaco numéri- 
co n-dimensional, sendo denotado рог А". Cada énupla (x, X,,..., x,) é cha- 
mada de ponto no espaço numérico n-dimensional. 


Uma funcáo de n variáveis é um conjunto de pares ordenados (P, w), onde dois 
pares distintos não podem ter os primeiros elementos iguais*. Pé um ponto no. 
espaço n-dimensional numérico e w é um número real. O conjunto de todos 
os valores possíveis de P é chamado de domínio da função, enquanto que o 
conjunto de todos os valores possíveis de w é chamado de imagem da funcáo. 


Dessa definição, o domínio de uma função de n variáveis é um conjunto de 
pontos em R” e a imagem é um conjunto de números reais ou, equivalentemen- 
te, um conjunto de pontos em R. Quando n = 1, temos uma função de uma 
variável; assim, o domínio é um conjunto de pontos em R ou, equivalentemen- 
te, um conjunto de números reais e a imagem também é um conjunto de núme- 
ros reais. Assim, a Definição 1.4.1 é um caso particular de Definição 16.1.2. Se 
n = 2, temos uma função de duas variáveis e o domínio é um conjunto de pon- 
tos em R? ou, equivalentemente, de pares ordenados de números reais (x, y). 


> ILUSTRAÇÃO 1 Seja fa função de x e y dada pelos pares ordenados (Р, 2), 
tal que 


2 = /25 — х? — y? 


* М. do R.: Isso significa que se (P, wj) e (P, w;) são dois pares de uma função, então w, 
ou seja, em cada ponto P ela pode ter apenas um único valor correspondente, w, 


Wa, 
Wa. 
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O domínio de f é o conjunto ((x, y)|x?-+ y? < 25]. Esse conjunto consiste nos 
pontos do plano xy sobre a circunferéncia x? + y? = 25 e no interior da re- 
giáo limitada pela circunferência. Na Figura 1 há um esboço do conjunto de 
pontos no domínio de f, mostrado como uma regiáo sombreada em R?. 
Como z = 425 — (x? + y?) então 0 < z < 5; assim a imagem de fé o 
conjunto de todos os nümeros reais no intervalo fechado [0, 5]. 4 


> ILUSTRAÇÃO 2 А função g de duas variáveis x e y é o conjunto dos pares 
ordenados da forma (P, z), para os quais temos 


1 


ух? + y? – 25 


O domínio de 9 é o conjunto ((x, у) |х? + y? > 25]. Esse é o conjunto dos pon- 
tos que estáo na regiáo exterior limitada pela circunferéncia x? + y? = 25. Um 
esboco mostrando o domínio de g como uma regiáo sombreada está na Figura 2. 
4 
Se f for uma função de n variáveis, então, de acordo com a Definição 16.1.2, 
J será um conjunto de pares ordenados da forma (P, w), onde Р = (х, x,,..., 
X,) é um ponto em R” e w, um número real. O valor particular de w que cor- 
responde а um ponto P é denotado pelo símbolo f(P) ou f(x,, x,,..., x,). Es- 
pecificamente, sen = 2e P = (x, y), podemos representar o valor funcional 
por f(P) ou f(x, y). Analogicamente, sen = 3e P - (x, y, z), denotamos o 
valor funcional por f(P) ou f(x, y, z). Note que sen = 1, P = x; logo, se f 
for uma função de uma variável, /(Р) = f(x). Assim sendo, essa notação é com- 
patível com a notação de funções de uma variável. 
Uma função f de n variáveis pode ser definida pela equação 


w= fo, х, 5 n) 


As variáveis x,, X;,..., х, São chamadas de variáveis independentes, enquanto 
que w é denominada variável dependente. 


> ILUSTRAÇÃO 3 Seja f a função da Ilustração 1; isto é, 


Sœ y) = Y25 — х? — y? 


Entáo, 


/6-9-/8-9-U3. дор BT 
= 4/25 —9-—]16 = 4/25 – 4 – 1 
= 0 = 24/5. 
f(u, Зу) = 4/25 — и? — (Зу)? 
| = 4/25 — и? — 9v? 4 


EXEMPLO 1 А função g está definida por 
g(x, y, z) = x? uS 4yz? 
Ache: (a) g(1, 3, — 2); (b) g(2a, — 4b, 3с); (c) g(x?, y?, 22); (d) g(y, z, — x). 


Solucáo 

(a) g(1, 3, —2) = 13 — 4(3)(— 2)? (b) g(2a, — 4b, 3c) = (2a? — 4(—4b)(3c 
= 1—48 = 8a? + 144bc? 
= —47 


16.1.3 DEFINICÁO 


16.1.4 DEFINICÁO 


161 Funções de Mais de Uma Variável 911 


(с) g62, y^, 22) = 0 — 4у422)2 (d) 9(у, z, —x) = y? — 4z( -xY 
= ҳо — 4y?z* = y? — 4x?z 


Se f for uma função com uma única variável e g uma função de duas variáveis, 
então a função composta f o g será a função de duas variáveis definida por 


(f o 9)(х, у) = (х, y) 


e о domínio de f о 9 será o conjunto de todos os pontos (x, у) по domínio 
de g.para os quais g(x, y) está no domínio de f. 


EXEMPLO 2 Dada f(t) = Inte g(x, y) = х? + y, ache h(x, y) seh = f o д, 
e determine o domínio de Л. 


Solução 
(х, y) = Cf » 9)(х, y) 
= f(g(x, y)) 
= f(x? + y) 
= ln(x? + y) 


O dominio de g é o conjunto de todos os pontos em R?, e o domínio de f 
é (0, +œ). Logo, o domino дей é o conjunto ((x, y)|x? + y > 0). 


A Definição 16.1.3 pode ser estendida à função composta de n variáveis, pe- 
la definição a seguir. 


Se f for uma função de uma única variável e g for uma função de n variáveis, 
então a função composta f o g será a função de n variáveis definida por 


(7 о Da, X25 x,) = FO, Xs. х„)) 


e o domínio de f о g será o conjunto de todos os pontos (xi, x;,..., x,) no do- 
mínio де g para os quais g(X,, Xz, ..., X,) está no domínio de f. 


EXEMPLO 3 Dada a função Р(х) = sen-!xeG(x, у, 2) = VX? + y? + z?— 4, 
ache a funcáo F o G e seu domínio. 
Solucáo 
(Fo С)(х, y, z) = F(G(x, y, z)) 
= Fíyx? + y? + 2? — 4) 
=sen"! yx? + y? + z? — 4 
O domínio de С ё o conjunto ((x, у, 2)|х? + y? + z? — 4 > 0] e o domi- 
nio de Fé [— 1, 1]. Assim, o domínio de F o С ёо conjunto de todos os pon- 


tos (x, y, Z) em ЁЗ, para os quais 0 < x? + y? + z2— 4 < 1 ou, equivalente- 
mente, 4 < x? + y? + 2? < 5. 
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Uma função polinomial de duas variáveis x e y é uma função f tal que f(x, y) 
seja a soma de termos da forma cx"y”, onde c é um número real e m e n são 
inteiros não-negativos. O grau da função polinomial é determinado pela maior 
soma, n + m, dos expoentes de x e y dos termos em que c = 0. 
> ILUSTRAÇÃO 4 (a) A função f definida por 

ЈО, y) = x + 2x?y? - y? 


é uma função polinomial de grau 4, pois o termo de mais alto grau é 2х2у2. 
(b) Se 


gx, у) = бх?у? — 5ху? + 7х?у – 2х) + у+ 4 
g é uma funcáo polinomial de grau 5. « 
O gráfico de uma funcáo f de uma ünica variável consiste no conjunto de 


pontos (x, y) em R? para os quais y = f(x). Analogamente, o gráfico de uma 
funcáo de duas variáveis é um conjunto de pontos em R?. 


16.1.5 DEFINIÇÃO | Se f for uma função de duas variáveis, entáo o gráfico de f será o conjunto 
de todos os pontos (x, y, z) em R? para os quais (x, y) é um ponto no domí- 
nio def ez = f(x, y). 


Logo, o gráfico de uma funcáo f de duas variáveis é uma superfície que re- 

presenta o conjunto de todos os pontos no espaço tridimensional cujas coor- 

z denadas cartesianas sáo dadas por triplas ordenadas de nümeros reais (x, y, z). 

| Como о domínio de f é um conjunto de pontos no plano xy, e como a cada 

par ordenado (x, y) no domínio de f corresponde um ünico valor de z, nenhu- 

ma reta perpendicular ao plano xy pode interceptar o gráfico de f em mais de 
um ponto. ` 


| 
! 
l 
| 
| 


тыас 


> ILUSTRAÇÃO 5 A função f da Ilustração 1 é o conjunto de todos os pares 
da forma (Р, z), tais que 


Ёа ee re p y 
z = /25 — х? — y? 
х 
FIGURA 3 Assim sendo, o gráfico de f é o hemisfério sobre e acima do plano xy, tendo 
um raio de 5 unidades e cujo centro está na origem. Um esboço do gráfico des- 
se hemisfério está na Figura 3. я 


EXEMPLO 4 Faça um esboço do gráfico da função f cujos valores funcio- 
nais sáo dados por f(x, y) = x? + y?. 


Solucáo O gráfico de f é a superfície cuja equação é = x? + y?. O tra- 
ço da superfície no plano xy pode ser encontrado usando a equação z = 0 si- 
multaneamente com a equacáo da superfície. Obtemos entáo x? + y? = 0, que 
é a origem. Os traços nos planos xz e yz são encontrados usando as equações 
y = Оех = 0, respectivamente, com a equação z = x? + y?. Esses traços são 
as parábolas z = x?ez = y?. A seccáo transversal da superfície em um plano 
z = К, paralelo ao plano xy, é uma circunferência com centro no eixo z e raio 
Vk. Com essas informações temos о esboço pedido na Figura 4. 


FIGURA 4 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
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Outro método de representar uma funcáo de duas variáveis geometricamente 
é similar à representacáo de uma paisagem tridimensional por um mapa topo- 
lógico bidimensional. Suponha que a superfície z — f(x, y) seja interceptada 
por um plano z = Ке que a curva de intersecção seja projetada no plano xy. 
A curva projetada tem por equação f(x, y) = К e é chamada de curva de nível 
(ou curva de contorno) da funcáo fem k. Cada ponto da curva de nível corres- 
ponde a um único ponto na superfície que está k unidades acima, se k for posi- 
tivo, ou k unidades abaixo, se k for negativo. Considerando diferentes valores 
para a constante k, obtemos um conjunto de curvas de nível chamado de mapa 
de contorno. O conjunto de todos os valores possíveis de k é a imagem da fun- 
cáo fe cada curva de nível, f(x, y) = k no mapa de contorno consiste em pon- 
tos (x, y) no domínio de f, tendo o mesmo valor funcional k. Por exemplo, para 
a função f do Exemplo 4, as curvas de nível são circunferências com o centro 
na origem. As curvas de nível para z — 1, 2, 3, 4, 5 e 6 estáo na Figura 5. 

Um mapa de contorno mostra as variações de z com x e y. Em geral, as cur- 
vas de nível sáo mostradas para valores de z em intervalos constantes e os valo- 
res de z variam mais rapidamente quando as curvas de nível estáo mais próximas; 
isto é, quando isso acontece, a superfície é íngreme e quando estáo afastadas, 
a elevacáo da superfície está mudando lentamente. Em um mapa topográfico 
bidimensional de uma paisagem, uma nocáo geral da declividade é obtida 
considerando-se a distáncia entre as curvas de nível. Por outro lado, num mapa 
topográfico, seguindo um caminho sobre uma curva de nível, a elevacáo per- 
manece constante. 


EXEMPLO 5 Seja f a função para a qual f(x, y) = 8 — x? — 2y. Faça um 
esboco do gráfico de f e um mapa de contorno de f mostrando suas curvas de 
nível em 10, 8, 6, 4, 2, 0, -2, —4, -6e —8. 


Solucáo Um esboco do gráfico de f aparece na Figura 6. É a superfície 
z = 8 — x? – 2y. O traço no plano xy é obtido fazendo z = 0, e que dá a 
parábola x? = —2(y — 4). Com y = 0 ex = 0, obtemos os traços nos planos 
xy e yz, que são, respectivamente, a parábola x? = —(z — 8) e a reta 


2y + z = 8. A secção transversal da superfície feita pelo plano z = k é uma 
parábola tendo seu vértice na reta 2y + z — 8, no plano yz e abrindo-se para 
a esquerda. As secções transversais para 2 = 8, 6, 4, 2, —2, —4, —6 e – 8 es- 
táo na figura. 

As curvas de nível de f são as parábolas x? = —2(y — 4 + iK). O mapa de 
contorno de f com esboços das curvas de nível pedidas está na Figura 7. 


Para ilustrar o uso das curvas de nível, suponha que a temperatura em qual- 
quer ponto de uma placa de metal plana seja dada pela função f; isto é, se £ 
graus for a temperatura, então no ponto (x, y), £ = f(x, y). Assim, as curvas 
com equações da forma f(x, y) = К, onde k é uma constante, são curvas nas 
quais a temperatura é constante. Essas sáo as curvas de nível de f e sáo chama- 
das de isotermas. Além disso, se V volts for a medida do potencial elétrico num 
ponto (x, y) qualquer do plano xy, e V — f(x, y), entáo as curvas de nível de 
fserão chamadas de curvas eqüipotenciais, pois o potencial em todos os pontos 
da curva será o mesmo. 

Para uma aplicacáo das curvas de nível em Economia, consideremos a pro- 
dutividade (ou saída) de uma indústria que depende de várias entradas. Entre 
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elas podemos considerar o número de máquinas usadas na produção, o número 
de pessoas-hora disponíveis, o capital de giro, a quantidade de material usado 
e o espaço disponível. Suponha que os montantes das entradas sejam dados por 
x e y, sendo o montante das saídas dado рог z, ez = f(x, y). Tal função é cha- 
mada de função de produção e as curvas de nível de f, cujas equações são da 
forma f(x, y) = k, onde k é uma constante, sáo chamadas de curvas de produ- 
ção constante. 


EXEMPLO 6 Seja f a função de produção para a qual 
Јо, y) = 2x y? 


Faca um mapa de contorno de f mostrando as curvas de producáo constante 
em 8, 6, 4е 2. 


Solucáo O mapa de contorno consiste nas curvas que são a intersecção da 
superficie 
z = 2х!!?у!% (1) 


com os planos z = k, onde k = 8, 6, 4 e 2. Substituindo z = 0 па equação 
(1) obtemos 4 = x!2y!? ou, equivalentemente, 


xy = 16 x>0 e y>0 (2) 


A curva no plano xy representada por (2) é um ramo de uma hipérbole no pri- 
meiro quadrante. Com cada um dos números 6, 4 e 2 também obtemos um ra- 
mo de uma hipérbole no primeiro quadrante. Essas sáo as curvas de producáo 
constante, apresentadas na Figura 8. 


A seguinte definição estende, para uma função de л variáveis, a noção de 
gráfico de uma funcáo. 


Se f for uma função de л variáveis, então o gráfico de f será o conjunto de to- 
dos os pontos (х, x;,..., x,, и) em R"*! para os quais (ху, x;,..., x,) é um pon- 
to no domínio de f e w = f(x, x,,..., Xp). 


Da mesma forma que estudamos curvas de nível para funcóes de duas variá- 
veis, podemos considerá-las para funções de três variáveis. Se f for uma função 
cujo domínio é um conjunto de pontos em ЁЗ, então, se k for um número na 
imagem de f, o gráfico da equação f(x, y, z) = k será uma superfície, a qual 
será chamada de superfície de nível de fem k. Toda superfície no espaco tridi- 
mensional pode ser considerada como uma superfície de nível de alguma fun- 
ção de trés variáveis. Por exemplo, se a função g for definida pela equação 
g(x, у, 2) = x? + y? — z, então a superfície da Figura 4 será a superfície de 
nível de g em 0. Analogamente, a superfície com equação z – х? — у? + 5 = 0 
será uma superfície de nível de g em $5. 

Programas computacionais podem ser usados para gerar superfícies que se- 
ria difícil ou impossível desenhar. Esses programas sáo chamados de gráficos 
computacionais. Muitos deles mostram secções transversais feitas por planos 
x = key = k para valores igualmente espaçados de К. Para demonstrar as 
superfícies diversas e intrincadas que surgem, mostramos os gráficos computa- 
cionais associados a funções específicas nas Figuras de 9 a 16. 
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EXERCÍCIOS 16.1 


1. Seja a função f de duas variáveis x e y o conjunto dos pares 
ordenados da forma (Р, z), tal que 


2+7 o f(x,y) 2 5 
x—y х- у 
Ache: (a) f(—3, 4); (b) fà. 3); (©) f(x + 1, y — 1); 
(d) f(-x, y) — f(x, —y). 


2. Seja a funcáo g de duas variáveis x e y o conjunto dos pares 
ordenados da forma (P, z), tal que 


=X у = (х, у) = ух у 


Ache: (а) g(3, 5); (b) g( —4, —9); (c) g(x + 2, 4x + 4); 
1 -3 
d —,—.]. 
(d) g ( 52 ) 
3. Seja а funcáo g de trés variáveis x, y ez o conjunto de todos 
os pares ordenados (P, w), tal que 


м=4/4— x? —y?—z? o g(x, y,2)=Y44-x?-— y? – 2? 


Ache: (а) g(l, —1, —1); (b) 4(—1,5, 3; 
(d) [g(x, y, 2]? — [g(x + 2, у + 2, 2)]2. 

4. Seja f uma função de três variáveis х, y e z que é o conjunto 
de todos os pares ordenados (P, w), tal que 


(c) gx, iy, 32); 


х +y +22 — 9 fe »2- түт» 
22 1 
Ache: (a) f(1,2,3; (b) /(2, —5, 3); (©) (2 =» 4) 


(d) f(x + 2, 1, x — 2). 


Nos Exercícios de 5 a 20, determine o domínio da função f e fa- 
ça um esboço mostrando como uma região em R? seja o con- 
junto de pontos do domínio de f. Use curvas pontilhadas para 
indicar qualquer parte do limite que náo esteja no domínio e cur- 
vas em linhas contínuas para indicar partes do limite no domínio. 


4 
SANS 6. у= агу 
7. fo, у) = V1 х2 - y? 8. f(x, y) = V16 — x? — 4y? 
9. f(x, у) = x^ y? - 1 10. f(x, y) = x? — 4y? + 16 
1. f у) = x + у? —1 12. f( у) = J x? + 492 — 16 
1 1 
13. f(x, y) = === 14. f(x, y) = ——————— 
f(x, y) утту fe у = MÀ 
— y* 
I5. fls) = 7 16. f(x, y) = кту 
17. f(x, у) = cos” (x — y) 18. f(x, y) = In(x? + y) 
19. f(x, y) = In(xy — 1) 20. f(x, y) 2 sen" (х + y) 


No Exercícios de 21 a 28, ache o dominio de f e descreva a re- 
gido em Rº que seja o conjunto de pontos no dominio. 


x+y+2z 
2. fe y, a LÀ — 22. f(x, у,) = 5 
=y-z х? — y 
23. f(x, y, я-а Tz 
24. f(x, y, 2) = V9 – х? - y? — 2? 


!y-sen!z 


25. f(x, y, 2) = sen ! x + sen” 
26. f(x, у, 2) 2Inx - Iny *- Inz 
27. f(x, y, z) = In(4 — x? — y?) + |z| 


28. f(x, у, z) = xzeos (y? — 1) 


Nos Exercícios de 29 a 36, ache o domínio da função f e faça 
um esboco do gráfico. 


29. f(x, y) = Y16 — x? — y? 30. f(x, y) = 6 – 2x + 2y 

ЗІ. f(x, y) = 16— x? — y? 32. f(x, y)=y100—25x?—4y? 
33. f(x, y) = x? - у? 34. f(x, y) = 144 — 9x? — 16y? 
35. f(x, y) = 4x? + 9y? 36. f(x, y) = Jx + y 


Nos Exercícios de 37 a 44 faça um esboço do mapa de contorno 
da fungáo f, mostrando as curvas de nível de f nos números 
dados. 


37. A função do Exercício 29 em 0, 1, 2,3 e 4. 

38. A função do Exercício 30 em 10, 6, 2, 0, —2, —6 e ~ 10. 

39. A função do Exercício 31 em 16, 12, 7, 0, —9 e —20. 

40. A função do Exercício 32 em 0, 2, 4; 6, 8 e 10. 

41. A função do Exercício 33 em 16, 9, 4, 0, —4, —9 e — 16. 

42. A função do Exercício 36 em 10, 8, 6, 5 е 0. 

43. A função f para a qual f(x, y) = +(x? + у?) em 8,6, 4, 2e0. 

44. А função / para a ird y) = (х — 3)/(у + 2) em 4,2, 
1, +, +, 0, -4- + | —2 e —4. 

Nos Exercícios 45 e 46 ache h(x, y) seh = f o g; ache também 

o domínio de h. 

45. f(t) = зеп! t; g(x, y) = Y1 — x? — y? 

46. f(t) = е; g(x, у) = yInx 

47. Dada f(x, y) = x — y, g(t) = Vt, h(s) = 52. Ache(a)(g o /)(5, 1); 
(6) f(h(3), 9(9)); (с) FO), Hy)); (9) a(( o Hs у); 

(е) (g e А) f(x, y). 

48. Dada f(x, у) = х/у?, g(x)=x?, h(x) = Vx. Ache (a) (h o f)(2, 1); 
(b) FB), KDY; (c) fax), h(x?)); (d) (д > Г), y) 

(e) (k » g) fx, y). 

49. O potencial elétrico no ponto (x, y) do plano xy é V (x, y) 
volts e V(x, y) = 4/49 — x? — y?. Trace as curvas equipo- 
tenciais de V em 16, 12, 8, 4, 1, Se +. 

50. A funcáo de producáo de certa mercadoria tem valores fun- 
cionais f(x, y) = 4x !? y ??, onde x e y medem os insumos. 
Faca um mapa de contorno de f mostrando as curvas de pro- 
dução constante em 16, 12, 8, 4 e 2. 

51. Suponha que o número de unidades produzidas de certa mer- 
cadoria seja ze z = 6xy, onde x é o número de máquinas que 
foram usadas na produção e y é o número de pessoas-hora 
disponíveis. Então, a função f, definida por Дх, y) = бху, 


918 Cálculo Diferencial de Funcóes de Mais de Uma Variável 


é uma função de produção. Trace о mapa de contorno de Nos Exercícios 53 e 54, faça esboços das superfícies de nível da 
f mostrando as curvas de produção constantes para z igual função f nos números dados. 
a 30, 24, 18, 12 e 6. 

52. A temperatua / em um ponto (х, y) de uma placa de metal 
plana é dada por f(x, y) = 4x? + 2y?. Trace as isotermas 
de fem 12, 8, 4, 1 е0. 


53. f(x, у, Z) = x? + y? — 4zem 8,4,0, -4e —8. 
54. f(x, у, 2) = x? + y? + z?em9,4,1e0. 


16.2 LIMITES DE FUNÇÕES Em R, a distância entre dois pontos é o valor absoluto da diferença entre dois 
DE MAIS DE números reais. Isto ё, |х — a| é a distância entre os pontos x e a. Em R?, a 


UMA VARIÁVEL distância entre os pontos Р(х, y) e Py(x, Yo) é dada por Дх — xy? + (у — yF. 


16.2.1 DEFINIÇÃO 


16.2.2 DEFINIÇÃO 


16.2.3 DEFINIÇÃO 


a=r atr 
bola aberta B(a; r) em R 
FIGURA 1 


qo Sa pur nece 


a—r a acr 
bola fechada Bla; r] em R 
FIGURA 2 


; e 
(Xo, Vo) 


bola aberta B((xo, Yo); r) em R? 
FIGURA 3 


Em A^, a distância entre dois pontos Р(х, y, z) € Pao, Yos Zo) é dada рог 
J(x — xy + (у — y» + (z — zy. Em А", a distância entre dois pontos é 


definida analogamente. 


Se Р(х, x;,..., Xp) e A(a;, a,,..., Ap) forem dois pontos em R", entáo a distán- 
cia entre P e A, denotada por |P — Al, será dada por | 


IP — Al = Y(x, — a» + (o — ay) +... + (х„— a? 


O símbolo [Р — A| representa um número náo-negativo, sendo lido сото 
**a distáncia entre P e A”. 
Em R, R? e К°, a fórmula da Definição 16.2.1 torna-se, respectivamente 


|х — al] = |x — a] 
lx, y) — (хо, yo)l| = (х — хо)? +(у— yo)? 
Il, y, 2) — (х0, Yo» Zo)|| = (x — хо)? + (y — Yo)? + (2 — Zo} 


Se A for um ponto em R” e r for um número positivo, então a bola aberta 
B(A; r) será definida como o conjunto de todos os pontos P em R”, tais que 
|P — AJ <r. 


Se A for um ponto em R” e г for um número positivo, então а bola fechada 


B[A; r] será definida como o conjunto de todos os pontos P em R”, tais que 
IP-A|&r. | 


Para ilustrar essas definições, vamos mostrar o seu significado em R, R? e 
R?. Primeiro, se a for um ponto em R, então a bola aberta B(a; r) será o con- 
junto de todos os pontos x em R, tais que 


lx-a| <r 


O conjunto de todos os pontos x satisfazendo essa desigualdade é o conjunto 
de todos os pontos no intervalo aberto (a — r, a + r); assim, a bola aberta B(a; r) 
em R (veja a Figura 1) é simplesmente um intervalo aberto, tendo seu ponto 
médio em a e extremos em a — rea + r. A bola fechada Bla; r] em R (Figura 
2) é o intervalo fechado [a — r, a + rl. 

Se (xy, Yo) for um ponto em R?, então a bola aberta B((Xo, Yo); r) será o con- 
junto de todos os pohtos (x, y) em R?, tais que 


x — хо)? + (y — yo? <r 


Assim, a bola aberta В((х,, Yo); r) em R? (Figura 3) consiste em todos os pon- 
tos no interior da regiáo limitada pela circunferéncia tendo seu centro em 
(хо, Yo) e raio г. Uma bola aberta ет R? é algumas vezes chamada de disco 
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aberto. A bola fechada ou disco fechado В[(х,, Yo); r] em R? (Figura 4) é o con- 
junto de todos os pontos na bola aberta B((xy, Yo); r) e sobre a circunferência, 
tendo seu centro em (Xp, Yo) e raio r. 


| (xo, v | Se (Xo, Yo» Zo) for um ponto em Rº, então a bola aberta B((Xp, Yo, Zo); r) será 
Me. o conjunto de todos os pontos (х, у, 2) em R?, tais que 
- 2 2 2 
bola fechada B[(xo, Yo); r] em R? (x — xg) + (Y — yo) + (z — zo) <r 
FIGURA 4 Portanto, a bola aberta em B((Xo, yo, Zo); r) em R? (Figura 5), consiste em to- 


dos os pontos no interior da regiáo limitada pela esfera, tendo seu centro em 
(хо, Yo» Zo) e raio г. Analogamente, a bola fechada Bl(xo, Yo, Zo); r] em R? (Fi- 
gura 6) consiste em todos os pontos na bola aberta В((х,, Yo, Zo); r) e sobre a 
esfera tendo seu centro em (Xo, Yo» Zo) e raio r. 

Estamos agora em condições de definir o limite de uma função de n variáveis. 


ges 
16.2.4 DEFINIÇÃO | Seja f uma função de л variáveis que está definida numa bola aberta B(A; r), 
exceto possivelmente no próprio ponto A. Então, o limite de /(P) quando P 
tende a А ё L, e escrevemos 


lim AP) = L 


Рә А 
se para todo e > 0, por menor que seja, existir um é > O tal que 
se0 <|P — Al < 6 então [f(P) - L| < e 


Gto, Vo 20). · 


Se f for uma função de uma variável e se na definição acima А = a ет R 
e P = x, entáo a definicáo afirma que: se f for definida em algum intervalo 
FIGURA 5 aberto com centro em a, exceto possivelmente no próprio a, 
lim f(x) = L 


xa 


se para qualquer e > 0, por menor que seja, existir um ó > O tal que 
se 0«|x—a|«ó então |f(x) - L| < € 


Assim sendo, a Definição 2.1.1 de limite de uma função de uma variável é um 
caso particular da Definicáo 16.2.4. 

Vamos estabelecer agora a definicáo de limite de uma funcáo de duas variá- 
veis. Ela é o caso particular da Definição 16.2.4, onde A é o ponto (хо, Yo) е 
P é o ponto (x, y). | 


16.2.5 DEFINIÇÃO | Seja f uma função de duas variáveis que está definida em algum disco aberto 
В(ху, Yo); ғ), exceto possivelmente no próprio ponto (хо, Yo). Então, o limite de 
fx, y) quando (x, y) tende a (xp, yy) é L, e escrevemos 

lim Дх, у) = L 


(х, у) — Очу YO) 
se para todo e > 0, por menor que seja, existir um 3 > 0 tal que 
r 
a se 0 < Ma = х) + (у — yy < 5 então | Ax, y) — L| < e 


Go Уо, 20). 


Em outros termos, a Definição 16.2.5 estabelece que os valores funcionais 
f(x, y) tendem a um limite L quando o ponto (x, y) tende ao ponto (хо, Yo), se 
o valor absoluto da diferença entre f(x, y) e L puder se tornar arbitrariamente 
pequeno, tomando o ponto (x, y) suficientemente próximo de (x, Yo), mas não 
FIGURA 6 igual а (хо, Yo). Na definição, nada há sobre o valor da função no ponto 
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x 


FIGURA 7 


(xo, Yo f (хо, Yo) 


(х0, yo, 0) 
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(Xo, Yo); isto é, não é necessário que a função esteja definida em (ху, уу) para 
existir lim fx, y). 
(х, у) > (X9. Yo) 

Uma interpretação geométrica da Definição 16.2.5 está ilustrada na Figura 7. 
Nela é mostrada a parte da superfície definida por z = f(x, y) que fica sobre 
o disco aberto В((х,, Yo); 8)). Vemos que f(x, y) no eixo z ficará entre L — є 
eL + e, enquanto o ponto (x, y) no plano xy estiver no disco aberto B((x,, Yo); 6), 
ou seja, o valor de f(x, y) no eixo z pode ser mantido entre L – cee L + є 
desde que o ponto (x, y) no plano xy seja restrito ao disco aberto B((x,, уу); 6).* 


> ILUSTRAÇÃO 1 Vamos aplicar a Definicáo 16.2.5 para provar que 
lim (2x + Зу) = 11 

(x,y)>(1,3) 

O primeiro requisito da definição é que 2x + 3y deve estar definida em al- 
gum disco aberto tendo seu centro no ponto (1, 3), com exclusão, talvez, do 
próprio ponto (1, 3). Como 2x + 3y está definida para todos os pontos (x, y), 
qualquer disco aberto com seu centro em (1, 3) irá satisfazer esse requisito. Ago- 
ra, devemos mostrar que para todo e > 0 existe um 6 > 0 tal que 


se 0< (x -— 1} +(y—3)} < д então [2x + 3y) — 11| « e (1) 


Da desigualdade do triángulo, 
2х + 3y — 11| = [2x — 2 + 3y — 9| 
< 2|x — 1| + 3]y — 3| 


Como 
k—1]</x—1+(y39 e |у—3|</х—1)5+(у— 37 
segue que 


se 0 < у(х – 1)? + (y 3)? «à então 2|x — 1| + 3|у — 3| < 26 + 38 


Essa afirmativa indica que uma escolha adequada para 6 é 55 = e, isto é, 
$ = le. Com esse ô temos o seguinte argumento: 


0 « (x = 1? + (у -3? «6 
> |x-l|<ô e |y-3|«ó 
>  2x-1|3|y — 3| < 5 
=> |2x— 1) + 4y — 3)| < She) 


> 2х + 3y — 11|<e 


Demonstramos que para todo e > 0, escolhendo $ = e, a afirmativa (1) é 


verdadeira. Isto prova que lim Qx + 3y) = 11. 4 
(х, у) > 0,3) 


EXEMPLO 1 Use a Definição 16.2.5 para provar que 
lim (3x? y25 


(х,ууз(1.2) 
Solucáo Como 3x? + y está definida em todo ponto (x, y), qualquer dis- 
co aberto tendo seu centro em (1, 2) irá satisfazer o primeiro requisito da Defi- 
* М. do T.: A existência do limite da função f(x, y) no ponto (Xo. Yo) não depende da forma pela 


qual (х, y) aproxima-se de (xo, yo). Observe que existe uma infinidade de maneiras para 
(x, y) aproximar-se de (xo, Yo). 
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nição 16.2.5. Precisamos mostrar que para todo e > 0 existe um ô > 0 tal que 
se 0 < /(x—1? + (у – 2)2 <ô então (3х2 + y) — S| «e (2) 
Da desigualdade do triángulo, 
Bx? + у – S| = |3х2 — 3 + y — 2] 
< 3p? — 1| + |y — 2] 


Assim, 

Be + у— 5| 3x + 1| + [y — 2] (3) 
Como 

k-1«Vx-1^-9-2? e |y-2«Vx-1*-*(-2* 
segue que 


se Oc (х – 1} + (у – 2)? <ô então |x-I|<ô e |y-2|«9 


Observe que no segundo membro de (3), além das expressões |x — 1| e |y — 2], 
temos a expressáo |x + 1|. Assim, para provar (2) queremos colocar uma res- 
trição em ô que irá nos dar uma desigualdade envolvendo |x + 1|. Para isso 
escolhemos o raio do disco aberto requerido pela Definição 16.2.5 menos ou 

igual a 1. Entáo, | 


0< Ja- +0- <ô e ó«l 


> Ix - 1| < 1 
> —1<x-1<l 
> I<x+1<3 
> |х + 1| < 3 
Agora 


Ix-lj<ô e I|x+il<3 e |y-2|«ó 
=  3x-t!|x-1|-[y-2|«3:60:346 


Como nossa meta é ter 3|х — 1||x + 1| + |y — 2| < e, devemos exigir 
106 < e, isto é, 6 < je. Isso significa que devemos colocar duas restrições 
em ô: < leô < $e. Para que ambas as restrições estejam satisfeitas, toma- 
mos ô = min(1, je). Com esse ô temos o seguinte argumento: 


o<x-12+(y-22<ô e ó-min(l 459 
> |x-ll<he e |х—1|<1 e ly-2<ze 
> |x-ll<de e |x+ij<3 e |у-2| < ñe 
=> 3x-i|x +1] + [у 7 2| € 3: be 3 + de 
> [Мх—1)(х+1)+у—2|<є 
> (3x? + y) - 5| «€ 

1 


Demonstramos que para todo є > 0, escolhendo 5 = тіп(1, чє), a afirmativa 


(2) é verdadeira. Isso prova que lim (3x + у) = 5. 
(х, у) > (1,2) 
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Os teoremas de limite da Secção 2.2 e suas demonstrações, com pequenas mo- 
dificações, aplicam-se a funções de mais de uma variável. Por exemplo, corres- 
pondendo ao Teorema de Limite 1 da Seccáo 2.2, temos 

lim (mx + ny - d) 2 ma - nb + d 

(х,у) > (a,b) 

e a demonstração é uma generalização da que foi feita na Ilustração 1. Vamos 
usar os teoremas de limite sem enunciá-los novamente e sem prová-los. 


>» ILUSTRAÇÃO 2 Aplicando os teoremas de limite de somas e produtos, 
lim (x? + 2x?y — y? + 2) = (—2} + 2( -2) (1) – (1} + 2 


(x,y)>(- 2,1) 


EXEMPLO 2 Ache 


4 4 
. x* — 
lim 7 А 
(х,у)-00,0) X^ + y 
Solucáo 
im EU a E СЈО SES) 
tx.) 00,0) X^ + y^ (<,3)(0,0) x? 4 y? 
= lim (х? – y?) 
(х,у) ^ (0,0) 
=0-0 
=0 


O teorema a seguir é análogo ao Teorema 2.7.1 para fungóes de uma variável 
e trata do limite de uma função composta de duas variáveis. 


Se g for uma funcáo de duas variáveis, para a qual Jim К g(x, у) = besef 
X, y) — (gy X 


for uma função de uma única variável contínua em b, então 


lim (о 9)(, у) = ЛБ) 


(х, у) ^ (х0, YO) 


e 


fao, У) = ( і ») 


lim 
fx, у) => (0. YO) (х, y) ^ (xo Yo) 


A demonstracáo desse teorema é semelhante à que foi feita para o Teorema 
2.7.1 e será deixada como um exercício (veja o Exercício 31). 


EXEMPLO 3 Use o Teorema 16.2.6 para encontrar , lim, К In (xy — 1). 
X, y) — (é, 


Solucáo Seja g a função tal que g(x, y) = xy — 1, e seja f a função tal 
que f(£) = In t. 


lim (xy— 1) = 1 


(x,y)>(2,1) 
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e como f é contínua em 1, do Teorema 16.2.6, 
lim In(xy 1) = in( lim (ху — D) 
(x,y)>(2,1) (x,y)>(2,1) 
= In 1 
=0 


Vamos introduzir agora o conceito de ponto de acumulação, necessário ao 
prosseguimento da discussáo de limite de fungóes de duas variáveis. 


16.2.7 DEFINICÁO | Dizemos que um ponto P, é um ponto de acumulação de um conjunto S de pon- 
tos em А" se toda bola aberta В(Р,; г) contiver uma infinidade de pontos de S. 


>» ILUSTRACÁO 3 Se S for o conjunto de todos os pontos em R? no lado po- 


А (m, n +1) sitivo do eixo x, a origem será um ponto de acumulação de S pois, não impor- 
tando quáo pequeno tomarmos o valor de r, todo disco aberto com centro na 

тне) (mfLn+a) origem e raio r irá conter uma infinidade de pontos de S. Esse é um exemplo 

7 CM г<1 de um conjunto tendo um ponto de acumulação que não pertence ao conjunto. 

(m — 1n) < “e la (m + 1,5) Qualquer ponto do conjunto S será também um ponto de acumulação de 5, 

. Na” . > ILUSTRAÇÃO 4 Se S for o conjunto de todos os pontos em R? para os quais 

(m-1n-1) | (т+1,п = 1) as coordenadas cartesianas sáo inteiros positivos, entáo esse conjunto náo terá 


pontos de acumulação. Isso pode ser visto se considerarmos os pontos (m, n), 
onde m e n são inteiros positivos. Então, um disco aberto tendo seu centro em 
(m, n) e raio menor do que 1 não contém nenhum outro ponto de $ exceto 
FIGURA 8 (m, n); assim, a Definição 16.2.7 não será satisfeita (veja a Figura 8). «4 

Consideraremos agora o limite de uma função de duas variáveis quando um 
ponto (x, y) aproxima-se de um ponto (Xo Yo), onde (x, y) está restrito а um 
determinado conjunto de pontos. 


(m,n — 1) 


16.2.8 DEFINIÇÃO | Seja f a função definida em um conjunto de pontos S em Ё?, e seja (хо, Yo) um 
ponto de acumulação de S. Então, o limite de f(x, y) quando (x, y) tende a 
(xo, Yo) em S é L, o que escrevemos na forma 


lm f(x, y = Г 
(х, y) > (х0 Yo) 
(P em S) 


se para todo e > 0, por menor que seja, existir um ó > 0, tal que 
se 0< |, y) — б, »9] < ó então |f,» - L| «e 


e (x, y) está em S. 


Em alguns casos, o limite na definigáo anterior vem a ser o limite de uma 


função de uma variável. Por exemplo, considere lim f(x, y). Então, se 
(x, y) — (0, 0) 


S, for o conjunto de todos os pontos no lado positivo do eixo x, 
lim f(x, y) = lim f(x, 0) 


(х, y) — (0, 0) x>0 
(P em 51) 


Se S, for o conjunto de todos os pontos no lado negativo do eixo y, 


lim f(x, y) = lim /(0, y) 
(х, у) — (0, 0) »20 
(P ет $5) 
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Se S, for o conjunto de todos os pontos no eixo x, 


lim — f(x, y) = lim f(x, 0) 
(x, y) > (0, 0) x20 
(P ет Sy) 


Se S, for o conjunto de todos os pontos sobre a parábola y = 2, 


lim f(x, y) = lim f(x, x?) 
(х, y) (0,0) x0 
(P em S4) 


16.2.9 TEOREMA | Suponha que a função f esteja definida para todos os pontos do disco aberto 


com centro em (Xo, Yo), exceto talvez o próprio (Xo Yo) e 


lim (х,у) = L 


(х, у) > (Xo Уо) 


Então, se 5 for um conjunto qualquer ет R? tendo (Xy, Yo) como um ponto de 
acumulacáo, 


lim X 
(x, у) — (xg. Уо) K , » 
(P em S) 


existe e tem sempre o valor L. 


Prova Como Jim f(x, y) = L, então, pela Definição 16.2.5, para todo 
х, 9) — бо Yo 


e > О existe 9 > O tal que 
se 0« |œ, y) — Xo yy] < ó então | f(x, y) - L| «e 


O estabelecido acima será verdadeiro se, além disso, restringirmos (x, y) ao 
conjunto S, onde $ é qualquer conjunto de pontos tendo (x,, Yo) como um pon- 
to de acumulação. Logo, pela Definição 16.2.8, 

lim X, =L 
(х, у) > Gg. 9) А » 
(P em S) 
e L nào depende do conjunto S através do qual (x, y) está tendendo a (ху, yo). 
Isso prova o teorema. п 


О teorema a seguir é uma conseqüéncia imediata do Teorema 16.2.9. 


16.2.10 TEOREMA | Se a função f tiver diferentes limites quando (x, y) tender a (xp, Yo) através de 
dois conjuntos de pontos tendo (Xo, Yo) como um ponto de acumulação, então 


f(x, y) nào existe. 
(х, y) > (х0, Vo) 


Prova Sejam S, e S, dois conjuntos distintos de pontos em R?, tendo (Xo, Yo) 
como um ponto de acumulação, e sejam 


lim X =L e lim x =L 
ут 7С , у) 1 a A ‚ y) 2 
(P em Sj) (P em 5) 


Suponha agora que lim f(x, y) exista. Então, pelo Teorema 16.2.9, L, 


(x, у) — (xg. Уо) 
deve ser igual a L,, mas, por hipótese, L, 4 L, e assim temos uma contradi- 
cáo. Logo, lim — f(x, y) nào existe. E 


(x, у) 2 Co Yo) 


FIGURA 9 


FIGURA 10 
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EXEMPLO 4 Dada 


fe у) = P л 


ache lim f(x, y), se existir. 

(х, y) > (0, 0) 
Solucáo A funcáo f está definida em todos os pontos de R?, exceto em 
(0, 0). A Figura 9 mostra um gráfico de f gerado por computador. Seja S, o 
conjunto de todos os pontos do eixo x e S, o conjunto de todos os pontos da 
reta y = x. Entáo 


lim Г у) = im f(x, 0) lim f(x, у) = inn f(x, x) 
(x, № 2 (0, 0 (x, y) 2 (0, 0) 
(P em Ha (P em $5) 2 
lim = lim 
хә-ох° + 0 x20 X^ + x? 
= lim 0 = lin 5 
x0 x0 
= =1 
E =. 
Como 
lim X, li 
(х, у) ^ (0,0) fes у) * (x, o 0) feo у) 
(P em $1) (Р em 5,) 


segue do Teorema 16.2.10 que | um К f(x, y) nào existe. 
X, y) — (0, 


EXEMPLO 5 Dada 


x? 
fo, y) = 2 


x* + y? 
ache lim f(x, y), se existir. 

(x, y) ^ (0, 0) 
Solucáo A função f está definida em todos os pontos em R?, exceto (0, 0). 
A Figura 10 mostra um gráfico de f gerado por computador. Seja S, o con- 
junto de todos os pontos sobre a reta que passa pela origem; isto é, para qual- 
quer ponto (x, y) em S,, y = mx. Seja S, o conjunto de todos os pontos sobre 
a parábola y = x?. Então, 


lim f(x, у) = lim f(x, mx) lim f(x, y) = lim f(x, x?) 
(х, у) ^ (0, 0) x0 (x, y) ^ (0, 0) x>0 
(P em 51) 3 (P em 5) 4 
mx - 
= lim ==> = lim 3 
х-0 х“ + m?x? xooX* + X 
mx = lim i 
= lim 5 NE 
x20 x? + m? Я 
= 0 = 2 
Сото 
lim f(x, y) lim (х,у) 
(x, y) — (0, 0) (x, y) — (0, 0) 
(P em $5) (P em 81) 


segue que lim f(x, у) nào existe. 
(x, y) ^ (0, 0) 
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EXEMPLO 6 Dada 


3x? y 
f(x, у) = х2 + у? 


ache lim f(x, y), se existir. 

(x, y) ^ (0, 0) 
Solucáo A fungáo f está definida em todos os pontos em R?, exceto (0, 0). 
Seja S, o conjunto de todos os pontos sobre uma reta que passam pela origem; 
entáo, se (x, y) for um ponto em S,, y = mx. Seja S, o conjunto de todos os 
pontos na parábola y = x?. Entáo, 


А o 3x?(mx р o 3х2(х2 
lim f(x, y) = lim EU lim f(x, y) = lim = 0 
(х, 3) => (0, 0) xo X^ + т°х (x, » = (0, 0) xo X^ + (x^) 
(P em Sj) (P em S) 
| 3тх hi 3x4 
= = jl 
xol + т? x0 X? + х“ 
= 3x? 
= li > 
x>0 1 tx 


Ainda que o mesmo limite, 0, seja obtido, se (x, y) tende a (0, 0) através de 
um conjunto de pontos sobre qualquer reta que passe pela origem, nào pode- 


mos concluir que lim f(x, y) exista e seja zero, embora isso seja esperado. 
(x, у) 2 (0, 0) 


Vamos tentar, todavia, provar que lim f(x,y) = 0. Qualquer disco aberto 
(х, y) ^ (0, 0) 


tendo seu centro na origem irá satisfazer o primeiro requisito da Definicáo 16.2.5. 
Se pudermos mostrar que para todo e > 0 existe um ô > 0 tal que 


2 
х 
se Oc yx? + y? <ô então y 


x + y? 
entáo provamos que lim f(x, y) = 0. 
(х, y) + (0, 0) 


Como х? < х? + у? e |у| < yx? + y? 
3х?у | 3x?|y| 
x? + y? x? + y? 
2 3(x? + у?) E + y? 
x*+y 
-34x + y? 


Assim, uma escolha adequada é 35 = e, isto é, б = +e. Com esse $ temos 
o seguinte argumento: 


0 « yx? 4- y? «ó 
3° ey) x! ey! as 


«€ (4) 


х? + у? 
3x?|y 
2d x |. 309) 
2 
6 3x^y E 
х? + y? 
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Assim, se б = Łe, a afirmação (4) é verdadeira. Logo, provamos que 


lim f(5»)20 


(x, y) ^ (0, 0) 


EXERCÍCIOS 16.2 


Nos Exercícios de 1 a 8, calcule o limite dado, usando os teore- 
mas de limite. 


1. lim (Gx?+xy-2y%) 2. lim (5x?-2xyc y?) 
(x3)2(2.3) AN 1,4) 
3x — 2y : 
3. 4 lim  yàx?-42y 
cen X + dy (53)7(72,4) 
| ех + е” 2 а 
do fn" Rede са Kod тео 
(x.y)>(0,0) COS X + sen y (х,у) (0,0) e^* + e^? 
xt — (y – 1)* 
" (y—1) 


(0,0 X^ + (y — 1)? 
(x — 19% — (y — 1)#3 


8. i A — _ _- 
беу), (x — 1)?? + (y — 1928 


Nos Exercícios de 9 a 16, estabeleca o limite, encontrando um 
$ > O correspondente a qualquer e > 0, tal que a Definigáo 16.2.5 
seja válida. 


9. lim (3x-4y=1 10. lim (5x—3y2-2 

(х,у) (3,2) (х,у) (2,4) : 

1. lim (3x—2y--—9 12 lim  (5x+4y=-6 
(y)7(7 1,3) (х,у)(— 2,1) 

13. lim (х?+у?)=2 14. lim (2x2—y?)-2-1 
(х,у) (1,1) (х,у) (2,3) 

15. lim (х2 +2х- у) =4 
(x,y)>(2,4) 

16. lim (х?+у?—4х+2у)у=—4 
(х,у) (3.7 1) 


Nos Exercícios de 17 a 22, prove que para a funcáo f dada, 
lim f(x, y) não existe. 


(x, y) 2 (0, 0) 

17. f(x, у) = — 18. f(x, у) = cL 

19. f(x, y) = s 20. f(x, A 
21. f(x, y) = cx 22. f(x, y) = us 

Nos Exercícios de 23 a 26, prove que a аше T f(x, y) existe. 
23. f(x, y) = Ur 24. f(x, y) = х, - 5 


= 
25. Joey n 


Nos Exercícios de 27 a 30, determine se o limite existe. 


2 


" x 
27. lim т. 
(,)7(0,0) X^ + y 


2 2,4 
к. х x 
28. lim AUAM 

(,)200.0) X + y 


2 


E x 
30. lim puru 
030.0 X + y 


x + y 2 


im | ——— 
(0,0 X? + y? 
31. Prove o Teorema 16.2.6. 


29. 


Nos Exercícios de 32 a 35, mostre uma aplicação do Teorema 
16.2.6 no cálculo do limite indicado. 


322 lim e 33. lim tan? 
65,3) 0n 3, In 2) (х,) (2,2) x 
1 
34. lim  (5x-+y? 35. 
(3)7(C 2,3) І | enaz Y 3x — 4y 


36. (a) Dê uma definição similar à Definição 16.2.5 para o limi- 
te de uma função de três variáveis quando um ponto (x, y, z) 
tende ao ponto (Xo, Yo, Zo). (b) Dê uma definição similar à 
Definição 16.2.8 para o limite de uma função de três variá- 
veis quando o ponto (x, у, Z) tende ao ponto (Xp, Yo» Zo) por 
um conjunto específico de pontos S de R?. 

37. (a) Enuncie e prove um teorema similar ao Teorema 16.2.9 
para uma função f de três variáveis. (b) Enuncie e prove um 
teorema similar ao Teorema 16.2.10 para uma função f de 
trés variáveis. 


Nos Exercícios de 38 a 41, calcule o limite dado, usando os teo- 
remas de limite. 


38. lim 


(x,y,2)>(- 2,1,4) 


(4х2у — 3xyz? + 7у223) 


SEC xy + sec yz 
y — sec 2 


39. lim 


(х,у,2) ^ (1/3,1, n) 
х?у? + yz 
х? + 2? 
Р ех + е? + е?)? 
41. lim |. e 
(1.5,.2)7(0,0,0) €^ + е + е 


40. lim 


(x,y,2)>(0,2,0) 


Nos Exercícios de 42 a 45, use as definicóes e teoremas dos Exer- 


cícios 36 e 37 para provar que lim fx, y, 2) não existe. 
(x, y, 2) (0, 0, 0) 


x? + yz? x + у? – 2? 

42. у(х, у, a= Z 43. рх, y =E 

/ y, 2) x+y +24 fos y 2) x? +y +27? 
x* + yx? + 22х? x?y?g? 

44. f(x, y, 2) = ——————-— 45. jy, 2) = —————z 

Jí y ) x* «yx 2° fx, у, 2) хб + уб + 25 


Nos Exercícios 46 e 47, use а definigáo do Exercício 36(a) para 


rovar que lim X, y, iste. 
á 4 (х, y, 2) — (0, 0, 0) ft y 2) existe. 

3 2 

y + xz A 
46. fG у, 2) = 3 47. ОАЕ Рава А 
d RA NE 
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48. Suponha que f e g sejam funções de duas variáveis satisfa- (ii) 91, 1) x O e g(1, 0) = 0; 
zendo as seguintes condições: Gii) gd, 1) - f(1, 0) = g(1, 0) - JC, 1). 
(i) fx, ty) = t"f(x, у); g(tx, ty) = ng (x, ») para algum Mostre que lim fes» y) náo existe. 
n e todo t; w- 0.0) g(x, y) 


16.3 CONTINUIDADE DE Vamos definir agora a continuidade de uma função de n variáveis em um ponto 
FUNCOES DE MAIS de R”. Observe que a Definicáo 2.6.1 de continuidade de uma fungáo de uma 
DE UMA VARIAVEL variável em um número a é um caso particular dessa definição. 


16.3.1 DEFINIÇÃO | Suponha que f seja uma função de n variáveis e 4, um ponto de R". Então, 
dizemos que f será contínua em um ponto A se e somente se as seguintes condi- 
ções forem satisfeitas: 

. © f(A) existe; 
(ii) dim J(P) existe; 


Gii) lim (P) = HA). 


Se uma ou mais dessas condições não for satisfeita no ponto A, então f será 
descontínua em A. 


Se f for uma fungáo de duas variáveis, A for o ponto (хо, yy e Po ponto 
(x, y), então a Definição 16.3.1 se converterá na seguinte: 


Dizemos que a função f de duas variáveis x e y é contínua em um ponto (х,, Yo) 
se e somente se as seguintes condicóes forem satisfeitas: 


16.3.2 DEFINICÁO 


(1) f(x, Yo) existe; 


(i) lim f(x, y) existe; ` 
(х, y) > (хо Уо) 


(iii) " im. m FO, у) = fO. Yo. 


EXEMPLO 1 Determine se f é contínua em (0, 0) se 


2 
Дх, у) = ta se (x, y) # (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0) 
Solucáo Vamos verificar as trés condições da Definição 16.3.2 no ponto 
(0, 0). | 
(i) /(0, 0) = 0. Logo, a condicáo (i) está satisfeita. 


ү М х?у 
(1) lim f(x у) = lim 3 2 
(x.y) (0,0) (x.y) (0,0) X^ + y 


=0 
Esse fato foi provado no Exemplo 6 da Seccáo 16.2. 


(ii) lim f(x, y) = f(0, 0) 
) 


(x,y)>(0,0, 


Logo, f é contínua em (0, 0). 


16.3.3 TEOREMA 


16.3.4 TEOREMA 
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EXEMPLO 2 Determine se f é contínua em (0, 0) se 


X 
„түү 00,0 
0 se (x, y) = (0, 0) 


fo y) = 


. Solução Verificando as condições da Definição 16.3.2, temos o seguinte: 


(i) F(0, 0) = 0; assim a condição (1) está satisfeita. 
(ii) Quando (x, у) = (0, 0), f(x, y) = ху/(Х? + y?). No Exemplo 4, Secção 


16.2, mostramos que lim  xy/(? + y?) nào existe. Assim sendo, 
(х, y) — (0, 0) 
lim f(x, y) não existe. Logo, a condição (ii) nào está satisfeita. 
(х, y) ^ (0, 0) 


Portanto, f é descontínua em (0, 0). 


Se uma função f de duas variáveis for descontínua em um ponto (ху, Yo), mas 


lim E fx, y) existir, então dizemos que f tem uma descontinuidade removível 
х, Y) — (Xo Ji 


em (хо, Yo), pois se f for redefinida em (xp, Yo) de tal forma que 
хо, уо) = lim f(x,y) 
(х,у) > (xo,yo) 
então a nova função será contínua em (хо, Yo). Se a descontinuidade não for 
removível, ela será chamada de descontinuidade essencial. 


> ILUSTRAÇÃO 1 (a) Se g(x, y) = 3x?y/(X + y’), então g é descontínua na 
origem, pois g(0, 0) não está definido. Contudo, no Exemplo 6, Secção 16.2, 


mostramos que lim | 3xX2y/(X? + y?) = 0. Logo, a descontinuidade ё remo- 
(х, у) > (0, 0) ' 


vível, pois g(0, 0) pode ser definido como sendo 0. (Consulte o Exemplo 1.) 
(b) Seja h(x, у) = ху/(х? + y?). Então й é descontínua na origem, pois 

h(0, 0) nào está definido. No Exemplo 4, Secção 16.2, mostramos que 
lim хуД + у?) não existe. Logo, a descontinuidade é essencial. 

(х, y) > (0, 0) 

(Consulte o Exemplo 2.) я 


Os teoremas sobre continuidade para funções de uma única variável podem 
ser estendidos a funções de duas variáveis. 


Se f e д forem duas funções contínuas em um ponto (ху, Yo), então 


() f + д é contínua em (xs, Yo): 
(ii) f — g é contínua em (xy, Yo); 
(iii) fg é contínua em (хо, Yo); | 
(iv) J/g € contínua em (хо, Yo), desde que g(x,, Yo) = 0. 


A demonstracáo desse teorema é análoga à do teorema (2.6.2) corresponden- 
te, para funcóes de uma variável e, portanto, será omitida. 


Uma função polinomial de duas variáveis é contínua em todos os pus 
em R?. 


Prova Toda função polinomial é a soma de produtos de funções definidas por 
Г, у) = x, gx, у) = y e h(x, y) = c, onde c é um número real. Como f, 
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g e h sáo contínuas em todos os pontos em R?, o teorema decorre de repetidas 
aplicacóes do Teorema 16.3.3, partes (i) e (iii). a 


Uma fungáo racional de duas variáveis é contínua em todos os pontos do seu 
domínio. 


Prova Uma função racional é o quociente de duas funções polinomiais f e 9 
que são contínuas em todos os pontos em R?, pelo Teorema 16.3.4. Se (xo, Yo) 
for um ponto qualquer do domínio de //g, então g(x,, Yo) = 0; assim sendo, 


pelo Teorema 16.3.3(iv), f/g é contínua nesse ponto. E 
EXEMPLO 3 Determine todos os pontos em que f é contínua se 
x? + y? sex c у? < 1 
fx, у) = 24 y2 
0 sex*+ у^ > 1 
Solução A função f está definida em todos os pontos em R?. Logo, a con- 


dicáo (i) da Definição 16.3.2 está satisfeita para todos os pontos (Xo, Yo). 
Considere o ponto (Xy, Yo), se xg + yè = 1. 


Se хо? + yo? < 1, Se xo? + yo? > 1, 


lim Ду) = lim (+ y?) lm Хх, у) = lm 0 
(х,у) ^ (хо,уо) (х,у) 7 (хо,уо) (х,у) (xo. yo) (х,у) > (хо,уо) 
= хо? + уо? = 0 
= f(Xo, Yo) = f(Xo, Yo) 


Assim, f é contínua em todos os pontos (xy, Yo) para os quais х2 + yy ; 1. 
Para determinar a continuidade de f em todos os pontos (x, Yo) para os 


quais xy? + yo? = 1, vamos determinar se Jim Р fx, y) existe e é igual a 1. 
х, y) — (o, Y, 


Seja S, o conjunto de todos os pontos (x, y), tais que x? + y < 1, e seja 
5, o conjunto de todos os pontos (x, y), tais que x? + y? > 1. Entáo, 


lim X. - lim x) + lim X, = lim 0 
(х, ) > Gy у) ^ +) (x, у) + о, у) ( ») (х, ) > бу 29) fe y) Qs 9) = бо, у) 
(Р em Sy) (Р em Sy) (P em $5) (P em $5) 
= xy + y? =0 
= 1 
Como 
lim f(x, y) = lim f(x, y) 
(х, y) — (х0, Yo) x, y) > (0, Yo) 
(P em Sj) (P em 5) 


concluímos que : Jim a F(x, y) nào existe. Logo, f é descontínua em todos 
х, у) — (Xo, X 


os pontos (X, у,) para os quais x + y? = 1. 
Provamos que f é contínua em todos os pontos em R?, exceto aqueles sobre 
a circunferéncia x? + y? = 1. 


A função f de n variáveis é contínua em uma bola aberta se ela for contínua 
em todos os pontos da bola aberta. 


“Como ilustração da definição anterior, a função do Exemplo 3 é contínua 
em todo disco aberto que não contenha pontos da circunferência x? + 2 = 1. 

- O teorema seguinte estabelece que uma função contínua de uma função con- 
tínua é contínua. É análogo ao Teorema 2.7.2 e sua prova é similar. 


| 
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16.3.7 TEOREMA | Suponha que f seja uma função de uma única variável e g, uma função de duas | 
E variáveis. Suponha, além disso, que g seja contínua em (Xp, Yo) e f seja contí- 


nua em g(Xo Yo). Então, a função composta f о g é contínua em (хо, Yo). 


> ILUSTRAÇÃO 2 Seja 


h(x, y) = In (xy - 1) 


Se g(x, y) = xy — 1, 9 será contínua em todos os pontos em R?. A função 
logaritmo natural é contínua em todo o seu domínio, que é o conjunto de todos 
os números positivos. Assim, se f for a função definida por f(t) = In t, f será 
contínua para todo t > 0. Então, a função h é a função composta f o g e, 
pelo Teorema 16.3.7, é contínua em todos os pontos (x, y) em R?, para os quais 
xy -1>0. | 4 


EXEMPLO 4 Determine todos os pontos onde f é contínua se 


Јо, y) = === 
х? + y? — 25 

Solucáo O domínio de f é o conjunto de todos os pontos (x, y) em R? pa- 

га os quais X? + y? — 25 > 0. Esses são os pontos na região exterior limitada 

pela circunferência х? + у? = 25. A função f é o quociente de funções де й 

para as quais 


х,у) =1 Ах, у) = yx? + y? —25 


A função д é uma função constante, sendo, portanto, continua em toda parte. 
Segue, do Teorema 16.3.7, que A é contínua em todos os pontos em №? para 
os quais x? + y? > 25. Assim, pelo Teorema 16.3.3(iv), f é contínua em todos 
os pontos em seu domínio. 


EXERCÍCIOS 16.3 


se (x, у) з (0, 0) 


Nos Exercícios de 1 a 24, determine todos os pontos em que a x+y 
função é contínua. 11. f(x y) 24x? + y? 
x? 1 0 se (x, y) = (0, 0) 
1. AA 2. Кх, у) = —— ES 
dod 4 se (x, y) # (0, 0) 
y Р 12. f(x, y) =4 х? + y? 
3. h(x, y) =senz 4. f(x, y) = In xy se (x, y) = (0, 0) 
_ 4 2 + E 50у Es E». 
7. g(x, y) = i —-x'—y) 8 f(x, y) = соз” bn + y) se (x, y) = (0, 0) 
xy E sr se(x, y) # (0, 0) 
> se(x, y 4 (0, 0 14. F(x, y) = PPT | 
9. fo, у) =4 Vx? + y? оі se (x, у) = (0, 0) 
0 ѕе (х, у) = (0, 0) " 
(Sugestdo: Veja o Exercício 25, Exercícios 16.2.) 15. f(x, y) = 16. f(x, у) = === 
m Ter ur x — y —4 
se (x, y) # (0, 0 2 2 
10. i у) = pte 00760 17. (х, ) === M8. Л у) = 0 
0 se (x, y) = (0, 0) Ax^ + 9y^ — 36 9—x*-—y 


(Sugestão: veja o Exemplo 5, Secção 16.2.) 19. f(x, y) = sec” (xy) 
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20. f(x, y) = In(x? + y? — 9) — In(1 — x? — y?) e, Mostre que a região de continuidade de F consiste em todos os 
21. f(x, y) = sen !(x + y) + In(xy) pontos de R?, exceto aqueles sobre a hipérbole 2 — 32 = 1. 
22. f(x, y) = sen” (xy) 33. A função G é definida por 
sen(x + y) 
———— sex + у #0 x? + 4y? sex?  4y? < 5 
23. f(x, у) = x+y. á дж у=} é ER ERU 
1 sex+y=- 0 y 
х? — у? РРР Mostre que a regiáo de continuidade de С consiste em todos 
24. f(x, y) -4 х —y os pontos de R?, exceto aqueles sobre a elipse x? + 4y? = 5, 
X—y sex-y 34. (a) Dé uma definicáo de continuidade em um ponto para uma 
; А E : : função de três variáveis, similar à Definição 16.3.2. (b) Enun- 
Nos Exercícios de 25 a 31, a função é descontínua na origem, cie teoremas para funções de trés variáveis, similares aos Teo- 
pois f(0, 0) não existe. Determine se a descontinuidade é remo- remas 16.3.3 e 16.3.7. 
vível ou essencial. Se a descontinuidade for removível, redefina 
ЈО, 0), de tal forma que a nova função seja contínua em (0, 0). 
xy x | ai тр P ; 
25. f(x, y) = == 26. f(x, у) = E Nos Exercícios de 35 a38, use as definições e teoremas do Exer. 
x^ +xy+y x +y сісіо 34 para discutir a continuidade da função dada. 
| х 
шар Er 35 ж») = rr 
2,2 3,2 ' x* +у +27 — 1 
28 => 29 = 27 | 
‚ fix у) = FONTES ‚ Јо, у) = x5 y 36. f(x, y, z) = In(36 — 4x? — y? — 922) 
2y? — 3xy х? —4xy z se (x 
= = | » y, z) # (0, 0, 0) 
30. f(x, y) = rca 31. f(x, y) - PORNO 37. f(x, y, z) =4 x? + y + 22 Hr 
0 se (x, y, z) — (0, 0, 0) 
32. A função F é definida por І | 2 
| «E se (x, y, z) 5 (0,0,0) 
Р(х, у) = x? — 3y? sex? —3у? < 1 38. f(x, у, z) =4 x? + y? +22 Ў 
3 = ве х2 — 3у2 > 1 | BU se (x; y, 2) = (0, 0, 0) 


16.4 DERIVADAS PARCIAIS А discussão sobre derivação de uma função de n variáveis com valores reais 
reduz-se ao caso unidimensional, se tratarmos uma função de n variáveis como 
uma função de uma variável de cada vez, mantendo fixas as demais variáveis. 
Isso nos leva ao conceito de derivada parcial. Vamos definir primeiro a deriva- 
da parcial de uma função de duas variáveis. : 


16.4.1 DEFINIÇÃO | Séja fuma função de duas variáveis, x e y. A derivada parcial de f em relação 
a x é aquela função, denotada por D, f, tal que seus valores funcionais em qual- 
quer ponto (x, y) no domínio de f sejam dados por 


DO у) = lim {е + ах э) — (05 9) 


se o limite existir. Da mesma forma, a derivada parcial de f em relação a y é 
aquela função, denotada por D,f, tal que seus valores funcionais em qualquer 
ponto (x, y) no dominio de f sejam dados por 


fo y + Ay) — ЈО, у) 
Ay > 0 Ay 


D,f(x, у) = lim 


se O limite existir. 


O processo de encontrar uma derivada parcial é chamado de derivacáo parcial. 
D,f é lido como “Р sub 1 de f”” (sub é abreviatura de subíndice), e isso de- 
nota a função que é a derivada parcial de f em relação à primeira variável.. 
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D,f(x, у) é lido como “Р sub 1 de f de x e y”, e isso denota o valor funcional 


de D, f no ponto (х, y). Outras notações para D,f são Л, f, е 27. Outras no- 


tações рага D, f(x, y) são fix, у), f (x, y) e M0. Da mesma forma, outras 
notações para D, f são №, f, e 2, ou ainda, рага D,f(x, y), Љ(х, Y), SO, y) e 


. 9f a У) se z = f(x, y), podemos escrever E рага D, f(x, y). Uma derivada 
x 


parcial náo pode ser considerada como uma razáo entre dz e dx, pois nenhum 
desses símbolos tém significado separado. А notacáo z pode representar o . 
x 


quociente de duas diferenciais quando y é uma funcáo de uma única variável x, 


m Я . RUNE: д2 
mas não há uma interpretação similar para ——. 


дх 
ЕХЕМРІО 1 Aplique a Definição 16.4.1 para achar D,f(x, y) e Р, f(x, y) se 


Хх, y) = 3x? — 2xy + y? 


Solucáo 


D, f(x, y) = dim f(x + = 2 — f(x, y) 


NE 3(x + Ax? — 2(x + Ax)y + y? — (3x? — 2xy + y?) 


Ax>0 Ax 
Lom 3x? + 6x Ax + Ax, — 2xy — 2y Ax + y! — 3х? + 2xy — y? 
Ax>0 | Ах 
| 6x Ax + 3(Ах)? — 2y Ax 
= lim 
Ax>0 Ax 
= lim (6x + 3 Ax — 2y) 
Ax20 
= 6х — 2y 
. X, y + Ay) Ex f(x, 
D; f(x, y) = lim FEZ + 59 — fe 3) 
Ay>0 y 
jg, 28 — 2x0 + Ay) + (y + Ду)? — (3х2 — 2xy + y) 
Ay>0 Ay 
lim 3x? — 2xy — 2x Ay + y? + 2y Ay + (Ay)? — 3x? + 2xy — y? 
Ay>0 Ay 
ш 2 
— lim 2xAy + 2y Ay + (Ay) 
Ay>0 Ay 
= lim (—2x + 2y + Ay) 
Ay^0 


= —2x + 2y 
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Se (Xo, Yo) for um determinado ponto no domínio de f, então 


| Df у) = lim е. e 


se esse limite existir, e 


(2) 


Xo Yo + Ау) — f(x, 
Do fo у) = lim _ 
Ay>0 y 


se esse limite existir. 


>» ILUSTRAÇÃO 1 Vamos aplicar a fórmula (1) para encontrar D,f(3, — 2) pa- 
ra a funcáo f do Exemplo 1. 


D, fO, —2) = lim f + Ax, -2) – f(3, —2) 

: Ax>0 Ах 

= tim 20+ Ах) – 263 + Ах(—2) +(—27#—(27+12+4 
Ere Ax 

lim 27 + 18 Ax + 3(Ах)? + 12 + 4 Ax + 4 — 43 


Ax-0 Ax 


= lim (18 + 3 Ax + 4) 


4x>0 


= 22 я 


Fórmulas alternativas de (1) e (2) рага D,f(%o, уо) e Р, (хо, Yo) são dadas por 
, XE Xos 
D,f(xy Yo) = lim S Yo) — fo у) 6) 
хә Xo 


х=, 


se o limite existir, e 


EZ Yo) = lim Mm Де» | А 
SN S 


se o limite existir. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Vamos aplicar a fórmula (3) para encontrar D,f(3, —2) pa- 
ra a funcáo f do Exemplo 1. 


D, fG, -J = lim 106 22-75, 72) 
хәз x—3 
.— 3x? + 4x - 4 — 43 
zm sc 
x3 х —3 
3x? + 4x — 39 
x23 x—3 
= lim Ox + DX — 3) 
x23 x—3 


= lim (3x + 13) 


x23 


= 22 < 
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> ILUSTRAÇÃO 3 No Exemplo 1 mostramos que 
D, f(x, y) = 6x — 2y 
Logo, 
D,f(3, -2)=18+4 
= 22 


Esse resultado está de acordo com o que foi obtido nas Ilustrações 1 e 2. 4 


Comparando a Definição 16.4.1 com a definição de derivada ordinária (3.1.3), 
vemos que D,f(x, y) é a derivada ordinária de f quando f for considerada fun- 
cáo de uma variável x (isto é, se y for mantido constante); e D, f(x, y) é a de- 
rivada ordinária de f, se f for considerada como função de uma variável y (isto 
é, se x for mantido constante). Assim sendo, os resultados do Exemplo 1 po- 
dem ser obtidos mais facilmente, se aplicarmos os teoremas para derivacáo or- 
dinária, com y considerado constante ao calcularmos D,f(x, y) e com x consi- 
derado constante, ao calcularmos D, f(x, y). O exemplo a seguir ilustrará isso. 


EXEMPLO 2 Ache f(x, y) e f(x, y) se 
f(x, y) = 3х3 — 4х2у + 3xy? + sen xy? 

Solucáo Tratando f como uma funcáo de x e mantendo y constante, temos 
fax, y) = 9x? — 8xy + 3y? + y? cos xy? 

Considerando f como uma função de y e mantendo x constante, temos 


f(x, y) = —4x? + бху + 2xy cos xy? 


EXEMPLO 3 Dada 


2. 2 
mne «ляво 
o se (1,9) = (0,0) 


Mostre que (a) A(O, y) = — y para todo y e (b) f(x, 0) = x para todo x. 


Solugáo 
(a) Se y Á 0, de (3) - Se y = 0, de (3) 
— fo, 0) 
ЛО, y) = lim fe» - f.» A(O, 0) = lim Јо 0) — f(0, 0) 
20 x—0 x20 x—0 
2. 2 _ 
> = = lim nao 
eim х-0 X 
x>0 x = lim 0 
x20 
yo? — y?) 
= tm x? + y? =0 
y 
су 
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Como fi(0, y) = —-y se y z0e A0: 0) = 0, podemos concluir que 
ЛО, y) = —y para todo y. 


(b) Se x z 0, de (4) Se x = 0, de (4) 


fix, 0) = lim eX) f(x, 0) $0, 0) = lim ЈО, a 00) f(0, 0) 
y>0 y-0 y>0 y-0 
2 2 
— 0 
шы i NE E 
NITE AUS a у-0 Y 
yo y = lim 0 
a X y?) Xt 
=1 7 
o х + у? = 0 
x? 
= 52 
=x 


Como f(x, 0) = x se x = 0е (0,0) = 0, então f(x, 0) = x para todo x. 


Interpretações geométricas das derivadas parciais de uma função de duas va- 
riáveis são similares àquelas dadas para funções de uma variável. O gráfico de 
uma função f de duas variáveis é uma superfície cuja equação é z = f(x, y). 
Se y for mantida constante (digamos, y = уу), então z = f(x, Yo) será uma 
equação do traço dessa superfície no plano y = у,. A curva pode ser represen- 
tada pelas equações 


У= у e z = f(x, y) (5) 
pois ela é a interseccáo dessas duas superfícies. 

Então, D, Axo, Yo) é a inclinação da reta tangente à curva dada pelas equa- 
ções (5) no ponto Р(х, yy f(x, v9), no plano y = y, Analogamente, 
D, AXo, Yo) representa a inclinação da reta tangente à curva cujas equações são 

х= х € z= f(x, y) 


no ponto Ps, no plano x = x, A Figura 1(a) e (b) mostra partes das curvas 
e das retas tangentes. 


EXEMPLO 4 Ache a inclinação da reta tangente à curva de intersecção das 
superfícies 


z = 14/24 — x? — 2y? 
com o plano y = 2, no ponto (2, 2, 43). 


Solucáo A inclinacáo pedida é o valor de A no ponto (2, 2, 4/3). 


ôz — —x 


дх 2404 — xi 2у? 


16.4 Derivadas Parciais | 937 


Assim, em (2, 2, 43) 
o2 | —2 
ôx 24/12 
1 


245 


Como toda derivada é uma medida de uma taxa de variação, uma derivada 
parcial pode ser assim interpretada. Se f for uma função de duas variáveis x 
e y, a derivada parcial de f em relação a x no ponto Р(х, Yo) dará a taxa de 
variacáo instantánea, em P,, de f(x, y), por unidade de variacáo em x (apenas 
x varia, enquanto y é mantido fixo em y,). Analogamente, a derivada parcial 
de f em relação a y em Р, dará a taxa de variação instantánea, em P,, de 
f(x, y), por unidade de variação em y, com x fixado. 


EXEMPLO 5 De acordo com a /ei dos gases ideais para um gás confinado, 
se Pnewtons por metros quadrados for a pressão, V metros cúbicos for o volu- 
me e T graus for a temperatura, teremos a fórmula 


PV - kT (6) 


onde Kk é uma constante de proporcionalidade. Suponha que o volume de um 

gás em certo recipiente seja 100 m? e que a temperatura seja 90? e k = 8. (a) 

Ache a taxa de variacáo de P por unidade de variacáo de T' se V permanece. 
fixo em 100 m?. (b) Use o resultado da parte (a) para aproximar a taxa de va- 

riacáo na pressáo, se a temperatura for aumentada para 92?. (c) Ache a taxa 

de variação de V por unidade de variação em P se T permanece fixa em 90°. 

(d) Suponha que a temperatura seja mantida constante. Use o resultado da par- 

te (c) para encontrar a variacáo aproximada no volume, necessária para produ- 

zir a mesma variacáo na pressáo que foi obtida na parte (b). 


Solucáo Substituindo V = 100, T = 90ek = 8 na equação (6), obtemos 
Р = 7,2. 


(а) Resolvendo (6) para P сот К = 8, obtemos 


aT 


P- 
V 


A taxa de variação instantánea de P por variação unitária em Т, se V perma- 

nece fixo, é SP e 
ЕД oT , 

Р _ 8 


aT vV 


Quando T = 90 e V = 100, E — 0,08, que é a resposta pedida. 

(b) Do resultado da parte (a), quando T for acrescido de 2? (e V permanecer 
fixo), o aumento aproximado em P será 2(0,08) = 0,16. Concluímos, entáo, 
que se a temperatura for aumentada de 90? para 92?, o aumento na pressáo 
será de aproximadamente 0,16 N/m?. 
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(c) Resolvendo (6) para V quando k = 8, obtemos 


= 8T 
P 
A taxa de variação instantânea de V por unidade de variação em P, se T 
. , 90V 

permanece fixa, é Эр” е 

aV 8T 

ðP P? 
Quando T = 90e P = 7,2, 

aV _ __8(90) 

ôP (7,2Y 

= -125 
9 


que é a taxa de variação instantánea de V por unidade de variação em P quan- 
do T = 90e P = 7,2, se T permanecer fixa em 90º. 


(d) Se P for acrescido de 0,16 e T for mantida fixa, entáo, do resultado da 
parte (c), a variação em V deve ser de (0,16)( - 222) = — 2. Logo, devemos di- 
minuir o volume em 2?- m?, se a pressão for aumentada de 7,2 para 7,36 N/m?. 


Vamos estender o conceito de derivada parcial para funcóes de n variáveis. 


Seja P(x,» х,, ... , x,) um ponto em A" e seja f uma função de n variáveis Xy 
X5, ... , X,. Então a derivada parcial de f em relação a x, é a função, denotada 
рог D,f, tal que seu valor funcional em qualquer ponto P do domínio de f se- 
ja dado por 


А Р, Ў, Xs, х) 
Хх, х, e.» Xg-1 Xk + Ах, Хер -s n) -~ fn, X» ... > л) 
Ax¿>0 AX, 


se esse limite existir. 


Em particular, se f for uma fungáo de trés variáveis x, y e z, entáo as deriva- 
das parciais de f seráo dadas por 


D, f(x, y, z) lim t Ax » 2 Л y 2) 
Ах-0 Ах 


р, f(x, у, 2) = lim Јо, y + Ay, 2) — f(x, y, 2) 


Ay 0 Ay 
DS f(x, y, 2) = lim 102322 + 42) Л y, 2) 


Az>0 Az 


se esses limites existirem. 


Exercícios: 16.4 
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EXEMPLO 6 


Dada f(x, y, z) = 


X yg + z’, verificamos que 


xfi(x, y, 2) + yA, y, 2) + у(х, yz)- 3f (x, у, 2) 


Solução 


fila, y, z) = 2xy 


Mantidos y e z constantes, obtemos 


Mantidos x e z constantes, obtemos 


hos у, 2) = x? + 2? 
Mantidos x e y constantes, obtemos 


fix, y, 2) = 
Logo, 


2yz + 32? 


х/\(% y, 2) + у(х, y, 2) + 283(х, у, 2) = xQxy) + y(x? + z?) + 2(2yz + 327) 


= 2х?у + x?y + уг? + 2yz? + 323 
= 3(х2у + yz? + z?) 
= 3/(х, у, 2) 


EXERCÍCIOS 16.4 


Nos Exercícios de 1 a 6, aplique a Definição 16.4.1 para encon- 
. trar as derivadas parciais indicadas. 
1. f(x, y) = 6x + 3y — 7; Di f(x, y) 
2. f(x, у) = 4x? — 3xy; Di f(x, y) 
3. f(x, y) = 3xy + 6x — y? Do f(x, y) 
4. f(x, y) = xy! — Sy + 6 Da f(x, y) 


5. /(х, у) = ух? + у Л у) 6./(ху)= ly y) 


Nos Exercícios de 7 a 10, aplique a Definição 16. 42 para encon- 
trar as derivadas parciais indicadas. 


7. f(x, у, =x y — 3xy? + 2у2; Di f(x, y, 2) 
8. f(x, y, 2) = x? + 4y? + 922; D, f(x, y, 2) 
9. f(x, y, 2,7, t) = xyr + yzt + yrt + zrt; f(x, y, 2, Р, " 

10. f(r, s, t, и, v, м) = 3r?st + st?v — 2tuv? — tow + 3uw?; 
ЈА, S, t, и, v, м) 

11. Dada f(x, y) = х2 — 9y?, encontre D,f(2, 1), (a) aplicando 
a fórmula (1); (b) aplicando a fórmula (3); (c) aplicando a 
Definigáo 16.4.1 e entáo substituindo x e y por 2 e 1, respec- 
tivamente. 

12. Para a função do Exercício 11, ache D,f (2, 1), (a) aplicando 
a fórmula (2); (b) aplicando a fórmula (4); (c) aplicando a 
Definição 16.4.1 e então substituindo x e y por 2 e 1, respec- 
tivamente. 


Nos Exercícios de 13 a 24, ache a derivada parcial indicada, man- 


tendo todas as variáveis constantes menos uma, e aplicando os 
teoremas para derivação ordinária. 


13. f(x, y) = 4y? + ух? + y?; D,f(x, y) 
x+y 
14. f(x, у) = JT D: f(x; y) 


15. f(0, &) = sen 38 cos 24; f4(0, ф) 
16. f(r, 9) = т? cos 0 — 2r tg 6; far, 0) 
x? дг 


17. z = ей! In —; — 
y 


ôr 
ду cos(0 + ф); РТА 


18. r- e ? 


0 
19. u = (x? + y? +23) 12, ди 20. и = 167 (хуги); си 
д2 ôw 


21. f(x, y, 2) = 
22. f(x, у, 2) = 


4xyz + In(2xyz); (х, y, 2) 
e“ senh 22 — e? cosh 22; f(x, у, 2) 


3x 
23. f(x, у, 2) = e” + tg") e fos y, 2) 


24. f(r, 0, ф) = 4r? sen Ө + Se cos O sen ф — 2 cos $; f(r, 8, ф) 


25. If f(r, 0) = r tg0 — ғ? sen Ө, ache (а) fi 2, їл); (b) 73, л). 
26. If f(x, y, z) = e” + In(y + z), ache (a) f,(3, 0, 17); 
(b) £2(1, 0, 2); (с) fx(0, O, 1). 


Nos Exercícios 27 e 28, ache f(x, y) e f, (x, y). 


27. f(x, y) = IM In sent dt 28. f(x, у) = E e! dt 


r Ü ver du „ди _ 
29. Dada u = sen Р + In r Verifique t a ar 0. 
30. Dada w = ху + yz + z?x. Prove que 


= Ow = 
Y Y Y =(x + y + 2)? 


EA 


2 + у? se (x, y) = (0, 0) 
0 


se (x, y) = (0, 0) 


31. Dada f(x, y) = 


Ache (a) Л(0, 0); (b) /5(0, 0). 
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Ey 
PEUT se (x, y) = (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0) 
Ache (a) f,(0, y) se y = 0; (b) fiO, 0). 


33. Para a funcáo do Exercício 32, ache (a) Sx, 0)'se x я 0; (b) 
ЖОО, 0). 


32. Dada f(x, y) = 


34. Ache a inclinagáo da reta tangente à curva de intersecgáo da 


superfície 36: — 9y? + 42? + 36 = O com o plano x = 1, 
no ponto (1, 12, —3). Interprete essa inclinação como uma 
derivada parcial. 


35. Ache a inclinação da reta tangente à curva de intersecção da 


superfície z = x? + y? com o plano y = 1, no ponto (2, 1, 5). 
Faça um esboço. Interprete essa inclinação como uma deri- 
vada parcial. 


36. Ache as equações da reta tangente à curva de intersecção da . 


superfície х2 + y? + 2 = 
(1, 2, 2). 


9 com o plano у = 2, no ponto 


37. A temperatura em qualquer ponto de uma placa plana é 


T graus e T = 54 — 2- x? — 4y?, Se a distância for medida em 
centímetros, ache a taxa de variação da temperatura em rela- 
ção à distância movida ao longo da placa nas direções dos 
eixos positivos x e y, respectivamente, no ponto (3, 1). 


38. Use a lei dos gases ideais para um gás confinado (veja o Exem- 


plo 5) e mostre que 


39. Se V for o valor atual de uma anuidade ordinária de paga- 


mentos iguais de $ 100,00 ao ano, por f anos, a uma taxa de 
juros de 100% ao ano, então 


1—(1+ 2| 


V= |. 


40. 


41. 
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(a) Ache a taxa de variagáo de V por unidade de variacáo em 
i, se t permanecer fixo em 8. (b) Use o resultado de (a) para 
encontrar a variacáo aproximada no valor atual, se a taxa de 
juros mudar de 6 para 7% e o tempo permanecer fixo em 
8 anos. (c) Ache a taxa de variação instantânea de V por uni- 
dade de variação em t, se i permanecer fixo em 0,06. (d) Use 
o resultado da parte (a) para encontrar a variação aproxima- 
da do valor atual, se o tempo for diminuído de 8 para 7 anos 
e taxa de juros estiver fixa em 6%. _ 

Suponha que 10.000x da unidade monetária seja o inventá- 
rio feito numa loja, y seja o nümero de balconistas na loja, 
P seja o lucro semanal da loja e 


P = 3.000 + 240y + 20y(x — 2y) — 10(x — 12)? 


onde 15 < x < 25e 5 < y < 12. No momento, o inventário 
é de $ 180.000,00 e existem 8 balconistas. (a) Ache a taxa de 
variacáo instantánea de P por unidade de variacáo em X, se 
y permanece fixo em 8. (b) Use o resultado da parte (a) para 
encontrar a variacáo aproximada no lucro semanal, se o in- 
ventário mudar de $ 180.000,00 para $ 200.000,00 e o núme- 
ro de balconistas permanecer fixo em 8. (c) Ache a taxa de 
variação instantánea de P por unidade de variação em y, se 
x permanece fixo em 18. (d) Use o resultado da parte (c) para 
encontrar a variacáo aproximada no lucro semanal, se o nú- 
mero de balconistas for aumentado de 8 para 10 e o inventá- 
rio permanecer fixo em $ 180.000,00. 

Se S for a área da superficie em metros quadrados do corpo 
de uma pessoa, entáo a fórmula que dá um valor aproxima- 
do para $ será ` 


S = 2Wº%4H01 
onde W kg e Н m são o peso e a altura da pessoa. Se W = 70 kg 


95 98. 
e H = 1,8 m, ache 2W e aH e interprete o resultado. 


A - ----_———_————_—————————————————————=——2>= 
16.5  DIFERENCIABILIDADE E Definiremos a diferenciabilidade de funções de mais de uma variável através de 
DIFERENCIAL TOTAL uma equação envolvendo o incremento de uma funcáo. Para motivar essa defi- 
nicáo obtemos primeiro uma representação para o incremento de uma função 
de uma única variável que é similar àquela que irá aparecer em nossa Definição 
16.5.2 de diferenciabilidade. Discutimos o incremento de uma função de uma 
única variável na Secção 3.1 e lembremos que, naquela secção, se f for uma 
função derivável de x, e y = f(x), então 


a 
Ax>0 АХ 


onde Ax e Ay são incrementos de x e y e 


Ay = f(x + Ax) — f(x) 


Quando |Ax| for pequeno e Ax x 0, Ay/ ^x difere de f" (x) por um número 
pequeno que depende de Ax e será denotado por e. Entáo, 


A 
= -So se Ax £ 0 
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onde e é uma função de Ax. Dessa equação obtemos 

Ay = f(x) Ax + € Ax 
onde e é uma função de Ax e є > 0 se Ax > 0. 

Do exposto acima, segue que se a função f for derivável em x,, o incremen- 
to de f em x,, denotado por Af(xp), será dado por 

Af(xg) = f'(xg) Ax + € Ax onde lim є= 0 

Ax>0 

Para funções de duas ou mais variáveis, uma equação correspondente a esta 
é usada para definir a diferenciabilidade de uma função. Além disso, da defini- 
ção, determinamos um critério para uma função ser diferenciável em um pon- 
to. Os detalhes serão dados para uma função de duas variáveis e começaremos 
por definir o incremento de tal função. 


16.5.1 DEFINIÇÃO | Se f for uma função de duas variáveis x e y, então o incremento de f no ponto 
(хо, Yo), denotado por А Дх, Yo), é dado por 


Afo Yo) = Af(xy + Ax, Yo + Ay) — Лх, Yo) 


A Figura 1 ilustra essa definição para uma função que é contínua no disco 
aberto contendo os pontos (Xo, Yo) e (Xo + Ax, yo + Ay). A figura mostra parte 
da superfície z = f(x, y). Af(xs Yo) = QR, onde О é o ponto (x, + Ax, 
Yo + Ay, f(x, Yo) e R é o ponto com as coordenadas ( + Ax, yo + Ay, 
f + Ax, Yo + Ay). 

z (хо, Уо, f (o, Jo) 
(хо + Ax, yo+ Ay, ао + Ax, yo* Ay) 


(xo, Yo 0) 
FIGURA 1 
> ILUSTRAÇÃO 1 Para a função f definida por 


(xo,* Ax, yy + Ay, 0) 


Дх, y) = 3x — xy? 
encontramos o incremento de f num ponto (ху, Yo) qualquer. 
Af (xo, yo) = хо + Ах, Yo + Ay) — /(хо, yo) 
= 3(х + Ax) — (xo + Ax)(yo + Ау)? — Gxo — xoyo?) 
= 3xg + 3 Ax — xgyo? — Yo? Ax — 2xoyo Ay — 2у Ax Ay 
— xo( Ay? — Ax(Ay)? — 3xo + xoyo? 


= 3 Ax — Yo? Ax — 2xgyo Ay — 2у Ax Ay — xo (Ay)? — Ax(A y)? 
4 
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16.5.2 DEFINIÇÃO | Se f for uma função de duas variáveis x e y e o incremento de f em (хо, Yo) pu- 
der ser escrito como 


Af (Xo, Yo) = Df% ›)Ах + Р, хо, x9Ay + eAx + eAy 


onde e, e e, são funções de Ax e Ay, tais que e, > 0 e e, > 0 quando (Ax, Ay) 
> (0, 0), então diremos que f ё diferenciável em (x,, Yo). 


P ILUSTRACÁO 2 Vamos usar a Definição 16.5.2 para provar que a função da . 
Ilustração 1 é diferenciável em todos os pontos de R?. Precisamos mostrar que 
para todos os pontos (ху, Yo) em R? podemos encontrar um e, e um ej, tais que 


Af (Xo. Yo) — Di (хо, yo) Ax — D;f(xo, yo) Ay = e Ax + e; Ay 
e e, — 0, bem como e, > 0 quando (Ax, Ay) > (0, 0). 
Como f(x, y) = 3x — xy?, 
D,f(xo,yo) = 3— yo? е Р, (хо, уо) = —2xoyo 
Com esses valores e o valor de Af(x,, Yo) da Ilustração 1, 
Af (Xo. Yo) — Di (хо, yo) Ax — Dzf(xo, yo) Ay = —xo(Ay)? — 2yo Ах Ay — Ax(Ay)? 
O lado direito da igualdade acima pode ser escrito das seguintes formas: 
[—2yo Ay — (Ду)?] Ax + (—xo Ay) Ay 
(— 2yo Ay) Ax + (— Ax Ay — xo Ay) Ay 
[ —(Ау)*] Ax + (—2yo Ax — xo Ay) Ay 
0: Ax + [—2yo Ax — Ax Ay — хо Ay] Ay 
Assim, há quatro pares possíveis de valores рага e, е e: 


€, = —2yo Ay – (Ду)? е є = –хоДу 


€, = —2у Ау е є, = —Ax Ay — Xo Ay 
€, = (Ау)? е є = —2yg Ax — хо Ay 
€, = 0 е є = —2yg Ax — Ах Ay — хо Ay 
Para cada par 
lim  e€,20 e lim є,=0 
(Ax, Ay) ^ (0,0) (Ax, Ay) ^ (0,0) 


Deve ser notado que é necessário encontrar apenas um par de valores para: 
€, € &. < 


16.5.3 TEOREMA | Se uma função f de duas variáveis for diferenciável em um ponto, ela será 
contínua nesse ponto. 


Prova Se f for diferenciável em um ponto (ху, уу), segue, da Definição 16.5.2, 
que | 


Дх + Ax, yo + Ay) — (хо, yo) = D, f(xo, yo) Ax + D; f(xo, yo) Ay + €, Ax + €; Ду 
onde e, — 0, bem como e, > 0 quando (Ax, Ay) (0, 0). Logo, 
So + Ax, yo + Ay) = f(xo, yo) + Р, f(xo, yo) Ax + D; (хо, уо) Ay + € Ax + e, Ay 


16.5.4 TEOREMA 
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Passando ao limite ambos os membros da igualdade acima quando (Ax, Ay) 
> (0, 0), obtemos 


lim (хо + Ax, yo + Ay) = f(xo, yo) (1) 


(Ax, Ay) *(0,0) 
Se expressarmos x; + Ax = x e yo + Ay = y, então (Ax, Ay) > (0, 0)” é 
equivalente a “(x, y) > (xy, Yo)”. Assim, de (1), 


lim f(x, y) =, хо, Уо) 


(х,у) 2 (хо,уо) 


о que prova а continuidade de f em (xo, y). и 


O Teorema 16.5.3 estabelece que para uma função de duas variáveis, dife- 
renciabilidade implica continuidade. Mas a mera existéncia de derivadas par- 
ciais D,f e D,f num ponto nào implica diferenciabilidade naquele ponto. O 
exemplo a seguir ilustra esse fato. 


EXEMPLO 1 Dada 


f(x ver se (x, y) # (0, 0) 
| se (x, у) = (0, 0) 


prove que D,/(0, 0) e D,f(0, 0) existem, mas f não é diferenciável em (0, 0). 


Solucáo 
= 0 _ 
D, 70,0) = lim 1020700 р, og) = tim f — 0,0 

x20 x—0 y>0 y— 0 
. 0—0 . 0-0 

= lim = lim —— 
x20 X узо y 

E = lim 0 
x0 y>0 

=0 —0 


Logo, ambas D,f(0, 0) e D,f(0, 0) existem. 
No Exemplo 4 da Secção 16.2 demonstramos que para essa função, 


lim f(x, y) nào existe; logo, f não é contínua em (0, 0). Como f não 
(х, у) > (0, 0) 


é contínua em (0, 0), segue, do Teorema 16.5.3, que f nào é diferenciável em (0, 0). 


O teorema a seguir dá condições de garantir que uma função seja diferenciá- 
vel em um ponto. E muito mais fácil do que aplicar a Definição 16.5.2. Sua 
prova aparece na Secção Suplementar 16.8. 


Seja f uma função de duas variáveis x e y. Suponha que D,f e D,f existam em 
um disco aberto B(P,; r), onde Р, é o ponto (Xo, Yo). Então, se D,f e D,f fo- 
rem contínuas em Po, f será diferenciável em P). 
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EXEMPLO 2 Use o Teorema 16.5.4 para provar que a função definida por 
fix, y) = x? + 3xy — Sy? 

é diferenciável em toda parte. 

Solucáo Calculamos as derivadas parciais: 
Di f(x, y) =3x?+3y Р, (х, y = 3х — 15y? 


Como D,f e Df são contínuas em toda parte, segue do Teorema 16.5.4 que 
f é diferenciável em toda parte. 


O argumento usado para a função polinomial f do Exemplo 2 pode ser apli- 
cado a qualquer função polinomial. Assim sendo, toda função polinomial é di- 
ferenciável em toda parte. 

Observe que as condições dadas no Teorema 16.5.4 são suficientes para pro- 
var a diferenciabilidade de uma função em um ponto. Mas elas não são condi- 
ções necessárias. Isto é, uma função pode ser diferenciável em um ponto, mesmo 
que suas derivadas parciais não sejam contínuas neste ponto. Um exemplo de 
tal função aparece nos Exercícios de 42 até 45. Uma função satisfazendo as hi- 
póteses do Teorema 16.5.4 será dita continuamente diferenciável no ponto Р,. 
Assim, a diferenciabilidade contínua em um ponto é uma condicáo suficiente, 
mas não necessária, para a diferenciabilidade no ponto.* 


EXEMPLO 3 Dada 
x?y? 
о. р Se (х, y) * (0, 0) 
Дх, у) = \х* + y 


0 se (x, у) = (0, 0) 
use o Teorema 16.5.4 para provar que f é diferenciável em (0, 0). 


Solucáo Para encontrar D,f, consideremos dois casos: (x, y) = (0, 0) e 
(x, y) = (0, 0). Se (x, y) = (0, 0), temos 


Bi fio 0j digi = TO) 


x0 x—0 
. 0-0 

= lim 
x>0 х 

= 0 


Se (x, у) = (0, 0), f(x, y) = х?у?/(х? + y?). А fim de encontrar D, f(x, y), 
usamos o teorema para a derivada ordinária de um quociente e consideramos 
y como uma constante. 


_ 2ху%х? + у?) — 2x(x?^y?) 
D, f(x, у) = (х2 EN yy 


4 


o 2x 
(х? + у?)? 


* М. do R.: Observe que para uma função de uma variável a existência de derivada e a diferencia- 
bilidade são equivalentes, o que não acontece para funções de várias variáveis. Por 
esse motivo, não é rigorosamente correto usar o termo *'diferenciar'' no lugar de “*de- 
rivar" de forma geral, embora isso seja comum. 


16.5  Diferenciabilidade e Diferencial Total 945 


A funcáo D,f é, portanto, definida por 


2xy* 
—— 3 Se(x,y)z(0,0 
Di fix, o dod + yy 0094069 
0 se (x, y) = (0, 0) 
Da mesma forma, obtemos a funcáo D,f, definida por 
2x*y 
— 5 Se(x, y) (0,0) 
рју) =\б yy RNA 
0 se (x, y) = (0, 0) 


Ambas, D,f e D,f, existem em todo disco aberto, tendo seu centro na ori- 
gem. Resta mostrar que D,f e D,f são contínuas em (0, 0). 
Como D,f(0, 0) = 0, D,f será contínua em (0, 0) se 


lim D,f(x,y)=0 


(х,у) (0,0) 


Logo, precisamos mostrar que para todo є > 0 existe um ó > 0 tal que 


4 
se 0<yx?+ y? <ô então 


Md 

= (x? n yy 

¿A+ уух? y 
E (x? + у?)? 
cx + y? 


Assim, uma escolha adequada рага 6 é 28 = e, isto €, $ = 4e. Com esse ô 
temos o seguinte argumento: 


Ocyx?ry«ó e б=3є 
= 24x? + y? < 2) 
24/х? + yU x? + y?)* De 


«€ (2) 


(х2 + yy 


2xy* 
(х2 + y? 


(x? + y?y 
2lx|y* 
= (х2 + yy SE 
2xy* 
d Ga у22| < 


Mostramos, portanto, que (2) está satisfeita. Logo, Р, / é contínua em (0, 0). 
Da mesma forma, podemos mostrar que D,f é contínua em (0, 0). Segue en- 
tão, do Teorema 16.5.4, que f é diferenciável em (0, 0). 


A equação na Definição 16.5.2 é 


Af (Xo, yo) = Di хо, yo) Ax + Do (хо, yo) Ay + є, Ax + €) Ay (3) 
A expressáo envolvendo os dois primeiros termos no segundo membro dessa 
equação é chamada de a parte principal de Af (xə, Yo) ou a diferencial total de 
fem (Xo, Yo). 
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16.5.5 DEFINIÇÃO | Se f for uma função de duas variáveis x e y e f for diferenciável em (x, y) entáo 
a diferencial total de f será a funcáo df tendo valores funcionais dados por 


df(x, y, Ax, Ay) = D,f(x, Ax + D,f(x, DAY 


Observe que df é uma fungáo de quatro variáveis x, y, Axe Ay. Sez = f(x, y), 
por vezes escrevemos dz em lugar de df(x, y, Ax, Ay), e entáo escrevemos 


dz = Df(x, y)Ax + D,f(x, DAY (4) 


Se, em particular, f(x, y) = х, então z = x, D,f(x, y) = leD,f(x, y) = 0; 
assim de (4) temos dz = Ax. Como z = x, para essa fungáo dx = Ax. De 
forma análoga, se tomarmos f(x, y) = y, então z = y, р(х, у) = 0e 
D,f(x, y) = 1; assim (4) resulta em dz = Ay. Como z = y, então para essa 
funcáo dy = Ay. Logo, definimos diferenciais das variáveis independentes co- 
mo dx = Axe dy = Ay. Entáo, (4) pode ser escrita como 


dz = D, f(x, y) dx + D; f(x, y) dy (5) 
e no ponto (Xo, Yo), 
dz = D, f(Xo, yo) dx + D; (хо, уо) dy (6) 


Em (3), seja Az = Af(xy, Yo), dx = Axe dy = Ay. Então, 
Az = D, f(xo, yo) dx + D; f(xo, yo) dy + €, dx + e; dy 


Comparando essa equação e (6), observe que quando dx (isto é, Ax) e dy (isto 

é, Ay) estáo próximos de zero, e por isto e, e e, estaráo também próximos de 

zero, entáo dz será uma aproximacáo de Az. Antes de dar um exemplo, vamos 
ðz , Oz 


escrever (5) como a notação эх е dy" em vez de D, f(x, y) e D,f(x, y), respec- 


tivamente: 


(7) 


EXEMPLO 4 Um recipiente de metal, fechado, na forma de um cilindro cir- 
cular reto, tem uma altura interna de 6 cm, um raio interno de 2 cm, e uma 
espessura de 0,1 cm. Se o custo do metal a ser usado é de $ 10 por centímetro 
cúbico, ache por diferenciais o custo aproximado do metal que será empregado 
na producáo do recipiente. 


Solucáo A fórmula do volume de um cilindro circular reto, onde o volume 
é V cm?, o raio é r cm, e a altura é h cm, é 
V = nr?h 


O volume exato de metal no recipiente é a diferença entre os volumes de dois 
cilindros circulares retos para os quais r = 2,1, h = 6,2er = 2, h = 6, respec- 
tivamente. AV daria o volume exato de metal, mas como somente um valor apro- 
ximado foi pedido, vamos calcular dV. De (7), 

ди 


oV 


= 2nrh dr + nr? dh 


16.5.6 DEFINICÁO 


16.5.7 DEFINICÁO 


16.5.8 DEFINICÁO 
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Сот г = 2, h = 6, dr = 0,1 e dh = 0,2, obtemos 


dV = 2л(2)(6)(0,1) + z(2)(0,2) 
3,27 


Assim, AV = 3,27 e então há aproximadamente 3,27 cm? de metal no reci- 
piente. Como o custo do metal é de $ 10 por centímetro cúbico e 10 · 3,27 = 327 
e 327 = 100,53, o custo aproximado do metal a ser usado na fabricação do 
recipiente é de $ 100,53. 


Os conceitos de diferenciabilidade e diferencial total serão aplicados a fun- 
ções de n variáveis. 


Se f for uma função de n variáveis xj, x;,..., xn, e P for o ponto xi, X;,..., X), 
entáo o incremento de f em P será dado por 


Af(P) = f(X, + Ах, X, + Ах, «o X, + Ax) — f(P) 


Se f for uma função de n variaveis x, x;,..., x, e O incremento de f no ponto 
P for escrito como 


AFP) = D, f(P) Ax, + D, f(P) Ax, + ... + D, f(P) Ax, + 
: | EAX + AX + ... + ex, 


onde e, — 0, є, — 0, ..., €, — 0, quando 
(Ах, Axo, ..., Ax,) > (0,0, ..., 0) 


entáo, f será diferenciável em P. 


Analogamente ao Teorema 16.5.4, pode ser provado que condições suficien- 
tes para uma fungáo f de n variáveis ser diferenciável num ponto P sáo que 
D,f, D,f, ..., D,f existam todas numa bola aberta B(P; r) e que D,f, Daf, ..., D,f 
sejam todas contínuas em P. Da mesma forma que para funções de duas variá- 
veis, segue que para funções de n variáveis a diferenciabilidade implica conti- 
nuidade. No entanto, a existência de derivadas parciais D,f, D;f, ..., р, em 
um ponto não implica a diferenciabilidade da função no ponto. 


Se f for uma função de n variáveis х, x», ..., x, e f for diferenciável em P, en- 
táo a diferencial total de f será a fungáo df tendo valores funcionais dados por 


df(P, Ax,, Axo, ..., Ах) = D,f(P) Ах, + D,f(P) ^x, +... + D,f(P) Ax, 


Sendo w = f(X, X» ..., x,), definindo dx, = Ах, dx, = Ax), ..., dx, = Ах, 
e usando a notacáo p em vez de D,f(P), podemos escrever a igualdade da 


Definicáo 16.5.8 como 


ðw дуу ow 
dw = — d. —— d. zd 
w Эх x, + TA X, + + ox. dx, (8) 


EXEMPLO 5 As dimensóes de uma caixa sáo medidas e obtemos 10 cm, 12 cm 
e 15 cm, e as medidas sáo corretas até 0,02 cm. Calcule aproximadamente o 
erro máximo cometido no cálculo do volume da caixa a partir das medidas da- 
das. Ache também o erro percentual aproximado. 
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Solucáo Seja V cm? o volume da caixa cujas dimensóes sáo x cm, y cm 
e z cm. Entáo, 
V = xyz 
O valor exato do erro é encontrado de A V; contudo, vamos usar dV como uma 
aproximação a AV. De (8), para trés variáveis independentes, 
QV дү ди 


dV = — — — 
dx Ay 0 +8; dz 


= yz dx xz dy + xy dz 


Da informação dada |Ax| < 0,02, |Ay| < 0,02 e |Az| < 0,02. Para encon- 
trar o erro máximo no volume, tomamos o erro máximo cometido na medida 
das três dimensões. Assim, tomando dx = 0,02, dy = 0,02, dz = 0,02ex = 10, 
y = 12, z = 15, temos 


dV = (12)(15)(0,02) + (10)(15)(0,02) + (10)(12)(0,02) 
= 9 


Logo, AV = 9, entáo o máximo erro possível no cálculo do volume com as 


1. 


medidas dadas é de aproximadamente 9 cm3. 
O erro relativo é encontrado ao dividirmos o erro pelo valor real. Logo, o erro 


relativo no cálculo do volume a partir das medidas dadas é АР = T. Como 
x - 1 2 "E АЁ „ 0,005. Assim sendo, o erro percentual aproximado é 


de 0,5%. 


————————— OQ 


; 
EXERCICIOS 16.5 


Se f(x, y) 2 3x? + 2xy — y?, ache: 

(a) Af(1,4), o incremento de f em (1,4); 

(b) Af(1,4) quando Ax = 0,03 e Ay = — 0,02; 

(c) df(1, 4, Ax, Ay), a diferencial total de f em (1,4); 
(а) ауд, 4, 0,03, —0,02). 


. Se f(x, y) = 2x?  5xy + 4y?, ache: 


(a) Af(2, — 1), o incremento de fem (2, — 1); 

(b) Af(Z, —1) quando Ax = —0,01 e Ay = 0,02; 

(с) df(2, —1, Ax, Ay), a diferencial total de fem (2, —1); 
(d) df(2, —1, —0,01, 0,02). 


. Se g(x, y) = xye”, ache: 


(a) Ag, —4), o incremento de g em (2, — 4); 

(b) Ag(2, —4) quando Ax = -OJ e Ay = 0,2; 

(c) dg(2, —4, Ax, Ay), a diferencial total de gem (2, -4); 
(d) dgQ, —4, —0,1, 0,2). 


‚ Se A(x, y) = (x + у)/(х — y), ache: 


(a) Ah(3,0), o incremento de A em (3, 0); 

(b) AA(3, 0) quando Ax = 0,04 e Ay= 0,03; 

(c) dh(3, 0, Ax, Ay), a diferencial total de A em (3, 0); 
(d) dh(3, 0, 0,04, 0,03). 


. Se F(x, y, 2) = xy + In(y, 2), ache: 


(a) AF(4, 1, 5), o incremento de F em (4, 1, 5); 

(b) AF(4, 1, 5) quando Ах = 0,02, Ay = 0,04e Az = —0,03; 
(c) df(4, 1, 5, Ax, Ay, Az), a diferencial total de Fem (4, 1, 5); 
(d) dF(4, 1, 5, 0,02, 0,04, – 0,03). 


6. Se G(x, y, 2) = x?y + 2xyz — 22, ache: 
(a) AG(—3, 0, 2), o incremento de G em (— 3, 0, 2); 
(b) AG(—3, 0, 2) quando Ах = 0,01, Ay = 0,03, Az = 0,01; 
(c) dG(—3, 0, 2, Ax, Ay, Az), a diferencial total de G em 
(- 3, 0, 2); 
(d) dG(—3, 0, 2, 0,01, 0,03, —0,01). 


Nos Exercícios de 7 a 14, ache a diferencial total dw. 


7. w 2 4x? — xy? + 3y — 7 
9. w = x cos y — уѕеп х 


8. w = y tg х? — 2xy 
10. w = xe? + e7” 

П. w = In(x? + y? + 22) 12. w= BE 
x+y+z 


2 
13. w=xtg z- 
2 


14. w = e” — cos xz 


Nos Exercícios de 15 a 18, prove que f é diferenciável em todos os 
pontos de seu domínio, fazendo o seguinte: (a) ache ^f, (хо Уо) 
para а função dada; (b) ache um e, e um e,, tais que a equação (3) 
seja satisfeita; (c) mostre que e, e e» encontrados em (b), ten- 
dem a zero quando (Ax, Ay) — (0, 0). 


15. f(x, y) = xy — 2xy 16. f(x, у) 2 2x? + 3y? 
2 


17. fix, у) = > 18. fx, y =? 
y X 


Exercícios 16,5 


_ |х+у-—2 sex = 1оцу = 1 
хаг Dada fe ab sexzleyzl 
Prove que D,/(1, 1) e D;f(1, 1) existem, mas f não é diferen- 
ciável em (1, 1). 
3x?y? 
20. Dada f(x, y) =3x* + y* 
0 se (x, y) = (0, 0) 
Prove que О, /(0, 0) e D,f(0, 0) existem, mas f não é diferen- 
ciável em (0, 0). 


se (x, y) # (0, 0) 


Nos Exercícios de 21 a 27, use o Teorema 16.5.4 para provar que 
a função dada é diferenciável em todos os pontos do seu domínio. 


21. g(x, у) = 2x* — 3x?y? + x ?y? 
3x — 4у 
22. -——- 
Дх, y) x11 8y 
23. f(x, у) = 31а xy + 5senx 


24. qo y) o ylInx-7 


1 
25. h(x, у) = tg (х + у) + —— 
x= Y 


26. f(x, y) = e?*sen y + e ?* cos y 
27. f(x, y) = ye?* — xe? 
2 


28. Dada f(x, y) = 4x? + y? 
0 se (x, y) = (0, 0) 
Essa função é contínua em (0, 0) (veja o Exemplo 1, Secção 
16.3). Prove que D, f(0, 0) e D,fO, 0) existem, mas D,f e D,f 
não são contínuas em (0, 0). 
xy(x? — y?) 
0 se (x, y) = (0, 0) 
Prove que f é diferenciável em (0, 0), usando o Teorema 16.5.4. 


se (x, y) # (0, 0) 


29. Dada f(x, y) = se (x, y) % (0, 0) 


Nos Exercícios de 30 a 32, prove que f é diferenciável em todos 
os pontos de ЁЗ, das seguintes maneiras: (a) ache Af (Xo Yo 20): 
(b) ache e,, e, e єз, tais que a igualdade da Definição 16.5.7 seja 
satisfeita; (с) mostre que e,, e, e єз, encontrados em (b), tendem 
a zero quando (Ax, Ay, Az) tendem a (0, 0, 0). 


30. f(x, у, 2) = 3x + 2y — 42 
32. f(x, y, 2) = 2x?z — 3yz? 


ЗІ. f(x, у, 2) = xy — xz + 22 


xy^z 


33. Dada f(x, y, 2) = x* + у + z* 
0 se (x, y, z) = (0, 0, 0) 
(a) Mostre que D, (0, 0, 0), D;f(0, 0, 0) e D,f(0, 0, 0) exis- 
tem; (b) usando o fato de que diferenciabilidade implica con- 
tinuidade, prove que f nào é diferenciável em (0, 0, 0). 
2 


se (x, у, z) # (0, 0, 0) 


xyz 
34. Dada f(x, y, 2) =< x? + y? + 2? 
0 se (x, y, z) = (0, 0, 0) 

Prove que f é diferenciável em (0, 0, 0). 


se (x, y, z) # (0, 0, 0) 
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35. Um recipiente fechado na forma de um sólido retangular de- 
ve ter um comprimento interno de 8 m, uma largura interna 
de 5 m, uma altura de 4 m e uma espessura de 4 cm. Use di- 
ferenciais para aproximar a quantidade de material necessá- 
rio para construir o recipiente. 

36. Use a diferencial total para encontrar aproximadamente o erro 
máximo no cálculo da área do triángulo retángulo a partir 
dos comprimentos dos catetos que medem 6 e 8 cm, respecti- 
vamente, com um erro possível de 0,1 cm para cada medida. 
Ache também o erro percentual aproximado. 

37. Usando a diferencial total, ache o erro máximo aproximado 
no cálculo do comprimento da hipotenusa do triángulo re- 
tángulo a partir das medidas do Exercício 36. Ache também 
o erro percentual aproximado. 

38. Se a lei dos gases ideiais (veja o Exemplo 5, Secção 16.4) for 
usada para encontrar P quando Te V são dados, mas há um 
erro de 0,3% na medida de T e um erro de 0,8% na medida 
de V, ache, aproximadamente, o erro percentual máximo em P. 

39. A gravidade específica s de um objeto é dada pela fórmula 

A 

A-W 
onde A é o número de quilogramas no peso do objeto no 
ar e W é o número de quilogramas no peso do objeto па água. 
Se o peso de um objeto no ar é de 20 quilogramas com um 
erro possível de 0,01 quilogramas e seu peso na água é de 
12 quilogramas, com um erro possível de 0,02 quilogramas, 
ache, aproximadamente, o erro máximo possível no cálculo 
de s a partir dessas medidas. Ache também o erro máximo 
relativo possível. 

40. Uma caixa de madeira é feita de tábuas que têm 2 cm de es- 
pessura. O comprimento interno é de 0,6 m, a largura inter- 
na é de 0,3 m, a profundidade interna é de 0,4 m e a caixa 
não tem tampa. Use a diferencial total para encontrar a quan- 
tidade aproximada de madeira a ser usada na caixa. 

41. Uma companhia foi contratada para fabricar 10.000 caixotes 
de madeira, fechados, tendo dimensões de 3 m, 4 m e 5 m. 
O custo da madeira a ser usada é de $ 3 por metro quadrado. 
Se a máquina usada para cortar os pedaços de madeira tiver 
um erro possível de 0,5 cm em cada dimensão, ache, aproxi- 
madamente, usando a diferencial total, o erro máximo possí- 
vel no custo estimado da madeira. 

Nos Exercícios de 42 a 45, mostramos que uma função pode ser 

diferenciável em um ponto, mesmo que não seja continuamente 

diferenciável nele. Assim, as condições do Teorema 16.5.4 são su- 
ficientes, mas não necessárias, para a diferenciabilidade. A fun- 
ção f nesses exercícios é definida por 


s 


(x? + y?)sen se (x, у) » (0, 0) 


1 
0 se (x, y) = (0, 0) 


42. Ache A/(0, 0). 

43. Ache D,f(x, y) e D,f(x, y). 

44. Prove que f é diferenciável em (0, 0), usando a Definigáo 16.5.2 
e os resultados dos Exercícios 42 e 43. 

45. Prove que D,f e D,f não são contínuas em (0, 0). 


Дх, у) = 
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16.6 А REGRA DA CADEIA 


16.6.1 TEOREMA 
A Regra da Cadeia 


lim —=— 
Ar=0 Ar Ox Ar>0 Ar 


Cálculo Diferencial de Funções de Mais de Uma Variável 


Lembre-se de que com a notação de Leibniz, a regra da cadeia para uma função 


e VEMM . - а 

de uma única variável ё a seguinte: se y for uma funcáo de u e p 
- du . . А - dy 

uma função de x e “de existir, então y será uma função de x e "dx 


existir, e u for 


existe, sendo 
dada por 
dy dy du 


dx du dx 


Vamos considerar a regra da cadeia para uma função de duas variáveis, onde 
cada uma delas também é função de duas variáveis. 


Se u for uma função diferenciável de x e y, definida por u = f(x, y), onde 
àx y | 


=F , , = © kd , 
х (Sy (se ds дг ds 


todas existirem, entáo u será 


uma função derese 


e - 0) + GC) 
a = OG) + GE) 


Prova Vamos provar a regra da cadeia para 


du 


ar” A demonstração de 3u 4 aná- 


ds 
loga. 

Se s for mantido fixo e r variar por uma quantidade Ar, entáo x variará por 
uma quantidade Ax e y variará por uma quantidade Ay. Assim, 


Ax = F(r + Ar, 5) — F(r, s) (1) 


Ay = G(r + Ar, s) — G(r, s) | (2) 
Como / é diferenciável, 

Af (x, y) = Dif(x, y) Ax + Рр, Д, y) Ay + €, Ax + €, Ay (3) 
onde e, e e, tendem a zero quando (Ax, Ay) aproxima-se de (0, 0). Além disso, 
vamos exigir que e, = Oe e, = 0 quando (Ax, Лу) = (0, 0). Faremos essa exi- 
gência de tal forma que e, e e,, sendo funções de Ax e Ay, serão contínuas em 
(Ax, Ay) = (0, 0). 

д ди 


Se em (3) substituirmos АД(х, y) por Au, D,f(x, y) por E e D, f(x, y) por E e 


dividirmos ambos os membros por Ar(Ar z 0), obteremos 


Au Ou Ax 
Ar Ox Ar 


Qu Ay Ax Ay 
Qy Ar 
Tomando o limite de ambos os membros quando Ar tende a zero, obtemos 


^ A 
ди Ou jo 25 Ou рт Za (im. a) lim T (Jim «) lim 2 (4) 


ду amo Ағ А-0 Aro Ағ Ar>0 А-0 Ar 
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Como u é uma função de x e y e ambas são funções de r e de s, u será uma 
função de re de s. Como s é mantido fixo enquanto г varia por uma quantidade 
Ar. 


. Au . u(r + Ar, s) — u(r, s) 
lim — = lim ————— — —— — 


ло АР ar-0 Ar 
ди 
=— 5 
or (5) 
Também 
. Ах Ox . Ау ду 
lim —=-—— е lim — = — 6 
Am Ar Or A Ar Or (6) 
dx ду . a А EN А 
Como —— e existem, Fe G são, cada uma, contínuas em relação à variá- 


дг дг 
vel r. (Nota: A existência de derivadas parciais não implica continuidade em 
relação a todas as variáveis simultaneamente, como vimos na secção anterior, 
mas, da mesma forma que com funções de uma única variável, ela implica a 
continuidade da função em relação a cada variável separadamente.) Assim, 
de (1), 


lim Ax = lim [F(r + Ar, s) — F(r, s)] 


Ar>0 Ar>0 
= F(r, s) — F(r,s) 
=0 
e de (2), 
lim Ay = lim [G(r + Ar, s) — G(r, s)] 
Ar>0 Ar>0 
= G(r, s) — G(r, s) 
=0 


Assim, quando Ar tende a zero, ambos Ax e Ay tendem a zero. E como ambos 
є, € є, tendem a zero quando (Ax, Ay) tende a (0, 0), podemos concluir que 


lim e,2-0 e  lime,=0 (7) 
Ar>0 Ar>0 


Ainda é possível que para certos valores de Ar, Ax = 0 e Ay = 0. Como exigi- 
mos em tal caso que e, = Oe e, = 0, os limites em (7) ainda são zero. Substi- 
tuindo (5), (6) e (7) em (4), obtemos 


*- (6-6) 


como queríamos demonstrar. E 


EXEMPLO 1 Dada 
u = lIn yx? + y? х=тё  y-re?^ 


encontre gu. e du 
дг ds ` 
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Solucáo 
ou x Qu y Ox о, 
Rer ata D ER = =g 
ôx х? +у? ду х? + у? ôr 
Ox 3 ду, ду -s 
a ue oce z7" 
Da regra da cadeia obtemos 
ди х E y = ди Р НЕ 
ау у) AA 
_ xe ye? _ (xe — ye” 
E. =- xy 


: 7 ди ди ди ди Е 

Conforme mencionado antes, os símbolos ——, ——, ——, —— etc., não devem 

dr” ðs’ Ox' ду 
ser considerados como frações. Os símbolos du, dx etc., não têm significado so- 
zinhos. Para funções de uma variável, a regra da cadeia é facilmente lembrada, 
se considerarmos uma derivada ordinária como o quociente de duas diferenciais; 
porém, não há nenhuma interpretação similar para derivadas parciais. 

Outra dificuldade da notação surge quando consideramos и como uma fun- 
ção de x e y e então, como uma função der es. Seu = f(x, у), x = F(r, s) 
ey = G(r, 5), então u = f(F(r, s), G(r, 5)). (É incorreto escrever и = f(r, s) 
para denotar a função composta.) 


>» ILUSTRAÇÃO 1 No Exemplo 1, 


и = f(x, y) x = Fr, s) y = G(r, s) 
= In Se + у? = ге? =re"* 
Assim, 
u = f(E(r, s), G(r, 5)) 
= In Ме? + re” 
Observe que 
f(r, s) = In Y? + s? 


Assim, f(r, 5) x u. « 


Se expressarmos f(F(r, s), G(r, 5)) = h(r, 5), então as equações do Teorema 
16.6.1 podem ser escritas respectivamente como 


h,(r, s) = fix, У)Е (ғ, 5) + fix, УС (Gr. s) 
hx(r, s) = fix, y)F ar, s) t fax, y)Gaír, 5) 


No enunciado do Teorema 16.6.1, as variáveis independentes sáo r e s, enquanto 
que u é a variável dependente. As variáveis x e y podem ser chamadas de variá- 
veis intermediárias. Vamos estender a regra da cadeia a n variáveis intermediá- 
rias e m variáveis independentes. 


16.6.2 TEOREMA 
A Regra da Cadeia Generalizada 
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Suponha que и seja uma função diferenciável de n variáveis X,, X», ..., x, e cada 
uma dessas variáveis por sua vez seja uma função de т variáveis y,, У, ..., Ym 
; Р 2. OX; >. 
Suponha ainda que cada uma das derivadas parciais ду, = 1,2, ..., A; 
j 
j = 1, 2, ..., m) exista. Então, и é uma função de yi, Y», ..., Yms € 


du 2и (ax) SHA) (A) 
— = (— =) + (— +... + 

ду p fs ду, дх, ду, дх, ду; 
ди ди Ax (2) C99) (22) 
— [LJ — |) +... + 

ду, e X ду, * 0x, / N ду, 0x, / \ Oy; 


du 4 du ax) e X 3) (> X 3) 
— = (SD )( — (2) +... + 
Oy, em X ду И дх, ду, x, дуһ 


A demonstracáo ё ита extensáo da prova do Teorema 16.6.1. 
Observe que na regra da cadeia generalizada há tantos termos no segundo 
membro de cada cquação quantos forem as variáveis intermediárias. 


EXEMPLO 2 Dada 
u = xy + xz + yz x=r y=rcost 2 = ғѕепі 
ди ди 
ache ar E at 
Solucáo Da regra da cadeia, 


ди _ (ди\үдх\  үди\(ду\  (ди\үд: 

ór NOx JV ðr ду} \ ör 0z \\дг 

(у + DOM + (x + 2)(соѕ D + (x + y) (sen 8) 
Y+2+xc0osÍf + zcosi + xsení + y sentí 

rcost + rsent + rcost + (rsen ticos t) + rsent + (rcos t)(sen t) 


2r (cos t + sent) + r(2 sen t cos t) 
2r (cos t + sen f) + r sen 2t 


:-@@-@@-@® 


(у + MOD) + (x + 2)(- г sen 0) + (x + yXr cos £) 
(г + rsen D(—r sen f) + (r + r cos Br cos t) 
-r sent —r? sen? + P cost + rP cos? Г 

r(cos t — sen f) + r(cos? t — sen? t) 

= Pcos f — sen f) + т cos 2t 


Suponha agora que u seja uma funcáo diferencial de duas variáveis x e y, 
ambas funções diferenciáveis de uma única variável t; e assim, em vez da deri- 
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vada parcial de и em relação a / temos a derivada ordinária de и em relação 
a t, que é dada por 


E i 


Chamamos 2, dada por (8), de derivada total de и em relação a /. 


Se и for uma função diferenciável das n variáveis x,, Xz, ..., x, e cada um dos 
х, for uma função diferenciável de uma única variável t, então и será uma fun- 
ção de Г e a derivada total de и em relação a f será dada por 


E EE) + (Е) 


EXEMPLO 3 Dada 


и = № + 2ху + у? x = tcost у = tsent 


асһе Фи por dois métodos: (a) Usando a regra da cadeia; (b) expressando u . 


em termos de f antes da diferenciação. 


Solucáo 


(a) Calculamos as derivadas: 


д д 

A 2x + 2y Е + 2y 

Óx ду 

dx dy 

— = cost — tsent -——=sent+tcost 
dt dt 


Assim, de (8), 


m = (2x + 2у)(соѕ f — t sen f) + (2х + 2у)(ѕеп t + t cos f) 

= 2(x + y) (cos t — t sen f + sent + ź cos t) 

2(f cos t + t sen ficos t — t sen f + sent + tcos f) 

= 2f(cos? t — t sen f cos £ + sen f cos t + t cos? t + sen / cos f£ — 
— (sei t + sen? t + tsen f cos t) 

= 2[[1 + 2 sen t cos £ + t(cos? t — sen? 0)] 

= 21(1 + sen 2t + t cos 21) 


b) и = (t cos t} + 2(t cos Xt sen £) + (t sen t, 
= (?cos? t + t(2sentcost) + t? sen? t 
= 12 + t? sen 2t 
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EXEMPLO 4 Se f for uma função diferenciável e a e b forem constantes, prove 
que z = f(ibx? — Lay?) satisfaz a equação parcial 


Pro 
Ya + ду 
Solucáo Seja и = +bx? — + ay. Queremos mostrar que z(u) satisfaz a 


equacáo dada. Pela regra da cadeia, 


Oz  (dzW(0u д; _ 2) ди 
ala) m7 ae) 
= f(u)(bx) = /'(и)(— ау?) 
Logo, 
2 д2 0 m , 2 
ау? z— + bx — = ay'[ f (u)(bx)] + bx[ f(u)(— ay?)] 


2 
д д 
х Y_0 


como queríamos provar. 


EXEMPLO 5 Use a lei do gás ideal (veja o Exemplo 5, Secgáo 16.4) com 
k = 10 para encontrar a taxa segundo a qual a temperatura está variando no 
instante em que o volume do gás é 120 m? e o gás está sob uma pressáo de 
8 N/m? se o volume está aumentando a uma taxa de 2 m?/s e a pressáo está 
decrescendo a uma taxa de 0,1 N/m? por segundo. 


Solucáo Seja f s o tempo decorrido desde que o volume do gás comecou 
a crescer, Т graus a temperatura, P N/m? a pressão e V m? o volume do gás 
medidos no instante t s. Da lei dos gases ideais, 


r= РИ 01 PV 


10 
No instante dado, P = 8, V = 120, аР. = – 0,1 e = 2. Da regra da ca- 
deia, 
dT дТар 4 2T 4V 
dt дра OV dt 
y, dP dV 
= y — 0,1P —— 
ОЛИ аг + dt 
= (),1(120)(— 0,1) + 0,1(8)(2) 


= 0,4 


Logo, а temperatura está aumentando a uma taxa de 0,4? por segundo, no ins- 
tante dado. 
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EXERCÍCIOS 16.6 


Nos Exercícios de 1 a 6, ache a derivada parcial indicada por dois 
métodos: (a) usando a regra da cadeia; (b) fazendo as substitui- 
ções de x e y antes da diferenciação. 


l. u = x? — y? x= 3r — s; y =r + 25; Ви; e 
дг” Os 
2. и = 3x — 4у?; x = 5pq; y = Зр? — 24; z, z 
ди ди 
3. и = 3х? + ху – 2y? + 3x — у;х = 2r — 3 y =r + 5; or às 
usas dry Чаш É 
ôr ôt 
5. u.— e x = 2r cos 1; у = 4r sen t; za gu 
Or” Ot 
ди ди 
6. V = лх?у; х = cos zsent; у = z?e 3x 


Nos Exercícios de 7 a 14, ache a derivada parcial indicada, usan- 
do a regra da cadeia. 


Qu Qu 
ETE TOES DERE ENS, pa lar 
7. u= х? + ху; х= ғ? + 82; у = Зе 25 57º 2s 
8. и = + = ү? — 52; (r — sy? йч 
. U = ху + х2 + yz; xX = rS; y z= 255 às 
u Qu 
9. u —sen (3х + y); x = г?е*; y = sen rs; —; — 
Or” Os 
ди ди 
„и= tx m. = Per”; 
10 u =sen(xy); x ze", y on à 
du ди 
.u- hã; =3 6 
11. и = cos x r?s; y = 65е"; ЕРДЕН 
ди Ou O 
12. и = хе»; x = tg (rst); y = In(3rs + 5st); x x E 
13. u = x? + y? + 22; х = rsenó cos 6; у = rsen ф sen 6; 
E du Ou ди 
2 = r cos ER эф? 30 
r ди Qu 
14. и = x?yz; = -; у = үе z= Ss —; 
и = xyz; x yes re^ $5 


Nos Exercícios de 15 a 18, ache a derivada total и. por dois 


métodos: (a) usando a regra da cadeia; (b) fazendo as substitui- 
ções de x, y e z antes da diferenciação. 


15. и = ye* + xe; x = cost; y = sent 
16. и = Іа ху + у; х= е у= е"! 


17. и = Vx? + y! + 22; х = 1р f; у = costz ssent;O «t «in 


i t 
18. ше =. 
ye 


x=3sent;y=lInt 
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Nos Exercicios de 19 a 22, ache a derivada total e usando a re- 


gra da cadeia; não expresse u como função de t antes da diferen- 
ciação. 


19. u Ө; х= 1065 у= е 
х 


20. u = ху + х2 + yz; x=tcost;y=tsent;z=t 


x+t 
21. u= ;x=Intiy= 
y+t 


1 
In - 
t 
22. u = ln(x? + y? + 12) x = tsent; y = cost 


Nos Exercicios de 23 a 26, suponha que a equacáo dada defina 
z como uma função de x e y. Derive implicitamen- 
te para encontrar ia e e 

dx ду 
23. 3x? + y? + z? — 3xy + 4х2 – 15 = 0 
24. z = (x? + y?) sen х2 25. уе*?® cos 3xz = 5 
26. ze” + 2xe*? — 4e? = 3 


27. Se f for uma função diferenciável da variável и, seja 
и = bx — aye prove que = f(bx — ay) satisfaz a equação 
(2) + (е 

дх ду 

28. Se f for uma funcáo diferenciável de duas variáveis u e v, 
seja u = X — y ev = y — x; prove que 
z = f(x — y, y - x) satisfaz a equação de + de = 0. 

дх ду 

29. Num dado instante, o comprimento de um cateto de um trián- 
gulo retángulo é 10 cm e ele está crescendo a uma taxa de 
1 cm/min e o comprimento do outro cateto é 12 cm o qual 
está decrescendo a uma taxa de 2 cm/min. Ache a taxa de 
variacáo da medida do ángulo agudo oposto ao lado de 
12 cm de comprimento, num dado instante. 

30. A altura de um cone circular reto está aumentando a uma 
taxa de 40 cm/min e o raio decrescendo a uma taxa de 
15 cm/min. Ache a taxa de variação do volume no instante 
em que a altura é 200 cm e o raio é 60 cm. 

31. A altura de um cilindro circular reto está decrescendo a uma 
taxa de 10 cm/min e o raio crescendo a uma taxa de 
4 cm/min. Ache a taxa de variacáo do volume no instante 
em que a altura é 50 cm e o raio é 16 cm. 

32. Água está fluindo para dentro de um tanque com a forma 
de um cilindro circular reto, a uma taxa de +л m3/min. О 
tanque está aumentando de tal forma que se mantenha cilín- 
drico, com o raio crescendo a uma taxa de 0,2 cm/min. Quáo 
rápido está se elevando a superfície da água quando o raio 
for 2 m e o volume de água no tanque for 207 m?? 

33. Uma quantidade de gás obedece à lei dos gases ideais (veja 
o Exemplo 5, Seccáo 16.4) com k = 1,2, e o gás encontra-se 
em um recipiente que está sendo aquecido a uma taxa de 3? 
por segundo. Se em um dado instante quando a temperatura 


= 0, onde a e b sáo constantes. 


34. 
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é 300%, a pressáo é 6 N/m? e descreve a uma taxa de 
0,1 N/m? por segundo, ache a taxa de variacáo do volume 
naquele instante. 


Uma parede vertical faz um ángulo de medida 2л сот о 
solo. Urna escada de 6 m está encostada na parede e sua ponta 
escorrega pela parede a uma taxa de 1 m/s. Quào rápido es- 
tá variando a área do triángulo formado pela escada, a pa- 
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37. Se u = f(x, y) e v = g(x, y), entào as equacóes 


ди _ 8v , ду _ _ ди 


дх ду дх ду 


são chamadas de equações de Cauchy-Riemann. Mostre 
que as equações de Cauchy-Riemann estão satisfeitas se 


и = In? + y) ev = tg! T. 


rede e o cháo quando a escada faz com o cháo um ángulo 


38. Suponha que f e g sejam diferenciáveis de x e y, e u = f(x, y) 
de л rad? 


ev = g(x, y). Mostre que as equações de Cauchy-Riemann 
(veja o Exercício 37) estão satisfeitas e se x = r cos O e 
. Suponha que f seja uma função diferenciável de x e y e y = r sen 0, então 


и = f(x, y). Entáo, sex = cosh v cos we у = senh v sen w, 
^ du ди _ 1 ðv ду _ 1 du 


геѕѕе а е QUE, em termos de Du: eS + 30 
AP àv aw ax * ay: dr 


r à0 ar Tr 80 


39. Se f for uma funcáo diferenciável de x e y e u = f(x, y), 


. Suponha que f seja uma função diferenciável de x, ye z e х = гсоѕ беу = г sen 0, mostre que 


и = f(x, y, 2). Então, sex = rsen ф cos 0, y = rsen ф sen Ө 


du du ди ди _ ди cg _ ди seno 
eZ = г COS q, expresse ET ES e 790. em termos de ôx дг 80 r 
ди du „ди ди _ ди ng - SU cos 0 
dx" dy | Oz ду дг д0 г 


16.7 DERIVADAS PARCIAIS 
DE ORDEM SUPERIOR 


Se f for uma função de duas variáveis, então em geral D,f e D,f também se- 
rão funções de duas variáveis. E se as derivadas parciais dessas funções existi- 
rem, elas serão chamadas de derivadas parciais segundas de f.* Em contraste, 
D,fe D,f são chamadas de derivadas parciais primeiras de f. Existem quatro 
derivadas parciais segundas de uma função de duas variáveis. Se f for uma fun- 
cáo de duas variáveis x e y, as notações 


ү д? 
Dbi Dar Ja Шш: 


дудх 


todas denotaráo a derivada segunda de f, obtida com o cálculo da derivada par- 
cial primeira de f em relação a x e então derivando parcialmente o resultado 
em relacáo a y. Essa derivada parcial segunda é definida por 


107» Ay) — f(x, 
fix. y)= fim 26 y+ К fix, y) 


(D 


se esse limite existir. As notações 


o 


D(D,1) axi 


Dil fa fa 


todas denotam a derivada parcial segunda de f, obtida ao derivarmos parcial- 
mente duas vezes em relação a x. Temos a definição 


i E Ax, y) — Л(х, 
fux y = lim MEL zn Fix y) 


Q) 


* М. do R.: Também chamadas de derivadas de segunda ordem, assim сото D, f e D,f são tam- 
bém charnadas de derivadas de primeira ordem. 
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se esse limite existir. As duas outras derivadas parciais segundas sáo definidas 
de forma análoga. 


fx + Ax, y) — h(x, y) 


а Run Ax (3) 
foi, y) = lim оо E 
Ay>0 y 


se esses limites existirem. 
As definições de derivadas parciais de ordem superior são similares. Nova- 
mente, existem várias notações para uma derivada específica. Por exemplo, 


e ef 
Dii;f Fiz Jis» dy 0x Ox дудх? 


todas representam a derivada parcial terceira de f, obtida ao derivarmos par- 
cialmente duas vezes em relação a x e então, uma vez em relação a y. Na nota- 
ção com subíndice, a ordem da diferenciação parcial é da esquerda para a direita, 


3 
enquanto que na notação ET a ordem é da direita para a esquerda. 


EXEMPLO 1 Dada 
f(x, y) = e* sen y + In xy 
д3] 
Ache: (а) Di, f(x, у); (b) D; f(x, у); (c) oy" 
Solução 


1 
D ,y)=e* + — 
1 ГО, y) = e* sen y Зу (у) 
1 
=eseny+-— 
X 
1 
(a) Di f(x, y-esmny--5 (b) D,;f(x, y) = e* cos у 
3 
(c) Para encontrar dun derivamos parcialmente duas vezes em relação a y e 


uma vez em relacáo a x. Temos, assim 


QE. „ of " 1 oy 
== e 53 = e кыз Hoy 


= —e sen 
ду d 


Derivadas parciais de ordem superior de uma função de л variáveis têm defi- 
nições que são análogas às definições de derivadas parciais de ordem superior 
de uma função de duas variáveis. Se f for uma função de л variáveis, poderão 
existir n? derivadas parciais segundas de fem um determinado ponto. Isto é, 
para uma função de três variáveis, se todas as derivadas parciais de segunda 
ordem existirem, haverá nove delas: fi, fiz fi. Jas Lar Р, Far fi € Sy. 


EXEMPLO 2 Ache Dj4f(x, y, z) se 
Дх, y, 2) = sen(xy + 22) 
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Solução 
D, f(x, y, 2) = y cos(xy + 22) 
Disf(x, y, 2) = —2ysen(xy + 22) 
Disaflx, y, 2) = —2 sen(xy + 22) — 2xy cos(xy + 22) 


EXEMPLO 3 Dada 
FO, y) = ду — y cosh ху 
Ache: (a) f(x, у); (b) f, Go. y). 
Solução 
(a) fx y) = 3x?y — y? senh xy 
fox, y) = 3x? — 2y senh xy — xy? cosh xy 
(b) f(x, y) = x? — cosh xy — xy senh xy 


Дх, у) = 3x? — y senh xy — y senh xy — xy? cosh xy 
= 3x? — 2y senh xy — xy? cosh xy 


Observe, dos resultados anteriores, que para as fungóes do Exemplo 3 as de- 
rivadas parciais mistas fo (x, y) e f, (x, y), são iguais. Assim, para essa função 
específica, quando é efetuado o cálculo da derivada parcial segunda em relacáo 
axe y, a ordem da derivação é irrelevante. Essa condição é válida para muitas 
funções. Mas, pelo exemplo a seguir, veremos que ela não é sempre verdadeira. 


EXEMPLO 4 Ache /,(0, 0) e 5,00, 0) se 


Te odis i se (x, у) (0, 0) 
Јоу) =} xy а 


0 ѕе (х, у) = (0, 0) 
Solucáo No Exemplo 3, Secção 16.4, mostramos que para essa função 
ЛО, y)=—y рага todo y (5) 
e 
flx,0)=x para todo x (6) 


Da fórmula (1) 
100,0 + Ay) — f,(0, 0) 


$110, 0) = lim 


Ay>0 Ay 
Mas de (5), /i(0, Ay) = —Ay e f(0, 0) = 0, assim 
. —Ay—O 
0, 0) = lim ———— 
f, (0, 0) oo UN 


lim (— 1) 


Ay>0 


—1 
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16.7.1 TEOREMA 


LN 


FIGURA 1 
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De (3), 
f,,(0,0) = lim LASO — 2600,0) 
4х-0 Ах 
De (6), Љ(Ах, 0) = Ax e A(0, 0) = 0. Logo, 


. Ax—0 
f21(0, 0) = im. Ax 


= lim 1 
Ax0 


1 


Para a função do Exemplo 4, as derivadas parciais mistas f(x, y) e f(x, y) 
não são iguais em (0, 0). Um conjunto de condições para que fi2(Xo, Yo) e (Xs, Yo) 
sejam iguais é dado no Teorema 16.7.1, a seguir. A função do Exemplo 4 não 
satisfaz as hipóteses desse teorema, pois ambas, f,, e f,,, são descontínuas em 
(0, 0). Será deixado como exercício provar isso (veja o Exercício 24). 


` Suponha que f seja uma funcáo de duas variáveis x e y, definida num disco 


aberto B((Xo, Yo); r) € fo Jys Љу € f,, também sejam definidas em В. Além dis-. 
so, suponha que fy e fx sejam contínuas em B. Então, 


fos Yo) = Jy to; Yo) 


Prova Considere um quadrado tendo seu centro em (ху, Yo), sendo o compri- 
mento de seu lado igual a 2| A|, tal que 0 < 2|h| < r. Então, todos os pontos 
no interior do quadrado e sobre os lados do quadrado estão no disco aberto 
B (veja a Figura 1). Assim, os pontos (Xy + А, Yo + A), (Xo + А, yg € (хо, Yo + A) 
estão em B. Seja A definido por 


А = f(xo + h, Yo + h) — f(xo + h, yo) — f(xo. Yo + h) + (хо, yo) (7) 

Considere a função G definida por. 

G(x) = f(x, yo + h) — f(x, yo) (8) 
Então, 


G(x + h) = f(x + h, Yo + h) — f(x + h, yo) 


Assim, (7) pode ser escrita como 


A = G(xo + h) — G(xo) (9) 
De (8), 
G'(x) = fax, Yo + h) m SAX, Yo) f (10) 


Agora, como f(x, Yo + А) e f(x, yo) estão definidas em B, G' (x) existe se 
x estiver no intervalo fechado com extremidades em x, e x; + й. Logo, С é 
contínua se x estiver nesse intervalo fechado. Pelo teorema do valor médio 
(4.3.2), existe um número c, entre x; € x, + A, tal que 


G(xo + h) — G(xo) = hG'(ci) 
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Substituindo essa relacáo em (9) obtemos 


A = hG'(c,) 
Dessa igualdade e substituindo x por c, em (10), temos 

A = В fdc; yo + h) — fici yo)] (11) 
Agora, se g for a função definida por 

90) = Рс, y) (12) 
podemos escrever (11) como 

А = h[g(yo + h) — g(yo)] (13) 
De (12), 

90) = feci. y) (14) 


Como fc, y) está definida em B, g' (y) existe se y estiver no intervalo fe- 
chado com pontos extremos em y, e Yo + A; logo, g é contínua se y estiver nes- 
se intervalo fechado. Logo, pelo teorema do valor médio, existe um nümero 
d, entre yy e yg + A, tal que 


g(yo + h) — g(yo) = hg'(di) 
Substituindo essa igualdade em (13) obtemos А = h?g '(d,); assim, de (14) se- 
gue que 


А = ир, (су, di) (15) 
para algum ponto (су, d,) no disco aberto B. Definimos uma função ф por 
фу) = f(xo + h, y) — fixo, y) (16) 


e assim ф(у + А) = f(x + h, y + h) — f(X» y + h), Logo, (7) pode ser es- 
crita como 


А = ф(у + h) — Ф(уо) (17) 
De (16), 
$ (y) = (хо + h, y) — хо, y) (18) 


Como, por hipótese, cada termo no segundo membro de (18) existe em B, 
$' existe se y estiver no intervalo fechado, tendo y, e Yo + h como pontos ex- 
tremos. Logo, & é contínua nesse intervalo fechado. Assim, pelo teorema do 
valor médio, existe um número d, entre yy e yo + h, tal que 


ф(у + h) — é(yo) = hó'(d;) 
Dessa igualdade, de (17) e (18), segue que 


А = (хо + h, do) — fixo, @,)] (19) 
Definimos a função x por 
хх) = lx, do) (20) 


e escrevemos (19) como 
A = h[x(xo + h) — x(xo)] (21) 
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De (20), 
X(x) = fy. ox, do) 22) 
e pelo teorema do valor médio, existe um número c, entre x, e x, + h, tal que 
Хе + h) — x(xo) = hy (cz) 
Dessa igualdade, de (21) e (22), 
A = һ?],(с›, do) 
Com essa expressáo para A, e (15) obtemos 
А27. (cs, dy) = hfye, do) 
e como й з 0, podemos dividir por /2, resultando 
feti, di) = fiia, do) Q3) 


onde (с, di) e (с, d,) estão em B. 

Como c, e c; estão entre x, e x, + h, podemos escrever c, = x, + єй, onde 
0<e< lec, = x + eh, onde 0 < e < 1. Analogamente, como ambos, 
d, e d,, estáo entre y, e у, + А, podemos escrever d, = yy + eh, onde 
0 < & < led, = y + є, onde 0 < e, < 1. Fazendo essas substituições 
em (23), obtemos 


Li [xo + eh, yo + €3h) = fy (Xo + €2h, Yo + esh) 


Como f,, e f,, são contínuas em B, tomando o limite de ambos os membros 
dessa equação quando Л tende a zero,teremos 


Ji o» Yo) = (хо, Yo) , E 


EXEMPLO 5 Suponha и = f(x, у), x = F(r, s) e y = G(r, s) e admita que 
Jo = fy. Prove, usando a regra da cadeia, que 


e 
э = Sad TEA SI + 2% DEA, IG A, з) + fex, MIGO, S] 
+ fx, yF.r, s) + JX у)б„(т, s) 
Solução ` Da regra da cadeia, 


д 
> = feo Fr, s) + f(x, у)С, е, s) 


Tomando novamente a derivada parcial em relação a r, usando a fórmula paraa 
a derivada de um produto e a regra da cadeia, obtemos 


e 
эз = Lado Fus з) + falo, DG, SEA, 5) + Los Fur 9) 


+ [50 УЕ, 5) + fos. y)G,(r, sJ]G,(r, 5) + р, y)G, mr, s) 


Multiplicando, combinando os termos e usando o fato de que AX, Y) e Ly AX, Y) 
sáo iguais, obtemos 


д? 
apr = feo WF, rs SP + 270, DEL, IG, 5) + fus DEGC, s] 


+ fio, YE lr, s) + 560, y)G,r(r, s) 
como queríamos provar. 


Exercícios —16.7 
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Como resultado do Teorema 16.7.1, se a funcáo f de duas variáveis tiver de- 
rivadas parciais contínuas em algum disco aberto, entáo a ordem das deriva- 
ções parciais poderá ser mudada sem afetar o resultado; isto é, 


Dif = рў = 
= Dif = р, = Dora f = Dai S 


Di122f = Dizni2f 


Djif 


e assim por diante. Em particular, supondo que todas as derivadas parciais se- 
jam contínuas em algum disco aberto, podemos provar que Daaf = Dif, apli- 
cando o Teorema 16.7.1 repetidamente. Fazendo isso, temos 


р. = D((Dj f) Di(Di;f)— D [D:D f)] = D;[Di(D, f)] 
mE DD; f) = Dii;f 


EXERCÍCIOS 16.7 


Nos Exercícios de 1 a 10 (a) ache D, f(x, y); (b) ache Рўх, y); 


(c) mostre que Рх, у) = Рўх, у). 
2 
Lf )-—-2 
y x 


2. f(x, y) = 2x? — 3x2y + xy? 


3. f(x, y) = e?" sen у 4. f(x, у) = e + In? 


5. fes у) = (+ y) ts 
3 
6. f(x, y) = sena 


7. f(x, y) = 4x senh y + 3y cosh x 
8. f(x, y) 2 x cos y — ye* 

9. f(x, y) = ех cosy + tg ! х Іп у 
10. f(x, у) = 3x cosh y — y sen”! e* 


Nos Exercícios de 11 a 18, ache as derivadas parciais indicadas 


11. f(x, y) = 2х3у + 5x?y? — 3ху?, (a) fiz% у); (b) fo1166 y) 
12. G(x, у) = 330 y? + 5x?y? + 2x; (а) Gy, 6 y); (b) Gy Go y) 

13. f(x, y, 2) = уе" + ze? + e7; (a) f(x, y, 2); (b) Lx, y, 2) 

14. g(x, у, z) =sen(xy2); (a) 92з(х, y, 2); (b) 9, 2(x, y, 2) 

15. f(w, 2) = w? cos еб; (a) f, 2,(w, 2); (b) f2,2(w, 2) 

16. fía, v) = ln cos(u = р); (а) futt, 0); (b) Ли v) 

17. g(r, s, t) = In(r? + 4s? — 51?), (а) g, 3a[r, 5, t; (b) g22(0, 5, t) 
18. fla, У, 2) == tg"! (3xyz); (a) fuse y. zy (b) HERES y, 2) 


Nos Exercícios de 19 a 22, mostre que u(x, y) satisfaz a equação 


A s = 0 conhecida como equação de Laplace em 

R?. 

19. u(x, y) = In(x? + y?) 

20. u(x, у) = e* sen y + е? cos x eu 
2a» x 

21. u(x, y) = tg Uu REX ðr д5 


2 
22. u(x, y) = tg! 2 
x —y 


23. A equação de Laplace em R? é 
д?и 


" д?и К ди _ 
dx? oy! da 


Mostre que u(x, y, 2) = (х2 + y + 22) 1? satisfaz essa 
equação para (x, у, z) = (0, 0, 0). 

24. Para a função do Exemplo 4, mostre que fı, é descontinua 
em (0, 0) e entáo as hipóteses do Teorema 16.7.1 nào estáo 
satisfeitas se (хо, Yo) = (0, 0). 


Nos Exercícios de 25 a 27, ache }, (0, 0) e f;,(0, 0), se existirem. 


2xy 
i yelgqy 505709 
0 se (x, y) = (0, 0) 
2,2 
дБ реу у ТӨЗ 
0 se (x, у) = (0, 0) 
y x 
x't«g'!--ytg'!-— sex s 0ey zo 
27. f(x, y) = =y 


0 0 


28. Dado que u = f(x, y), x = F(t),e y = G(t) e supondo que 
Jo = fy» prove, usando a regra da cadeia, que 


se x 0 ou y 


d? 
= = fee INFOS + 27,05, FOCO + 7, [GT 
+ fx, y)F"(t) + Sl, y)G"(t) 


29. Dado que u = f(x, у), x = F(r, 5), y = G(r, 5) e supondo 
que fey = f,, prove, usando a regra da cadeia, que 


Lx, УРАР, SF dr, 5) + fi Gc, YE dr, Gr, s) + Fr, з), s)] 
+ 30, Gr, SGL, s) + f(x, YE Sl, s) + fix, y)Gs(r, s) 
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30. Dada и = е cos x, x = 2t, y = Ё, ache 


du 
а 
guintes maneiras: (a) expressando primeiro u em termos de 
t; (b) usando a fórmula do Exercício 28; (c) usando a regra 
da cadeia. 


das se- 


du 
ar 
de trés formas: (a) expressando u em termos de r e de s; (b) 
usando a fórmula do Exemplo 5; (c) usando a regra da cadeia. 


. Dada и = 3xy — 42, x = 25е, у = re ^, ache 


, a? 
. Para u, x e y dadas no Exercício 31, ache сеа de trés 


formas: (a) expressando primeiro и em termos de re de 5; 
(b) usando a fórmula do Exercício 29; (c) usando a regra da 

cadeia. 

Dada и = 9x? + 4y?, x = r cos0, y = r senÓ, ache 
д?и 
дг? 


de trés formas: (a) expressando primeiro u em termos 


de r e 0, (b) usando a fórmula do Exemplo 5; (c) usando a 
regra da cadeia. 


8u 


. Para u, x e y dadas no Exercício 33, ache e de trés 
maneiras: (a) expressando primeiro u em termos de r e 6; (b) 
usando à fórmula do Exemplo 5; (c) usando a regra da cadeia. 
2u 

дгдӨө 
maneiras: (a) expressando primeiro и em termos de r e 0; (b) 
usando a fórmula do Exercício 29; (c) usando a regra da 
cadeia. 
Suponha que u = f(x, y)ev = g(x, y) eque fe g, bem como 
suas derivadas parciais primeira e segunda, sejam contínuas. 
Prove que se u e v satisfazem as equações de Cauchy-Riemann 
(veja o Exercício 37 nos Exercícios 16.6), também satisfazem 
a equacáo de Laplace (veja os Exercícios de 19 a 22). 


А д x 
. Para и, x e y dadas no Exercício 33, ache ——- de trés 
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37. A equação diferencial parcial, unidimensional, da condução 


do calor, é 

ди a Pu 

ді дх? 
Mostre que se f for uma função de x satisfazendo a 
equação EL + 2? f(x) = Oe g for uma função de t 
satisfazendo a equação de + Kg() = 0, então a 


dt 
função и = f(x)g (1) será solução da equação diferencial par- 
cial, onde k e À são constantes. 


. À equação diferencial parcial para uma corda vibrante é 


Pu Pu 
o? TI ag 

Mostre que se f for uma função de x satisfazendo a 

af 

dx 


satisfazendo a equacáo 


equacáo + A? f(x) = 0 e р for uma função de t 


Pg 
dt? 
u = f(x) a(t) será a solução da equação diferencial parcial, 

onde a e À são constantes. 

Prove que se fe g forem duas funções arbitrárias de 
uma variável real tendo derivadas segundas contínuas e 
и = f(x + at) + р(х — at), então и satisfaz a equação dife- 
rencial parcial da corda vibrante dada no Exercício 38. 
(Sugestão: seja v = x + ate у = x — at; então и é uma 
função de v e w que, por sua vez, são funções de x e t.) 


+ æg = 0, então 


. Prove que se / for uma função de duas variáveis e todas as 


derivadas parciais até a quarta ordem forem contínuas em 
algum disco aberto, entáo 


Di122f = Dzia f 


A demonstração do Teorema 16.5.4, que dá condições suficientes para que uma 


PARA A DIFERENCIABILIDADE função de duas variáveis seja diferenciável em um ponto, foi adiada até esta 
(Suplementar) secção. Primeiro, daremos um teorema necessário à sua demonstração; É o teo- 
rema do valor médio para uma função de uma única variável, aplicado a uma 

função de duas variáveis. | 


16.8.1 TEOREMA 


Seja f uma função de duas variáveis definida para todo x no intervalo fechado 
[a, b] e todo y no intervalo fechado [c, d]. 


(i) se D, f(x, Yo) existir para algum y, em fc, d] e para todo x em [a, 5], en- 
táo haverá um número £, no intervalo aberto (a, b), tal que 


Sb, yo) — Ha, у) = (b — ар, 76, Yo) (1) 


(ii) Se О, (х, y) existir para algum x, em [a, b] e para todo y em [c, d], en- 
táo haverá um número £, no intervalo aberto (c, d), tal que 


Лоу, d) — f(x» с) = (d — JD, fo, 62 Q) 


"e f 
EE 


fe) E Du 
A AA 


B (b, Vo, f (b, Vo )) 


(Sr уо, [Од y 9) 


FIGURA 1 . : 


Ala, yo, fla, yg) 
Bo Td ^. 
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Antes de provar esse teorema, vamos interpretá-lo geometricamente. Para a 
parte (i), consulte a Figura 1 que mostra parte da superfície z = f(x, y) aci- 
ma da região retangular no plano xy, limitada pelas retas x = a,x=b,y=c 
e y = d. O plano y = y, intercepta a superfície na curva representada pelas 
equações y = yy ez = f(x, y). A inclinação da reta que passa pelos pontos 
А (a, Yo, Ха, yo)) e B(b, Yo, ЈО, y9) € 170, уо) — Fa, yo)]/(b — a). O Teorema 
16.8.1(1) estabelece que há algum ponto (8,, Yo, f(61, Уо)) na curva entre os pon- 
tos A e B, onde a reta tangente é paralela á reta secante que passa pelos pontos 
A e B; isto é, existe algum número £, em (a, b), tal que 


b, = ; 
D, f&n yo) = [e ol — Mo vo) 


e isso está ilustrado na figura, para a qual D,f(€,, yo) < 0. 


D(xo, d, f(xg, d) 


fa, yo) - fb, yo) 
v. 


/ 


_y 


FIGURA 2 


A Figura 2 ilustra a parte (ii) do Teorema 16.8.1. O plano x = x, intercepta 
a superfície z = f(x, y) na curva representada pelas equações x = x ez = 
= f(x, y). A inclinação da reta que passa pelos pontos C(x,, c, f(xy, c) e 
Р(х, d, f(xy, d) é Lf(Xo d) — Ро, 01/64 — c) e o Teorema 16.8.1(ii) estabe- 
lece que existe algum ponto (ху, £;, f (xy, é>)) na curva entre os pontos C e D, 
onde a reta tangente é paralela à reta secante por C e D; isto é, existe algum 
nümero £, em (c, d), tal que 


PECA 
D; f(Xo, ё) = [æ E Ho c) 


Prova do Teorema 16.8.1(i) Seja g a função de uma variável x definida por 
g(x) = f(x, yo) 

Então, . 
g'(x) = Di f(x, yo) 
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Como D,/(x, Yo) existe para todo x em [a, b], segue que g'(x) existe para todo 
x em [a, b], e assim sendo g é contínua em [a, b]. Entáo, pelo teorema do valor 
médio (4.3.2) para derivadas ordinárias, existe um número é, em (a, Б), tal que 


_ 90) — gla) 
b—a 


f(b, Yo) — fía, Yo) 
b—a 


9(61) 


* Dt yo) = 


de onde obtemos 


УФ, yo) — f(a, yo) = (b — a)D, (ё, yo) 

A demonstração da parte (ii) é similar à da parte (i) e será deixada como exer- 
cício (veja o Exercício 17). E 

A equação (1) pode ser escrita na forma 


f(xo + h, yo) — f (xo; yo) = hD, /(д,, Yo) (3) 


estando é, entre x, e x, + А, onde Л é positivo ou negativo (veja o Exercício 1). 
A equação (2) pode ser escrita na forma 


f Xo. Yo + k) — f(xo. уо) = Кр, f (xo, ё) (4) 
estando é, entre y, e y + k, onde k é positivo ou negativo (veja o Exercício 2). 


EXEMPLO 1 Dada 


2xy 


fe y - 3T 


ache um é, requerido pelo Teorema 16.8.1, se x está em [2, 5] e y = 4. 


Solucáo 


6y 


D, f(x, y) = (3 + х)? 


Pelo Teorema 16.8.1(i) һа um nümero £, no intervalo aberto (2, 5), tal que 


ЈС, 4) — Ј0, 4) = (5 — 2)р, fé, 4) 


.16 ,, 24 — 
5 BFE) 
DP. no 
5 G«&y 
(34-6) = 40 . 
3-6 = +20 


Mas como 2 « 6, < 5, tomamos somente o sinal + e obtemos 


& = 210—3 
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EXEMPLO 2 Dada 


f(x, y) = 3xe” — 2ye* 
ache um £, requerido pelo Teorema 16.8.1, se y está em [0, 4] e x = 3. 


Solucáo 
Do f(x, y) = 3xe” — 2e* 

Pelo Teorema 16.8.1(ii) há um número É, no intervalo aberto (0, 4), tal que 
fG, 4) — fB, 0) = (4 — 00,0, 62) | 
(9e* — 8e?) — 9 = 4(9e* — 2e?) 

9e* — 8e? — 9 = 36e* — 8e? 
36e% = 9e* — 9 
e^ = Це — 1) 
e? x 13,40 
é, z In 13,40 
É, = 2,60 


A seguir teremos uma reformulação do Teorema 16.5.4, acompanhada de sua 
' demonstração. 


16.5.4 TEOREMA | Seja fuma função de duas variáveis x e y. Suponha que D, f e D,f existam em 


гат disco aberto B(P,; г), onde Р, é o ponto (хо, Yo). Então, se D, f e ру? fo- 
rem contínuas em P,, f será diferenciável em Po. 


Prova Escolha o ponto (x, + Ax, у, + Ay) de tal forma que ele esteja em 
B(P,; r). Então, 
Af (хо, Yo) = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(xo. Yo) 


Somando e subtraindo f(x, + Ax, yj) ao segundo membro da igualdade aci- 
ma, obtemos 


Af (xo, yo) = [ f(xo + Ax, yo + Ay) — f(xo + Ax, yo)] + [f(xo + Ax, yo) — f(xo. Yo)] (5) 


Como D,f e D,f existem em B(Po; r) e (хо + Ax, yo + Ay) está em B(P,; r) 
segue de (4) que 


f (xo + Ax, yo + Ay) — f(xo + Ax, yo) = (Ау)р, (хо + Ax, 65) (6) 
onde é, está entre yy e yo + Ay. 
De (3) 


f (xo + Ax, yo) — (хо, yo) = (Ах)р, /(&\, yo) 


onde É, está entre x) € Xy + Ax. Substituindo essa igualdade e (6) em (5), 
obtemos 


Af(xo, yo) = (Ay)D; (хо + Ах, 6) + (Ax)D, f(6 1, Yo) (7) 


968 Cálculo Diferencial de Funções de Mais de Uma Variável 


Como (x, + Ax, y + Ay) está em B(P,; г), E, está entre y, e Jo + AyeD,f 
é contínua em P,, segue que 


lim D; f(xo + Ax, Es) = Рр, (хо, yo) (8) 
(Ax,Ay) (0,0) 


e como é, está entre xy e xy + Ax e D,f é contínua em Po, 


lim D, /(д\„ yo) = D, f(xo, yo) (9) 
(Ax, Ay) ^ (0,0) 
Se 
€, = D, (ё, Yo) — D¡f(Xo, yo) (10) 
segue de (9) que 
lim €, = 0 (11) 
(Ax, Ay) ^ (0,0) 
e se 
€; = D;f(xo + Ax, É) — D; f(xo, уо) (12) 
segue de (8) 
lim €; = 0 (13) 
(Ax, Ay) -+(0,0) 


Substituindo (10) e (12) em (7) obtemos 
Af (хо, уо) = Ay[D>f(Xo, уо) + €2] + Ах[р, f(xo. уо) + є] 
<=  Af(xo, уо) = Di f(xo, yo) Ax + Do (хо, yo) Ay + €, Ax + e; Ay 


Dessa igualdade, de (11) e (13), vemos que a Definição 16.5.2 está satisfeita; 
assim f é diferenciável em (Xp, yo). m 


ш — M —— M == —_—__—_—_ _—— _—_ _—___—_ з, _ _ —_—_————_——— 
EXERCÍCIOS 16.8 


1. Mostre que a equação (1) pode ser escrita na forma (3), on- Nos Exercícios de 9 a 14, aplique o Teorema 16.8. (ii) para en- 
de £, está entre xy e xy + h. contrar um &,. 
2. Mostre que a equagáo (2) pode ser escrita na forma (4), on- 


9, A funçã io 3: = E 
de E, está entre yy e ya + К; A função do Exercício 3; y está em [-2, 2]; x = 0 


10. A função do Exercício 4; y está em [-3, -1]; x = 7 
11. A função do Exercício 5; y está em [-2, 25x24 
12. A função do Exercício 6; y está em [0, 45x22 

13. f(x, y) = e? tg x; y está em [3, 5]; x = 1л 


; 14. : - ; —-л,-л];х = + 
Nos Exercícios de 3 a 8, aplique o Teorema 16.8. I(i) para achar Jœ, y) = cos x + sen y; y está em | єл, grli x= ул 


$i Nos Exercícios 15 e 16, use o Teorema 16.5.4 para provar que 
3. f(x, у) = x? + Зху — y; x está em [1, 3]; у = 4 f é diferenciável em (0, 0). 
3,3 
4. fi, у) = х3 E y”; x está em [2, 6; у = 3 iq e ot se (x, y) # (0, 0) 
x JUS y)— 

5.70, у) == y х está em [0, 4; у = -6 0 ѕе (х, у) = (0, 0) 

2x — у x* + уќ 
6. f(x, Y) = —————;xestáem [-3, 3]; y = 5 y ; 0,0 

2у + х буу 609500 
7. f(x, Y) = cos x + y; x está em [—z, л]; y=4 0 se (x, y) = (0, 0) 


8. f(x, у) = In(x + y); x está em [0,2]; y = 1 17. Prove o Teorema 16.8.1(ii). 
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EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 16 


Nos Exercícios de 1 a 4, determine o domínio da fungáo f e faca 
um esboco, mostrando como uma regido em R? o conjunto de 
pontos no domínio. 


1. f(x, y) = yx? + 4y? — 16 


3. f(x, у) = (у — x?) 
4. f (x, y) = sen (5 — х? — y?) 


Nos Exercícios 5 e 6, determine o domínio de f e descreva a re- 
gido em R? que é o conjunto de pontos no domínio. 


5. f(x, y,2) = TH 
6. f(x, у, 2) = 


In(x? + y? + 2? — 4) 
Nos Exercícios 7 e 8, determine о domínio de f e trace um esbo- 
co do gráfico de f. 


7. f(x, y) = V36 — 4x? — 9у2 8. f(x у) = 


9. A função de produção de um certo artigo é f, onde f(x, у) = 
= 4x!^?y, e x e y dão as quantidades de dois componentes. 
Faça um esboço do mapa de contorno para f, mostrando as 
curvas em 16, 8, 4e2.- 

10. A temperatura no ponto (x, y) de uma placa plana de metal 
€ t(x, y) graus e f(x, y) = x? + 2y. Faça o esboço das iso- 
térmicas para t constante nos seguintes valores 0, 2, 4, 6e 8. 


2. f(x, y) = === 
» 36 — x? — y? 


16x? — y? 


Nos Exercícios de 11 a 24, ache as derivadas parciais indicadas. 
11. f(x, y) = 2x?y — 3xy? + 4x — 2y; (a) Р, f(x, у); (b) Do f(x, у); 
(c) D, f(x, у); (d) Dos f(x, y); (е) Р, Д(х, у); (0) D21 f(x. y). 
12. f(x, y) = (4x? — 2yY*: (a) file, у); (b) Lao, у); (©) fi 6o у); 
(d) fox, de (e) UN yx E) fail, y). 


13. f(x, y) = ; (a) f(x, у); (b) f, Gc у); (с) (х, у); 


(d) f(x, » 
14. f(r, 5) = re?'; (a) D, f(r, 5); (b) D,f(r, s); (c) D,s ftr. 5); 
(d) D,, f(r, s). 
15. g(s, t) =sen(st?) + te; (a) 
(c) Ds9(s, г); (d) Р,,9(5, t). 


: | 

16. h(x, y) = tg"! y (a) D,h(x, у); (b) Dahl, y); (c) D, hix, у); 
(d) D 22Hx, y). 

17. f(x, y) = e? + In » (а) f. Gs 3 Б) 0х, у); (о) Lado, У); 


(d) f, x. y). 
18. f(x, y) = пух? + y? (a) fo у); (b) Лбх, у); (с) filo, y); 


(d) f1210 y). 
19. Л y, 2) = 77510 DIS y 2: (0) Da fix, y, 2) 


(с) Da f(x, y, 2). 
20. f(x, y, 2) = ух? + Зу: — 22; (a) fax, у, 2 
(c) f(x, y, 2). 


D,g(s, t); (b) D,gís, t); 


); (b) ДХ, y, 2); 


21. f(u, v, w) = In(u? + 4v? — 5072); (a) f, iu, v, wy; (b) (и, v, w). 
22. f(r, s, t) = tet; (a) fir, s, t); (b) Jar, s, 0); (с) for, 5, 1). 


23. fir, s, = 1.255: (a) D, ftr, s, ty (0) Dis fer, 5,0% 


(c) Dizi f(r, 5, t). 
24. f(u, v, w) = w cos 20 + 3v senu — 2uv tg w; (a) Do f(u, v, м); 


(b) D, f(u, v, м); (c) D, 3, f(u, о, w). 
25. Se w = x?y — y?x + y?z — 42у + z?x — x?z, mostre que 


дм y ôw а ду _ 
ôx ду do 
26. Se u = (x? + у? + 22) 12, mostre que 
д?и " Ou u 
ox? ду? dz 
Nos Exercícios 27 e 28, ache A e ^ por dois métodos. 


27. и = y ln(x? + y?), х = 2s + 31, y = 3t — 25 
28. и = e? ** cosQy — х), x = 252 — 12, y = s? + 212 
29. Se и = 3xly + 2xy — 3yz ~ 222, x = еЗ, у = Ps? e 


z = ln 4, ache t por dois métodos: (a) pela regra da cadeia; 
r 


(b) fazendo as substituições de x, y e z antes de diferenciar. 
3 

30. Seu = ex +»? — 2 + 32, х = sen 0, y = cos дех = tg Ө, 
y 


A du . > 
ache a derivada total "de por dois métodos: (a) não expresse 


u em termos de 0 antes da diferenciação; (b) expresse u em 
termos de Ө antes da diferenciação. 


31. Seu = xy + х2, x = Acoste y = 3 sen t, ache o valor 


; du TNT. a 
da derivada total Pa em f = тл por dois métodos: (a) nào 


expresse u em termos de f antes da diferenciacáo; (b) expres- 
se м em termos de f antes da diferenciação. 
32. Se f(x, у) = х? + ye”, ache: 
(a) Af(0, 2), o incremento de f em (0,2); 
(b) Af(0, 2) quando Ax = —0,1 e Ay = 0,2; 
(c) df(0,2, Ax, Ay), a diferencial total de f em (0,2); 
(d) df(0,2, —0,1, 0,2). 
33. Se f(x, y, z) = 3xy? — Sxz? — 2xyz, ache: 
(а) Af(- 1, 3, 2), o incremento de f em (—1, 3, 2); 
(b) Af( 1, 3, 2) quando Ax = 0,02, Ay = -0,01e Az = 


= —0,02; | 
(с) df(— 1, 3, 2, Ax, Лу, Az), a a diferencial total de f£ em 
(7-1, 3, 2); 
(d) df(— 1, 3, 2, 0,02, —0,01, —0,02). 
34. Dada f(x) = x? + 1, g(x, Y) = El e h(x) = L ache: 


(а) (h o 8-3, 4); (0) £0/G), AD): (с) ECO), AO); 
(d) f((h o р)(х, y). 
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Nos Exercícios de 35 a 37, calcule os limites indicados, usando 
os teoremas de limite. 


ху? + ех 


35. lim ху +е* 
(х,у) + (0.1/2) COS X + Sen y 


2 
( E ) 36. 
(706,0 t1 
3 
37. lim (2) 
(х,у) (2,3) 2у 


Nos Ехегсісіоѕ de 38 а 40, estabeleca o limite, encontrando ит 
ô > O correspondente a e > 0, de tal forma que a Definição 16.2.5 
esteja satisfeita. 


38. lim (4x — 5y)=21 
(х,у) => (4, 7 1) 

39. lim  (32—4y)-2-—4 
,3)7(,-2) 

40. lim (х2 – у? + 2х – 4у) = 10 


(х,у) (3,1) 


Nos Exercicios de 41 a 44, determine se о limite indicado existe. 


4l. lim se 42 dm Y 
(x.y)>(0,0) X^ + y (x,y)(0,0) X^ + y 
da Es дас ur DO DEO 

(00,0) (XÉ + y?)? G»-(0,0 Xx? + y? 


Nos Exercícios de 45 a 49, discuta a continuidade de f. 


x? + 4y? 
45. f(x, y) = ar 
1 1 
46 ы cosinx соѕ ілу 
i 1 
47. f(x, y) = 


cos? Lx + cos? ілу 
x*— y^ 
=; se (х, y) + (0, 0) 
ав, уо, у) =4 y 099) 
0 se (x, y) — (0, 0) 
(Sugestáo: veja o Exercício 42.) 


xy? 
49. f(x, у) - x + у? 


0 se (x, y) = (0, 0) 
(Sugestáo: veja o Exercício 41.) 


se (х, у) # (0, 0) 


50. Suponha que a seja a medida em radianos de um ángulo de 
um triângulo retângulo e que sen a seja determinado por a/c, 
onde a cm é o comprimento do lado oposto ao ángulo e c 
cm é o comprimento da hipotenusa. Se a medida de a for 
3,52 e a de c for 7,14 e se houver um erro possível de 0,01 
em cada medida, ache o erro possível no cálculo de sen а 
com essas medidas. 

51. Um pintor cobra $ 4 por metro quadrado, para pintar as qua- 
tro paredes e o forro de um quarto. Se as dimensóes do for- 
ro forem 4 e 5 m, a altura medida for 3 m, e essas medidas 
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forem corretas até 0,5 cm, ache aproximadamente, usando 
a diferencial total, o erro máximo na estimativa do custo do 
trabalho com essas medidas. 

52. Num dado instante, o comprimento de um lado de um re- 
tángulo é 6 cm e ele está crescendo a uma taxa de 1 cm/s; 
o comprimento de um outro lado é 10 cm e ele está decres- 
cendo a uma taxa de 2 cm/s. Ache a taxa de variação da área 
do retángulo no instante dado. 

53. O raio de um cilindro circular reto está decrescendo a uma 
taxa de 5 cm/min e a altura está crescendo a uma taxa de 
12 cm/min. Ache a taxa de variagáo do volume no instante 
em que o raio é 20 cm e a altura é 40 cm. 

54. Ache a inclinação da reta tangente à curva de intersecção da 
superfície 25x? — 16у? + 9z? — 4 = 0 como plano x = 4, 
no ponto (4, 9, 10). 

55. Use a lei do gás ideal (veja o Exemplo 5, Seccáo 16.4), com 
К = 5 para encontrar a taxa de variação da pressão no ins- 
tante em que o volume do gás é 80 m? e a temperatura é 75?, 
se o volume está aumentando a uma taxa de 3 m?/s e a tem- 
peratura está aumentando a uma taxa de 0,3? por minuto. 


Nos Exercícios 56 e 57, prove que a função f é diferenciável em 
todos os pontos de seu domínio, mostrando que a Definicáo 
16.6.2 está satisfeita. 


2x + 
57. Л) = 2 


56. f(x, у) = 3xy? — 4x? + y? 


58. Se f(x, y) unidades sáo produzidas por x trabalhadores e y 
máquinas, então D,f(x, y) é chamada de produtividade 
marginal do trabalho e D, f(x, y) é chamada de produtivi- 
dade marginal da maquinaria. Suponha que 


Р(х, у) = х? + бху + 3y? 


onde 5 < x € 30e4 < y < 12. (a) Ache o número de uni- 
dades produzidas em um dia, quando a força de trabalho diá- 
ria consiste em 15 operários, e 8 máquinas sáo usadas. (b) 
Use a produtividade marginal do trabalho para determinar 
o nümero aproximado de unidades adicionais que podem ser 
produzidas em 1 dia, se a forga de trabalho for aumentada 
de 15 para 16 e o número de máquinas permanecer fixo em 
8. (c) Use a produtividade marginal da maquinaria para de- 
terminar o número aproximado de unidades adicionais que 
podem ser produzidas em 1 dia, se o número de máquinas 
passar de 8 para 9, enquanto que o número de operários per- 
manece fixo em 15. 


59. Ache (a) f(x, 0) se x = 0 e (b) /,(0, 0) se 
12x? y — 3y? 
Жыш кыру SQ 
0 se (x, y) = (0, 0) 


60. Comprove que u(x, y) — (senh x)(sen y) satisfaz a equacáo 
de Laplace em R?: 


Ou ди 


aute 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 
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Se f for uma função diferenciável da variável u, seja 
и = x? + y? e prove que z = xy + f(x? + y?) satisfaz a 
equação 


A equação de Laplace em coordenadas polares é 


2 
199 q 
д0? 


ди 
r= 

ðr 
Comprove que u(r, 0) = r” sen n0, onde n é uma constan- 
te, satisfaz essa equação. 


Comprove que u(x, у, z) = e + ® sen 5z satisfaz a equa- 
ção de Laplace em R?: 


Pu 8u 4 ^u 
ax? ay? dz? 
Comprove que u(x, f) = A cos(kaf) sen(kx), onde A e k são 


constantes arbitrárias, satisfaz a equação diferencial parcial 
da corda vibrante: 


ди 


Comprove que 


NAX (nin 


u(x, t) = sen 
satisfaz a equacáo diferencial parcial da conducáo de calor 
unidimensional: 


du pu 
ôt dx? 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 
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Dada 


2 
FX, y) = Xy se (x, y) = (0, 0) 
0 se (x, y) = (0, 0) 


Prove que D, f(0, 0) e Р, f(0, 0) existem, mas f não é dife- 
renciável em (0, 0). (Sugestão: veja o Exemplo 5, Secção 16.2 
e o Exercício 10 nos Exercícios 16.3.) 


Dada 


х?у?? 
(х2 + у? + zy se (x, y, 2) = (0, 0, 0) 


0 se (x, y, z) = (0, 0, 0) 


fo» 2) = 


Prove que f é diferenciável em (0, 0, 0). 


Seja f a funcáo definida por 
e- X? 
Лх, у) = 9*xz0 


sex = 0 
Prove que f ё descontínua na огівет. 


Para a função do Exercício 68, prove que D,/(0, 0) e 
D, f(0, 0) existem. 


Se f for uma função diferenciável de x e y e u = f(x, y), 
х= ғсоѕ деу = rsen Ө, mostre que 
(2) 
dy 


(y (e) (2) 
— | + ST) =(—) + 
дг г?\ д0 дх 


V 


O 


né 


=> 


иаа аа 
DEZESSETE - 
O) | 


pa 


As derivadas parciais /,(х, y) e f(x, y) medem as taxas de variação dos valo- 
res funcionais f(x, y) na diregáo dos eixos x e y, respectivamente. As derivadas 
direcionais, introduzidas na Secção 17.1, dão as taxas de variação dessas fun- 
ções em qualquer direção. O gradiente, também introduzido na Secção 17.1, 
dá a direção e o sentido em que a função tem a sua maior taxa de variação. 
Esse conceito é aplicado na Secção 17.2, em nossa discussão sobre planos tan- 
gentes e normais a superfícies. 

Assim como usamos as derivadas primeira e segunda para determinar as fun- 
ções máxima e mínima de funções de uma única variável, mostramos na Secção 
17.3 de que modo as derivadas parciais podem ser aplicadas para encontrarmos 
valores extremos de funções de duas variáveis. As aplicações nessa secção in- 
cluem o método dos mínimos quadrados. Na Secção 17.4 introduzimos os mul- 


ve 


Y 


17.1 Derivadas Direcionais e Gradientes 973 


tiplicadores de Lagrange, que sáo usados para o cálculo de extremos de uma 
função sujeita a um vínculo. 

Os gradientes aparecem novamente na Secção 17.5, onde mostramos como 
obter uma função a partir de seu gradiente. Esse procedimento é útil para de- 
terminar se uma expressão diferencial é exata e para resolver equações diferen- 
ciais exatas. 


17.1 DERIVADAS DIRECIONAIS 
E GRADIENTES 


17.1.1 DEFINIÇÃO 


zz fix yl 


-i. 
ZR (х0, yo, 0) 


Q(% + h cos 0, yo + h sen Ө, 0) 
FIGURA 2 


Vamos generalizar a definigáo de uma derivada parcial, a fim de obter a taxa 
de variação de uma função em relação a qualquer direção e sentido. Isso nos 
leva ao conceito de derivada direcional. 

Seja f uma função de duas variáveis x e y e seja Р(х, y) um ponto do plano 
xy. Suponhamos que U seja o vetor unitário que faz com a parte positiva do 


eixo x um ángulo cuja medida em radianos é 0. Entáo, 


U = cos Oi + sen 6j 


A Figura 1 mostra a representacáo de U com ponto inicial em P(x, y). 


Seja f uma função de duas variáveis x e y. Se U for o vetor unitário cos ĝi + 
+ sen Ө}, então a derivada direcional de f na direção de О, denotada por Dy f, 
será dada por 


f(x + hcos 0, y + hsen 0) — f(x, y) 
h 


Dy f(x, у) = lim 
h>0 


se O limite existir. 


A derivada direcional dá a taxa de variação dos valores funcionais f(x, y) 
em relacáo à direcáo e sentido do vetor unitário U.* Isso está ilustrado na Figu- 
ra 2. Uma equação da superfície S na figura é z = f(x, y). Pol%o, yo, Zo) é UM 
ponto na superfície, e os pontos R (xo, Yo, 0) e Q(%, + h cos 0, y, + h sen 0, 0) 
são pontos no plano xy. O plano que passa por R e О, paralelo ao eixo 2, 
faz um ángulo de 0 rad com a direção positiva do eixo x. Esse plano intercepta 
a superfície S na curva C. A derivada direcional Dyf, calculada em Po, é a in- 
clinação da reta tangente à curva C em P, no plano de А, Ое Po. 

Se U = i, então cos 0 = 1 e sen 0 = O e, da Definição 17.1.1, 


D; f(x, y) = lim f(x + h, y) — f(x, y) 
h>0 h 

que é a derivada parcial de f em relação a x. 

Se U = j, então cos 6 = Oesen 0 =.1e 


D; f(x y) = im 0:2: 9-09 


que é a derivada parcial de f em relacáo a y. 


* М. do R.: Quando dizemos “'derivada de f na direção de U” fica subentendido que, nào só a 
direção mas também o sentido está determinado por О. Observe que — О tem a mes- 
ma direção de U, mas a derivada direcional de f na direção de — О tem o sinal oposto 
da derivada de f na direção de U. 
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Assim sendo, f, e f, são casos particulares da derivada direcional nas dire- 
ções dos vetores unitários i e j, respectivamente. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Vamos aplicar a Definição 17.1.1 para encontrar Dyf, se 
f(x, y) = 3x? — y? + 4x 
-e U ёо vetor unitário na direção 1л. Então, U = cos ілі + sen +j, isto é, 


U = 431 + 4j. Assim, da Definição 17.1.1, 


Dy f(x, y) = lim кш ы ыыы 


= jim 300 + ВУЗ)? — (у + 4h)? + 4x + 5/38) — (3х2 — y? + 4x) 
= E T UP c а: cce 
h>0 


— lim & 3 J3hx + 3h? — y? — hy — 4h? + 4х  24/3h — 3x? + y? — 4х 
mre h 
"€ 3/3hx + $h? — hy — 3h? + 2,/3h 


h>0 h 


= lim (34/3x + 2h — y — 1h + 24/3) 


h>0 
= 3 3x — y + 243 « 


Seguimos agora para obter uma fórmula que nos possibilite calcular a deri- 
vada direcional de uma maneira mais rápida do que se usarmos a definição. 
Seja д a função de uma única variável t, com x, y e 0 fixos, tal que 


g(t) = f(x + t cos 0, y + tsen 0) (1) 
e seja О = cos 0i + sen Ө]. Então, pela definição de derivada ordinária, 

90) = tim e + (0 + h) cos 6, y t (0 + А) à — f(x + 0 cos 0, y + O. sen) 
h>0 


f(x + h cos Ө, y + hsen Ө) — f(x, y) 


'(0) = li 
g'(0) lim h 


Como o segundo membro acima é Dyf(x, y), 


000) = Dy f(x, y) o O 


Encontramos agora g'(f), aplicando a regra da cadeia ao segundo membro 
de (1), o que dá 


д(х + t cos 8) 
ôt 


= f(x + t cos 0, y + t sen Ө) cos 0 + fa(x + t cos Ө, y + tsen 0) sen 


д(у + tsen 0) 


g'(t) = fi(x + t cos 0, y + t sen 0) 5 


+ f(x + t соз 0, y + tsenO) 
Горо, 
9(0) = fáx, у) cos 0 + f(x, y) sen Ө 


Dessa equação e de (2) obtemos o teorema a seguir. 
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17.1.2 TEOREMA | Se f for uma função diferenciável de x e y e U = cos ĝi + sen 6j, entáo 


Dyf(x, y) = fx, y) cos 0 + f(x, y) sen Ө 


>» ILUSTRACÁO2  Aplicamos a Definição 17.1.2 para calcular Dyf para a fun- 
ção fe o vetor unitário U da Ilustração 1: 


Дх, y) = 3x? — y? + 4x U = cos ¿ni + sen inj 
Dullx, y) = f(x, y) cos іл + fx, y)sen іл 
= (6x + 43/3 + (- 253 
= 33x — y + 245 
o que está de acordo com o resultado da Ilustração 1. « 


A derivada direcional pode ser escrita como um produto escalar de dois veto- 
res. Uma vez que 


f(x, y) cos 0 + fx, y) sen Ө = (cos 0i + sen 6j) - [ f(x, Yi + f(x, Vi] 
segue do Teorema 17.1.2 que 
Dy f(x, у) = (cos 6i + sen 0j) - [ f. x, Yi + f(x, Ni] | © B) 


O segundo vetor do segundo membro de (3) é muito importante e é chamado 
de gradiente da função f. O símbolo usado para o gradiente de f e V f, onde 
V é delta maiúsculo invertido e lê-se ‘ае’. Algumas vezes a abreviação grad f 
é usada. 


17.1.3 DEFINIÇÃO | Se f for uma função de duas variáveis x e y, e f, e f, existirem, então o gradiente 
de f, denotado por Vf (leia **del /??), será definido por 


Vf(x, у) = fox, XX + f, Vi 


Da Definição 17.1.3, a equação (3) pode ser escrita como 


Dvyf(x, y) = U { V f(x, y) (4) 


Assim sendo, qualquer derivada direcional de uma função diferenciável pode 
ser obtida se multiplicarmos escalarmente o gradiente pelo vetor unitário na di- 
recáo e sentido desejados. 
EXEMPLO 1 Se 

fes у) = 19? + бу? 


ache o gradiente e f no ponto (4, 3). Ache também a taxa de variação de f(x, y) 
na direção +x em (4, 3). 


Solucáo Como fix, y) = 1л e fx, y) = zy, 
Vo у) = bi + 5уј У/(4,3) = я +3] 
А taxa de variação de f(x, y) na direção Гл em (4, 3) é Р.ДА, 3), onde 


О = 


Ti 1. 
— I + — 
В 
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FIGURA 3 
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Encontramos Df (4, 3) multiplicando escalarmente V f(4, 3) por U. 


рле gig) Gies) 


_ 7 


ET 


Se a for a medida em radianos do ángulo entre os dois vetores U e V f, entáo 
Ч - Vf(x, y) = [JU] |Vf/(x, y)]] cos а 
Dessa equacáo e de (4), segue que 


Duf(x. y) = |[Ы]|||У/Л(х, y)|| cos o (5) 


Vemos de (5) que Dyf será máxima quando cos а = 1, isto é, quando U esti- 
ver na direção e sentido de V f; e nesse caso Duf = |Vf|. Assim sendo, o gra- 
diente de uma funcáo está na direcáo e sentido em que a funcáo tem a taxa 
máxima de variação. Em particular, num mapa topográfico bidimensional de 
um terreno onde z unidades é a elevacáo num ponto (x, y) ez = f(x, y), a dire- 
ção e sentido em que a taxa de variação é máxima serão dados por V f(x, y); 
isto é, o vetor Vf(x, y) aponta para cima na direção e sentido mais íngremes. 
Isso explica a denominação gradiente (a inclinação é mais acentuada na direção 
do gradiente). 


> ILUSTRAÇÃO 3 Ма Figura 3 há um mapa topográfico mostrando as curvas 
de nível da função do Exemplo 1 em 1, 2 e 3. As curvas de nível são elipses. 
A figura também mostra a representação de Vf(4, 3), tendo (4, 3) como ponto 
inicial. 


EXEMPLO 2 Dada 

fo у) = 2х2 — y? + 3х – y 
ache o valor máximo de Dyf no ponto onde x = le y = -2. 
Solucáo Como f(x, y) = 4х + 3e f(x, у) = -2y — 1, 

Vo, yr = (Ax + 3i + (-2y — 1) VI, —2) = 7i + 3) 
Assim, o valor máximo de Duf no ponto (1, —2) é 

Iva, -3 = al 

= 4/58 


EXEMPLO 3 A temperatura em cada ponto (x, y) de uma placa retangular 
situada no plano xy, é determinada por 


T(x, у) = х? + y? 
a) Ache a taxa de variação da temperatura no ponto (3, 4) na direção e senti- 
do que fazem um ángulo de 57 rad com o eixo x positivo. (b) Ache a dire- 


ção e sentido em que a taxa de variação da temperatura no ponto (—3, 1) é 
máxima. 


17.1.4 DEFINIÇÃO 


17.1.5 TEOREMA 
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Solucáo | 
a) Queremos encontrar DyT(x, y) onde 
U = cos ілі + ѕепілј  VT(x, у) = Tx, уі + Tx, у) 
= + 5/3] = 2хї + 2yj 
Logo, 
DyT(x, y) = U- VT(x, y) 
= Gi + 25/30) - Qxi + 2j) 
= х + Зу 
Assim, 


DuT(3, 4) = 3 + 443 
x 9,93 


Entáo, em (3, 4) a temperatura está aumentando à taxa de aproximadamente 
9,93 unidades por unidade de variação medido na direção e sentido de U. 

b) DyT(—3, 1) será um máximo quando U estiver na direção e sentido de 
VT(—3, 1). Como У7(— 3, 1) = —6i + 2j, a medida em radianos do ángulo 
que dá a direção e o sentido de V7(—3, 1) é 0, onde tg O = +. Assim, 
0 = л — tg^! +. Logo, a taxa de variação da temperatura no ponto (— 3, 1) 
é máxima quando tomada na direção e sentido que fazem um ángulo de 
л — tg"! 5 rad com o eixo x positivo. 


Vamos agora estender para uma função de trés variáveis a definição de deri- 
vada direcional. No espaco tridimensional a direcáo e o sentido de um vetor 
são determinados pelos seus co-senos diretores. Se cos a, cos В e cos y forem 
OS co-senos diretores do vetor unitário О, então О = cos ai + cos Bj + cos yk. 


Suponha que fseja uma fração de três variáveis x, y e z. Se U for o vetor unitá- 
rio cos ai + cos Bj + cos yk, então a derivada direcional de f na direção de 
U, denotada por Dyf, será dada por 
Dio yz) lii f(x + hcosa, y + heo Pi + hcos y) — f(x, y, 2) 
h-,0 


se este limite existir. 


A derivada direcional de uma função de três variáveis dá a taxa de variação 
dos valores funcionais f(x, y, z) em relacáo à distáncia no espaco tridimencio- 
nal, medida na direção e sentido do vetor unitário U. 

. O teorema a seguir, que fornece um método de cálculo da derivada direcio- 
nal de uma função de trés variáveis é demonstrado de forma análoga ao Teore- 
ma 17.1.12. 


Se f for uma funcáo diferenciável de x, y eze 
U = cos ai + cos Bj + cos yk 
entáo 


Dyf(x, y, z) = dx, у, ©) cos a + f(x, y, х) cos B + fix, y, 2) cos y 
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EXEMPLO 4 Dada. 
fx y, 2) = 3x? + xy — 2y? — yz + 2? 


ache a taxa de variação de f(x, y, z) em (1, —2, — 1) na direção e sentido do 
vetor 2i — 2j — k. 


Solucáo O vetor unitário na direção e sentido de 2i — 2j — ké 
.U-3i—- 3j - ik 

Assim, do Teorema 17.1.5 

Dy f(x, у, 2) = 8(6x + y) – х — 4y —2) - (у +22) 
Logo, a taxa de variação de f(x, y, z) em (1, —2, — 1) na direção e sentido de 
U, é dada por 

Dyf(1, —2, —1) = 3(4) — $(10) — 3(0) 

= —4 


Se f for uma funcáo de trés variáveis x, y e z e as derivadas parciais f,, f, е 
fJ. existirem, então o gradiente de f, denotado por V f, será definido por 


VÍ, у, 2) = fo, y Di + JX, у, Di + fo Y, ӘК 


Da mesma forma que para funcóes de duas variáveis, segue do Teorema 17.1.5 
e da Definição 17.1.6 que se U = cos ai + cos Bj + cos yk, então 


Dyf(x, y, y =U: V f(x, y, 2) 


Também, a derivada direcional será um máximo quando U estiver na diregáo 
e sentido do gradiente e a derivada direcional máxima será o módulo do gra- 
diente. 

Aplicacóes do gradiente aparecem em Física, em problemas de conducáo do 
calor e eletricidade. Suponha que w = f(x, y, z). A superfície de nível dessa 
funcáo f para o valor constante k é dada por 


Дх, y, 2) = К (6) 


Se w for o nümero de graus da temperatura no ponto (х, у, 2), entáo todos os 
pontos na superfície dada pela equação (6) terão a mesma temperatura e k graus, 
e a superfície será chamada de superfície isotérmica. Se w for o nümero de volts 
do potencial elétrico no ponto (x, y, z), entáo todos os pontos da superfície es- 
taráo no mesmo potencial e a superfície será chamada de superfície eqüipoten- 
cial. O vetor gradiente em um ponto dá a diregáo e o sentido de maior taxa de 
variação de w. Assim, se a superfície de nível da equação (6) for isotérmica, 
V f(x, y, z) dará a direção e sentido da maior taxa de variação da temperatura em 
(x, y, 2). Se (6) for a equacáo de uma superfície eqüipotencial, entáo V f(x, y, z) 
dará a diregáo e sentido da maior taxa de variacáo do potencial em (x, y, 2). 


EXEMPLO 5 Se V(x, y, 2) volts for o potencial elétrico num ponto (x, у, 2) 
do espaço tridimensional e 


1 


мх? + y? + 2? 


(х, у, 2) = 
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ache: (a) a taxa de variação de V no ponto (2, 2, — 1), na direção do vetor 
2i — 3j + 6k, (b) a direção e sentido em que se dá a maior taxa de variação 
de V em (2, 2, – 1). 


Solucáo i 
(a) Um vetor unitário na direção e sentido de 2i — 3j + 6k é 


U = 2i — 2j + $k 


Queremos encontrar DyV(2, 2, — 1). 


VV(x, у, 2) = Кх, y, zji + Vx, y, z)j + Их, y, z)k 
=x 3 —z 
(х2 + у? + ¿apra t +y + M (x? + y? + zy? x 
Entáo, 
D,VQ,2, 1) = О: VV(2,2, — 1) 


= (i — 3j + $k): ( Z5 — Aj + k) 
—1és + 18s + 185 
189 


x 0,042 


Assim sendo, em (2, 2, — 1) o potencial é crescente, a uma taxa de aproxi- 
madamente 0,042 volt por unidade de variação, na distância medida na di- 
recáo e sentido de r 


(b) VV(2,2, –1) = – Фі — Àj + &k Um vetor unitário na direção e sentido 
de VV(2,2, – 1) ё | 
VV(2,2, -1) — "m Aj + dk 
[vv 2, -D| E 
= —4i— 2) + 4k 


Os co-senos diretores desse vetor sáo =, —-2%e%, o que dá a direção 
e sentido da maior taxa de variação de V em (2, 2, — 1). 


EXERCÍCIOS 17.1 
9. g(x, y) = In yx? + y? 


10. f(x, y) = e” tg 2x 


x—y 
11. , y, Z) = —— 
fond ge ту 
12. f(x, y, z) = 32 In(x + y) 
13. g(x, y, 2) = xe"?! sec z 
14. g(x, y, 2) = e?*(senx — cos y) 


Nos Exercícios de 1 a 6, ache a derivada direcional da função 
dada na direção e sentido do vetor unitário U dado, usando a 
Definição 17.1.1 ou a Definição 17.1.4, e então verifique seu re- 
sultado, aplicando o Teorema 17.1.2 ou o Teorema 17.1. 5, con- 
forme o caso. 


1. f(x, y) = 2x? + 5y?; U = cos ілі + sen 1л} 

2. g(x, у) = 3x? — 4y?; U = cos Ілі + ѕепілј 

3. h(x, y, z) = 3x? + y? — 4z5 ; U = cos mi + cos inj + cos ink 

4. dix у, z) = 6x? — 2ху yz Used 3i + 3j + $k 

Nos Exercícios de 15 a 22, ache o valor da derivada direcional 

no ponto P, para a funcáo dada na diregáo e sentido de U. 
Lo i. m 15. f(x, у) = x? — 2xy?; U = cos ni + sen л}; Po = (1, —2) 

6. f(x, y) = у О= si — sj 16. g(x, y) = 3x? y + 4y? — ху; U = cos Ілі + sen їл}; Po = (0, 3) 

17. g(x, у) = y? tg? x; U = 3/3 + 35; Po = (бп, 2) 

18. f(x, y) = xe”; U = Н + 3 3j; Po = (2,0) 


1 
5.9) == U= - Hir d 


Nos Exercícios de 7 a 14, ache o gradiente da funcáo dada. 


ху 
T. Јоу) = 42 —3ху+у” BAN уз 


19. h(x, y, 2) = cos(xy) +sen(yz); О = 
Po = (2, 0, —3) 


—3 + $j +3k; 
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1 
= ln(x? + y? + 22); U = —i— 


~ 


20. f(x, у, 2) 


. 1 
FTZ" 


= (1, 3, 2) 
21. f(x, у) = e ?* cos Зу; О = cos( — izji + sen( — ул); 
Po = (— іт, 0) З 


22. g(x, у, 2) = cos 2х cos = senh 4z; 


1 1 
U=—i-— k; Po = (12, 0, 0) 
3 "i + 
Nos Exercícios de 23 a 26, ache (a) o gradiente de f em P e (b) 
a taxa de variação dos valores funcionais na direção de U em P. 


23. f(x, у) = х? — 4у; Р 
24. f(x, у) = P P= 
25. f(x, y, 2) = y? + 2? — 4х2; Же 
26. f(x, у, 2) = 220 + xy? + xz; Р = 


-4421j – 34/7 


27. Para um mapa topográfico mostrando as curvas de nível da 
função do Exercício 23, em 8, 4, 0, —4 e — 8. Mostre tam- 
bém a representação de Vf(— 2, 2), tendo seu ponto inicial 
em (—2, 2). 

28. Faca um mapa topográfico mostrando as curvas de nível da fun- 
ção do Exercício 24, em el, e^, 1, e-*e e -?. Mostre também a 
representacáo de V f(2, 1), tendo seu ponto inicial em (2, 1). 


= (—2, 2); U = cos ілі + sen inj 

e 1); U ow. 

2, 1, 35 U = 4i — $j + 3k 
(1, 1, 1) 


Nos Exercícios de 29 a 32, ache Dyf no ponto P dado, onde U 


LI 
é o vetor unitário na diregáo e sentido PO. Também em P ache 
Dy/, se О for um vetor unitário para o qual Dyf é um máximo. 


29. f(x, y) = e' tg"! y; P(0, 1), QG, 5) 

30. f(x, у) = e* cos y + æ sen x; P(1, 0), Q( —3, 3) 

31. f(x, y, z) = x — 2y + 22; P(3, 1, —2), Q(10, 7, 4) 
32. f(x, y, z) = х? + y? — Axz; P(3, 1, – 2), Q( —6, 3, 4) 


33. Ache a direção e o sentido a partir do ponto (1, 3) para a qual 


y 

у La 
e? tg Ar 
34. A densidade é p(x, y) kg/m? em todos os pontos de uma pla- 


ca retangular no plano xy e 


os valores de f não mudam, sendo f(x, y) = 


35. 


36. 


37. 


38. 
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1 
(a) Ache a taxa de variagáo da densidade no ponto (3, 2), 
na direção e sentido do vetor unitário cos 2лі + sen rj. 
(b) Ache a direção e sentido e o valor da maior taxa de va- 
riação de p em (3, 2). 
A temperatura é T(x, y) graus em qualquer ponto de uma 
placa retangular situada no plano xy e T(x, y) = 3х2 + 
+ 2xy. A distáncia é medida em metros. (a) Ache a taxa de 
variagáo máxima da temperatura no ponto (3, — 6) da pla- 
ca. (b) Ache a direção e sentido em que a taxa de variação 
é máxima em (3, —6). 
A temperatura é T(x, y, 2) graus em qualquer ponto de um 
sólido no espaço tridimensional, e 
60 
A distáncia é medida em centímetros. (a) Ache a taxa de va- 
riacáo da temperatura no ponto (3, — 2, 2), na direcáo e sen- 
tido do vetor —2i + 3j — 6k. (b) Ache a direção e sentido 
e o valor máximo da taxa de variação de T em (3, – 2, 2). 
O potencial elétrico é V(x, y) volts em qualquer ponto do pla- 
no xy e V(x, y) = е"? cos 2y. A distância é medida em me- 
tros. (a) Ache a taxa de variacáo do potencial no ponto 
(0, an), na direcáo do vetor unitário cos +mi + sen nj. 
(b) Ache a diregáo e sentido e o valor da taxa de variagáo 
máxima de V em (0, +7). 
A equação da superfície de uma montanha é 
z = 1200 — 3x? — 2y? 
onde a distáncia é medida em metros, o eixo x aponta para 
o leste e o eixo y para o norte. Uma alpinista está no ponto 
correspondente a ( — 10, 5, 850). (a) Qual a direção onde a 
subida é mais íngreme? (b) Se a alpinista se move na direção 
leste, ela está subindo ou descendo, e qual a sua taxa? (с). 
Se a alpinista se move na direção sudoeste, ela está subindo 
ou descendo, e qual a sua taxa? (d) Em que direção ela esta- 
rá sobre uma curva de nível? 


р(х, у) = 


T(x y, 2) = 


-  - SN ы ш м о WRP 
17.2 PLANOS TANGENTES Е Seja 5 a superfície tendo a equação | 


NORMAIS А SUPERFÍCIES 
F(x, y, 2) = 0 


(1) 


e suponha que Р(х, Yo, Zo) seja um ponto de S. Então, F(Xo, Yo, Zo) = 0. Su- 
ponha ainda que C seja uma curva em S que passa por P, e que um conjunto 
de equações paramétricas de C seja 


x =f(t) 


у= 90) 


z-h(t 0) 


onde o valor do parámetro t no ponto P, é £j. Uma equação vetorial de C é 
R(t) = foi + g(t)j + МОК 
Como a curva C está na superfície S, substituindo (2) em (1), temos 


F(f(t), g(t); h(t)) = 0 


3) 


x 
FIGURA 1 
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17.2.3 DEFINICÁO 


VE (Xp, Yo » Z9) 
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Seja G(t) = FO, 9(0), AO). Se F,, F, е Е, forem contínuas e nem todas nu- 
las em P,, e se f' (to), 9' (tp) e h’ (ty) existirem, então a derivada total de F em 
relação a t em P, será dada por 


Gto) = Ехо, Yo. ZoJf (to) + Ехо. Yo. 20)9 (to) + Ё.(хо, уо, zo)h'(to) 
O primeiro membro dessa igualdade pode ser escrito como 

[Е (хо. уо, Zoli + F (Xo, Уо, Z0)] + F-(Xo; Yo» zo)k] * [A (t9)i + g'((9)j + h'Go)k] 
Assim, 

G'(to) = VF(Xo, yo. zo)  D,R(to) 


Uma vez que G’ (f) = О para todo t em consideração (devido a (3)), G’ (to) = 0; 
entáo, segue do que já foi exposto que 


VF(Xo, Yo» zo): D;R(to) = 0 (4) 


Da Secção 15.8 sabemos que D,R(f,) tem a mesma direção que um vetor tan- 
gente à curva C em P,. Logo, de (4) podemos concluir que o gradiente de F 
em P, é ortogonal ao vetor tangente de qualquer curva C em $ que passa pelo 
ponto P,. Somos levados, entáo, à definicáo a seguir. 


Um vetor que é ortogonal a todo vetor que seja tangente a alguma curva C da 
superfície S no ponto P,, é chamado de vetor normal a 5 no ponto Po. 


Dessa definição e da discussão precedente temos o teorema a seguir. 


Se uma equação de uma superfície S for dada por F(x, y, 2) = 0e F,, F, e F, 
forem contínuas e nem todas nulas no ponto Po(Xo, Yos Zo) em S, então o vetor 
normal a S em P, será VF (Xs, Yo» zo). 


O conceito de vetor normal é usado para definir o plano tangente a uma su- 
perfície em um ponto. 


Se uma equacáo de uma superfície S for dada por F(x, y, z) = 0, entáo o plano 
tangente a S num ponto Р.(хо, Yo, Zo) será o plano que passa por P, tendo 
VF (o, Yos Zo) como vetor normal. 


Uma equação do plano tangente da definição acima é 


F (Xo, Yo» Zo)(x — xo) + Ехо, Уо, Zo)” — Yo) + F (Xo; Jo: 20)(2 — 20) = 0 (5) 


Consulte а Figura 1 que mostra o plano tangente а superfície $ em P, ea 
representação do vetor gradiente, tendo como ponto inicial P. 
Uma equacáo vetorial do plano tangente dado por (5) é 


УР(хо, Yo» zo) © (х — хо) + (y — yo)j + (z — zo)k] = 0 (6) 


EXEMPLO 1 Ache uma equação do plano tangente ao parabolóide elíptico 
4x? + y? — 162 = 0 


no ponto (2, 4, 2). 
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Solucáo Seja F(x, y, 2) = 40 + y? — 162. Então, 
VF(x, y, z) = 8xi + 2yj — 16k VF(2, 4, 2) = 16i + 8j — 16k 
De (6), segue que uma equacáo do plano tangente é 
16(x — 2) + 8(y — 4) — 162 — 2) 20 
2x+ y-22-4=0 


17.2.4 DEFINIÇÃO | A reta normal a uma superfície S no ponto P, de S é a reta que passa рог Р, 
e tem por números direcionais as componentes de qualquer vetor normal a S 
em Po. 


Se uma equação da superfície S for Р(х, y, z) = 0, as equações simétricas 
da reta normal а S em P (Xos Yo, Zo) serão 


X — Xo y — Yo " 2 7 20 


FX Yo 4) Ехо, Yo 20) FkXo Yo Zo) 


Essas equações simétricas seguem da Definição 17.2.4, pois os denominado- 
res são as componentes de VF(x,, Yo, Zo) que é um vetor normal a $ em P,. A 
reta normal em um ponto de uma superfície é perpendicular ao seu plano tan- 
gente nesse ponto. 


EXEMPLO 2 Ache as equações simétricas da reta normal à superfície do 
Exemplo 1 em (2, 4, 2). 


Solução Como УБ, 4, 2) = 16i + 8j — 16k, segue que as equações simé- 
. tricas da reta normal pedida são 


dea. y—4 z-2 


2 1 —2 


17.2.5 DEFINIÇÃO | A reta tangente a uma curva C em um ponto P, é a reta que passa por P,, ten- 
do como números direcionais as componentes do vetor tangente unitário a C 
em Po. 


Das Definições 17.2.3 e 17.2.5, todas as retas tangentes no ponto P, às cur- 
Po vas sobre uma dada superfície estáo no plano tangente à superfície em P,. Ve- 
ja na Figura 2 esbocos de uma superfície e do plano tangente em P,. Algumas 
curvas que passam por P, e suas retas tangentes também estáo esbocadas na 
figura. 
Considere uma curva C que seja a intersecgáo de duas superficies, tendo as 
equacóes 


Fx, у, х) = 0 е С(х,у,х) = 0 


respectivamente. Mostraremos como obter as equacóes da reta tangente a C no 
ponto P, (xy, Yo» Zo). Como a reta tangente está em cada um dos planos tan- 
gentes às superfícies dadas em P,, ela é a reta de intersecção dos planos tan- 
gentes. Seja М, um vetor normal à superfície F(x, у, z) = 0em P, e №, ит 
vetor normal à superficie G(x, y, х) = 0 em P. Então, 


М, = VEM Yo Z) € М, = VOL Yo» Zo) 


FIGURA 2 
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Ambos, N, e N,, são ortogonais ao vetor tangente unitário a C em Py; assim, 
se N, e N, não forem paralelos, segue do Teorema 15.5.10 que o vetor tangente 
unitário tem direção e sentido iguais aos de N, x N,. Logo, as componentes 
de N, x N, servem como um conjunto de números direcionais da reta tangente. 
Desse conjunto de números direcionais e das coordenadas de P, podemos obter 
a equação pedida da reta tangente. Isso está ilustrado no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 3 Ache as equações simétricas da reta tangente à curva de inter- 
secção das superfícies 


Зх? + 2y? + 2 = 49 e x? + y? -22 = 10 
no ponto (3, —3, 2). 
Solucáo Seja 
F(x, у, 2) = 3x? + 2x2 + 2 – 49 e G(uy;g-x-y:-2z2-10 


Então, VF(x, у, z) = бхі + 4yj + 2zk e VG(x, у, 2) = Zi + 2yj – 4zk. 
Горо, 


N, = VFQ, —3,2) М, = VG(3, —3,2) 
= 181 — 12) + 4k = 6i — 6j — 8k 
= 2091 — 6j + 2k) = 2(3i — 3j — 4k) 


N, x N, = 4(9i — 6j + 2k) x (3i — 3j — 4k) 
= 4(30i + 42j — 9k) 
= 12(10i + 14j — 3k) 
Portanto, um conjunto de nümeros direcionais da reta tangente procurada é 
[10, 14, —3]. As equações simétricas da reta são, então, 
xc yt3 _2—2 


10 14 —3 


Se duas superfícies tiverem um plano tangente comum em um ponto, elas se- 
rão tangentes naquele ponto. Segue, da Definição 17.2.3, que duas superfícies 
S, e S,, cujas equações são Р(х, y, 2) = 0 e G(x, y, z) = 0, respectivamente, 
são tangentes no ponto Py(Xo, Yo» Zo) se, para alguma constante К 


VF(xo, Yo» 20) = KVG(Xo, yo. zo) 


Nos Exercícios de 1 a 12, ache uma equação do plano tangente 10. zx? — xy? — уг? = 18; (0, —2, 3) 
e as equações da reta normal à superfície no ponto indicado. 11. x?’ + y? + 22/3 = 14; (—8, 27, 1) 


юрме ьм 


. x? + y + 2? = 17; (2, —2, 3) 
. 4х2 + y? + 22? = 26; (1, —2, 3) 


x? + y? – 32 = 2; (-2, —4, 6) 
x + y? 2? = 6; (3, — 1,2) 

у = e cos 2; (1, e, 0) 

z = езх sen 3y; (0, 1л, 1) 

х? = 12у; (6, 3, 3) 


puer x + yl (1,1,2) 
Г xi? + y!? + 22 = 4; (4, 1, 1) 


12. x1? + 211? = 8; (25, 2, 9) 


Nos Exercícios de 13 a 20, se as duas superfícies dadas intercep- 
tam-se numa curva, ache as equações da reta tangente à curva 
de intersecção no ponto dado; se as duas superfícies forem tan- 
gentes no ponto dado, prove isso. 


13. x? + y? — z = 8, x — y? + z? = —2; (2, – 2, 0) 
14. x? + y? — 2z + 1 = 0, x? + y? — 22 = 0; (0, 1, 1) 
15. y = x, y = 16 — 22; (4, 16, 0) 
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16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


21. 
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х = 2 + cos луг, у = 1 +senaxz; (3, 1, 2) 

у = ехѕеп 2л2 + 2, z = y? — In(x + 1) — 3; (0, 2, 1) 

х? —3xy + у? = 2, 2х? + y? — 32 + 27 = 0; (1, – 2, 11) 
х? + z? + 04у = 0, x? + y? +22 — 62+ 7 = 0; (0, — 1, 2) 
x? + y? +2? = 8, yz = 4; (0, 2, 2) 

Mostre que as esferas 
x-y +2 = 2 e (x-byocylez-(b-ay 
sáo tangentes no ponto (a, 0, 0). 


DE DUAS VARIAVEIS 
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22. Mostre que as superfícies xyz = 36 e 4x? + y? + 92? = 108 
sáo tangentes no ponto (3, 6, 2). 

23. Duas superfícies sáo perpendiculares em um ponto P, de 

- intersecção se os vetores normais às superfícies em P, forem 

ortogonais. Mostre que a superfície x? — 2yz + y? = 4 
é perpendicular a todo membro da família de superfície 
x? + (4c — 2)? — cz? + 1 = 0 no ponto (1, — 1, 2). 

24. Prove que toda reta normal à esfera x? + y? + 22 = e? pas- 
sa pelo centro da esfera. 


Uma aplicacáo importante da derivada de uma funcáo de uma única variável 
consiste no estudo dos valores extremos de uma fungáo que nos leva a uma va- 


riedade de problemas envolvendo máximos e mínimos. Isso foi discutido no Ca- 
pítulo 4, onde provamos teoremas envolvendo as derivadas primeira e segunda, 
a partir dos quais os valores máximos e mínimos relativos de uma funcáo fo- 
ram determinados. Ao estender a.teoria para funções de duas variáveis, você 
verá que ela é similar ao caso de uma variável; contudo, algumas complicações 


aparecem. 


17.3.1 DEFINIÇÃO 


A função f de duas variáveis tem um valor máximo relativo no ponto (Xo, Yo) 


se existir um disco aberto В((х,, Yo); r), tal que f(x, Yo) > f(x, y) para todo 


(x, y) em B. 


17.3.2 DEFINICÁO 


A função f de duas variáveis tem um valor mínimo relativo no ponto (Xy, Yo) 


se existir um disco aberto B((xy, Yo); r), tal que f(x, Yo) < f(x, у) para todo 


(x, y) em B. 


| > ILUSTRAÇÃO 1 Na Figura 1 está o gráfico da função f definida por 
Хо, у) = 425 - x! - у? 
Seja B qualquer disco aberto ((0, 0); r) onde r € 5. Da Definicáo 17.3.1, segue 


que f tem um valor máximo relativo de 5 no ponto onde x = 


Оеу = 0. 


Na Figura 2 aparece um esboço do gráfico da função д рага a qual 


gx у) = х? + y? 


Seja B qualquer disco aberto ((0, 0); r). Então, da Definição 17.3.2, g tem um 
valor mínimo relativo de O na origem. я 


| 
| 
| 
| 
і 
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(хо, Уо, f xo, Yo) 


Yo 


“хо, yo) 
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Análogo ao Teorema 4.1.3 para funções de uma variável, existe o seguinte . 
teorema para funções de duas variáveis. 


Seja f(x, y) definida em todos os pontos de algum disco aberto B(x,, Yo); r) e 
tendo um extremo relativo em (Xo, Yo). Então, se existirem f (Xo, Yo) € f, (Xo, У), 
teremos 


Хх у) = 0 e Б Yo) = 0 


Antes de demonstrar o Teorema 17.3.3, vamos dar um argumento geométri- 
co informal. Seja f uma função satisfazendo as hipóteses e suponha que f tenha 
um valor máximo relativo em (xy, уо). Considere a curva de intersecção do pla- 
no у = yy com a superfície z = f(x, y) (consulte a Figura 3). Essa curva é re- 
presentada pelas equações 


у=» e z = f(x, y) 


Como f tem um valor máximo relativo no ponto onde x = xy у = Yo, Se- 
gue que essa curva tem uma reta tangente horizontal no plano y = уь, em 
(хо, Уо, f Xo. Yo). A inclinação dessa reta tangente f(Xo, Yo); assim f,(xo, Yo) = 0. 
De uma forma similar podemos considerar a curva de intersecção do plano 
X = X, com a superfície z = f(x, y) e obter f,(xs, Yo) = 0. Uma discussão si- 
milar pode ser feita se f tiver um valor mínimo relativo em (хо, Yo). А seguir 
está a demonstração formal. 


Prova do Teorema 17.3.3 Vamos provar que se f tiver um valor máximo relativo 
em (хо, Yo) e se f, (xo, Yo) existir, então f,(x,, Yo) = O. Pela definição da deriva- 
da parcial, 


a: Fo + Ax, yo) — f(Xo. Yo) 
Ах, Уо) = Лт Ax 


Como f tem um valor máximo relativo em (Xo, Yo), pela Definição 17.3.1, 
f (xo + Ax, yo) — Fo, yo) «0 


sempre que Ax for suficientemente pequeno, de tal forma que (Xy + Ax, Yo) 
esteja em B. Se Ax tender a zero pela direita, Ax > 0; logo, 


f(Xo + Ax, Yo) m f (xo; yo) < 0 
Ах 


Assim, pelo Teorema 2.10.3, se f,(x,, Yo) existir, fáXo Yo) < 0. 
Analogamente, se Ax tender a zero pela esquerda, Ax « Ое 


f (xo + Ax, yo) — (хо, Yo) 
Ax 


20 


Logo, pelo Teorema 2.10.4, se SAX, Yo) existir, /,(хо, Yo) > 0. Concluímos, en- 


- tão, que, existindo f (хо, Yo), ambas as desigualdades, fo, Yo) < DE Lo, Yo) > 0, 


devem ser válidas. Conseqüentemente, /,(хо, Yo) = 0. 

A demonstração de que f(Xo, Yo) = O se /,(хо, Yo) existir e f tiver um valor 
máximo relativo em (xy, Yo), é análoga e será deixada como exercício (veja o 
Exercício 37). A demonstração do teorema quando f(x,, Yo) for um valor mí- 
nimo relativo também será deixada como exercicio (veja o Exercício 38). B 
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Um ponto (x,, Yo) para o qual temos ambas as igualdades f4xo, у) = бе 
Fo, Yo) = 0, é charriado de ponto crítico. 


О Teorema 17.3.3 estabelece que uma condição necessária para que uma fun- 
ção de duas variáveis tenha um extremo relativo em um ponto, onde suas deri- 
vadas parciais primeiras existem, é que ele seja um ponto crítico. É possível, 
para uma fungáo de duas variáveis, ter um extremo relativo em um ponto no 
qual as derivadas parciais náo existem, mas nào iremos considerar tal situacáo 
neste livro. Além disso, a anulação das derivadas parciais primeiras de uma fun- 
ção de duas variáveis não é uma condição suficiente para que a função tenha 
um extremo relativo no ponto. Isso ocorre na ilustração a seguir. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Seja f a função definida por 


Дх, у) = у? – х? 
Entáo, 


fox, y) = —2x Дх, y) = 2y 
Ambas, f;(0, 0) e f,(0, 0), são nulas. Um esboço do gráfico de f aparece na Fi- 
gura 4; os pontos próximos á origem dáo ao gráfico uma forma de sela. É claro 
que f não satisfaz as Definições 17.3.1 ou 17.3.2 quando (ху, yo) = (0, 0). 
| < 


Na Ilustração 2, o ponto (0, 0) é chamado de ponto de sela da função f. 

Há um teste da derivada segunda que dá condições que garantem a existência 
de extremos relativos para uma função em um ponto onde suas derivadas par- 
ciais são nulas. Contudo, algumas vezes é possível determinar os extremos de 
uma função pelas Definições 17.3.1 e 17.3.2, conforme está mostrado na ilus- 
tração a seguir. 


> ILUSTRAÇÃO 3 Seja f a função definida por 
f(x, y) = 6x — 4y — х? — 2y? 
Vamos determinar se f tem algum extremo relativo. 


Como f e suas derivadas parciais existem em todo (x, y) em R?, o Teorema 
17.3.3 é aplicável. Derivados, obtemos 


Jixy=6-=2x e Му) = –4 – 4у 


Expressando f(x, y) e f(x, y) iguais a zero, obtemos x = 3e y = —1. Veja 
a Figura 5 para um esboço do gráfico da equação 


z = 6x — 4y — x? — 2y? 


É um parabolóide tendo um eixo vertical, com vértice em (3, — 1, 11) eabrindo 
para baixo. Podemos concluir que f(x, у) < f(3, — 1) para todo (x, у); logo, 
pela Definição 15.3.1, f(3, — 1) = 11 é um valor máximo relativo da função. 

< 


O teste básico para determinar máximos e mínimos para funções de duas va- 
riáveis é o teste da derivada segunda, dado no teorema a seguir. 


17.3.5 TEOREMA 
Teste da Derivada Segunda 
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Seja f uma função de duas variáveis, tal que f e suas derivadas primeira e se- 
gunda sejam contínuas em algum disco aberto B((a, b); r). Suponhamos, além 
disso, que f(a, b) = 0 e fla, b) = 0. Então, 


(i) f tem um valor mínimo relativo em (a, b) se 
Lda, b) f(a, b) — fa, b) > 0 e Уа, b) >0 (ou fla, b) > 0) 
(ii) f tem um valor máximo relativo em (a, b) se 
foda, b) f, (a, b) — fa, b) > 0 e fila, Б) < 0 (ou f,(a, b) < 0) 
(iii) f(a, b) não é um extremo relativo se 
fla, b) f, (a, b) — ја, b) < 0 
(iv) Náo podemos tirar conclusáo nenhuma se 
foda, b) f, (a, b) — f. (a, b) = 0. 


Adiaremos a discussáo da prova do teste da derivada segunda até o final des- 
ta seccáo, onde provaremos a parte (i). 


EXEMPLO 1 Se 
Јо, y) = 2x* + y! — х? — 2y 
determine, caso haja, os extremos relativos de f. 


Solucáo Para aplicar o teste da derivada segunda, calculamos primeiro as 
derivadas primeira e segunda de f. 


SAX, y) m 8x? — 2x Ska, y) = 2y —2 
(0%, у) E 24x? x f» y) =2 fox, y) =0 


Resolvendo f(x, y) = 0, obtemos x = -+,x = 0e x = +. Resolvendo 
agora f(x, у) = 0, obtemos y = 1. Logo, f, e f, são ambas nulas nos pontos 
(24, 1), (0, 1) e E, 1) e esses são os pontos críticos de f. Os resultados da 
aplicação do teste da derivada segunda a esses pontos estão resumidos na Ta- 
bela 1. 


Tabela 1 
Ponto crítico Ja Jy. d. daddy Conclusáo 
(+4, 1) 4 2 0 8 f tem um valor mínimo relativo 
(0, 1) -2 2 0 —4 f nào tem um extremo relativo 


G. D f tem um valor mínimo relativo 


No ponto (— +, 1), fa > 0e f, f,, — fo? > 0; assim, do Teorema 17.3.5 (i), 
f tem um valor mínimo relativo em (-+, 1). Em (0, 1), fæ fy — fe < 0; 
assim, do Teorema 17.3.5 (iii), f nào tem extremo relativo em (0, 1). Como 
fa» Ое љу — fj > 0em Œ, 1), f tem um valor mínimo relativo nesse 
ponto pelo Teorema 17.3.5(1). 

Como f(-4, 1) = -4 e fQ, 1) = – 5, concluímos que f tem um valor 
mínimo relativo de — 2- em cada um dos pontos (— +, 1) e (3, 1). 
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Vamos discutir agora extremos absolutos de funções de duas variáveis. 


17.3.6 DEFINICÁO | A funcáo f de duas variáveis terá um valor máximo absoluto em seu domínio 
D, no plano xy, se existir algum ponto (ху, yo) em D, tal que f(x», Yo) > f(x, y) 
para todos os pontos (x, y) em D. Em tal caso, f(xo, Yo) é denominado o valor 


máximo absoluto de f em D. 


17.3.7 DEFINIÇÃO | A função f de duas variáveis terá um valor mínimo absoluto em seu domínio 
y D, no plano xy, se existir algum ponto (Xo, Yo) em D, tal que /(хо, Yo) < f(x, y) 
para todos os pontos (x, y) em D. Em tal caso, f(x, Yo) é denominado o valor 


А . mínimo absoluto de f em D. 
ronteira 


Para funcóes de uma ünica variável, tínhamos o teorema do valor extremo: 
Se a função f for contínua no intervalo fechado [a, 5], então f terá um valor 
máximo absoluto e um valor mínimo absoluto em [a, b]. Sabemos que um ex- 
tremo absoluto de uma funcáo contínua num intervalo fechado deve ser um 
O valor funcional extremo relativo ou um valor funcional na fronteira do interva- 
lo. Temos uma situação correspondente para funções de duas variáveis. No enun- 
ciado do teorema do valor extremo para funções de duas variáveis, vamos nos 

y referir a uma região fechada, no plano xy. Por região fechada entendemos aquela 
^ que inclui sua fronteira. Na ilustracáo a seguir damos algumas герібеѕ fechadas 
| e identificamos a fronteira de cada regiáo. 


fronteira 
N b ILUSTRAÇÃO 4 (а) Um disco fechado é uma regiáo fechada. A fronteira é 


a circunferéncia do disco. Veja a Figura 6. 
(b) Os lados de um triángulo, juntamente com a regiáo contida nele, consti- 
tuem uma regiáo fechada. A fronteira consiste nos lados do triángulo. Veja a 


FIGURA 6 


————————————9 . 
O * Figura 7. 
FIGURA 7 (e) Os lados de um retángulo, juntamente com a regiáo contida nele, consti- 


tuem uma regiáo fechada. A fronteira consiste nos lados do retángulo. Veja 
a Figura 8.* 4 


17.3.8 TEOREMA 
Teorema do Valor Extremo 
para Рипсбе$ de Duas Variáveis 


Seja R uma região fechada no plano xy, e seja f uma função de duas variáveis 
contínua em R. Entáo, existe pelo menos um ponto em R onde f tem um valor 
máximo absoluto, e pelo menos um ponto em R onde f tem um valor mínimo 
absoluto. 


A demonstração desse teorema será omitida, pois foge ao contexto deste livro. 
Se f for uma função satisfazendo o Teorema 17.3.8 € se ambas f(x, y) e f(x, y) 
existirem em todos os pontos de R, entáo os extremos de f ocorreráo num ponto 
(Xo, Yo), onde /.(хо, Yo) = O e f(x», Yo) = 0, ou num ponto da fronteira de R. 


fronteira 


EXEMPLO 2 Um fabricante que é um monopolista fabrica dois tipos de lám- 
padas. De sua experiéncia, o fabricante determinou que se x lámpadas do pri- 
O meiro tipo e y lámpadas do segundo tipo forem feitas, cada uma delas poderá 


FIGURA 8 * N. do R.: Um ponto P será da fronteira de R, denotada pelo símbolo ðR, se satisfizer a seguinte 


propriedade: toda bola B(P, r) centrada em P, com r > 0, contém pontos de R e de 


seu complemento. O ponto Q será interior a R, denotado por R, se satisfizer a seguinte 
propriedade: existe uma bola B(Q, r) centrada em Q, com r > 0, totalmente contida 


em R. É claro então que R = RU aR e ðR N R = Ø. 


O 
FIGURA 9 
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ser vendida pelos valores (100 — 2x) e (125 — 3y), respectivamente.* O custo 
de fabricação de x lâmpadas do primeiro tipo e y lâmpadas do segundo tipo 
é de (12x + 11у + 4ху). Quantas lâmpadas de cada tipo devem ser produzidas 
para que ele obtenha o lucro máximo, e qual é o lucro máximo? 


Solução A renda obtida com a venda das lâmpadas do primeiro tipo é 
x(100 — 2x), e com as lâmpadas do segundo tipo é y(125 — 3y). Logo, se f(x, y) 
for o lucro do fabricante, 

f(x, y) = x(100 — 2x) + y(125 — Зу) — (12x + 11у + 4xy) 
88x + 114y — 2x? — 3y? — 4xy (1) 


Como x e у representam o número de lâmpadas, exigimos que x 2 деу 2 0 
e permitiremos que x e y sejam quaisquer números reais náo-negativos. Além 
disso, (100 — 2x) é o preço de venda de lâmpadas do primeiro tipo. Assim, 
exigimos que 100 — 2x > 0 ou, equivalentemente, x < 50. Analogamente, co- 


. mo (125 — 3y) é o preco de venda de làmpadas do segundo tipo, exigimos que 


y < E. Logo, o domínio de f é a região fechada, definida pelo conjunto 
x 010 <х < 50 e O<y< Y 


Essa regiáo é retangular e aparece na Figura 9. A fronteira da regiáo consiste 
nos lados do retángulo. Como fé uma funcáo polinomial, entáo ela é contínua 
em toda parte. Logo, f é contínua em seu domínio; assim, o teorema do valor 
extremo pode ser aplicado. Os pontos críticos de f são encontrados, se determi- 
narmos onde f(x, у) = 0 e f(x, y) = O.- 


fo, y) = 88 — 4x — 4y fx, y) = 114 — 6y — 4x 
Expressando f(x, y) = 0 e f(x, y) = 0, temos 


x + y = 22 
2x + 3y = 57 


Resolvendo essas equações simultaneamente, obtemos x = 9 e y = 13. Para 
aplicar o teste da derivada segunda, calculamos as derivadas parciais segundas. 


Лх. y) = —4 Ах, y) = —6 fox; y) = —4 
No ponto (9, 13), 
3.49, 13) = —4 «0 


Ј.,9, 13)/,,(9, 13) m 7,5209, 13) = (— 4)(— 6) m (—4)? 
=8>0 


Segue, então, pelo Teorema 17.3.5(ii), que f terá um valor máximo relativo em 
(9, 13). - 


De (1), 

f(x, y) = x(88 — 2x) + y(114 — 3y) — 4xy (2) 
Assim, 

Г, 13) = 9(70) + 13(75) — 468 


= 1.137 


* N. do R.: Considere uma unidade monetária básica que será denotada por $. O valor numérico 
em qualquer outra moeda pode ser obtido multiplicando o original por um fator cam- 
bial determinado. 
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O valor máximo absoluto de f deve ocorrer em (9, 13) ou na fronteira do 
domínio de f. Vamos comparar f(9, 13) com os valores funcionais na fronteira. 

Para a parte da fronteira no eixo x com x e [0, 50], calculando os valores fun- 
cionais por (2), temos: 


f(x, 0) = 88x — 2x? 
Seja 
g(x) = 88x — 2x? x € [0, 50] 


Entáo, 

g(x)—-88—4x е g (x= -4 
Como g'(22) = 0e g”(22) < 0, g tem um valor máximo relativo de 968 em 
x = 22. Além disso, g(0) = 0 e g(50) < 0. Como f(9, 13) = 1.137 > 968, 


o valor máximo absoluto de f nào ocorre no eixo x. 
Para а parte da fronteira sobre o eixo y com y e [0, 2], de (2), 


ЈО, y) = 114y — 3у? 
Seja 

h(y-114y 3y? — ye[0, +55} 
Entáo, 

h(y = 114 – бу е H(y=-6 


Сото A'(19) = 0е h” (19) < 0, A tem um valor máximo relativo de 1.083 em 
y = 19. Além disso, A(0) = 0 e k(LÉ) < 0. Como f(9, 13) = 1.137 > 1.083, 
o valor máximo absoluto de f não ocorre no eixo y. 


Vamos considerar agora a parte da fronteira sobre a reta x — 50, com 
y e [0, 33]. De (2), 


f(50, y) = y(114 — 3y) — 600 — 200y f(0, y) = y(114 — 3y) 

Comparando essas duas equacóes, 
f(50, y) < f(O, y) 

Como f(9, 13) > f(0, y) para todo y em [0, 42], então, da desigualdade acima, 
f(9, 13) > f(50, y) para y e [0, 125] 


Logo, o valor máximo absoluto de f não ocorre sobre a reta x = 50. 
Finalmente, temos a parte da fronteira sobre a reta y = “2, com x e [0, 50]. 


De (2), 

f(x, 135) = x(88 — 2x) — 1325 —399x — f(x,0) = x(88 — 2x) 
Dessas duas equações segue que f(x, 4%) < f(x, 0). Portanto, como 
F(9, 13) > f(x, 0), para todo x em [0, 50], podemos concluir que ele também 
é maior do que f(x, 212) para todo x em [0, 50]. Assim, o valor máximo abso- 
luto não pode ocorrer sobre a reta y = “Y. 

Logo, o valor máximo absoluto de f náo está sobre a fronteira, mas sim no 
ponto (9, 13). Concluímos, então, que 9 lâmpadas do primeiro tipo e 13 lámpa- 
das do segundo tipo devem ser produzidas para o lucro máximo de $ 1.137. 


FIGURA 10 
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EXEMPLO 3 Determine as dimensóes relativas de uma caixa retangular, sem 
a tampa e com um dado volume, sendo usada a menor quantidade de material 
possível em sua fabricação. 


Solução Sejam x unidades o comprimento da base da caixa, y unidades 
a largura da base da caixa, z unidades a altura da caixa e S unidades a: área 
da superfície da caixa. Sejam V unidades de volume o volume dado da caixa, 
onde V é uma constante. A Figura 10 mostra a caixa. 

Cada uma das variáveis x, y e z está no intervalo (0, + oo). Temos as equações 


S=xp+2xz+2yz е V=xyz 


Resolvendo a segunda equação para z em termos de x, y e da constante V, iremos 


obter z = Ko e substituindo esse valor na primeira equação, teremos 
Xy 


21 2V 
S = xy + — + — (3) 
y x 


Derivando, obtemos 


05 — 2V 05 -— 2V 
dx ^ xi ôy y? 
025 4V 05 4 0258 4V 
ox! x? dyóx |. oy! y 
Expressando s. cs 0e 2S ш 0, obtemos 
дх ду 
x?y —- 2V = 0 
xy? -2V 20 | 
Resolvendo essas duas equações simultaneamente, obtemos x = Y2V e 


y = 3/2V. Para esses valores de x e y, 
es 4V 028 025 ( es у г. 4 | 
дудх (VP GAVE 


ox PV; dx ду? 
=2>0 =3>0 


Do Teorema 17.3.5(i), segue que S tem um valor mínimo relativo quando 
x = Y2Ve y = Y2V. Convém lembrar que x e y estão no intervalo (0, + оо), 
e notar, da equação (3), que S é muito grande quando x e y estão próximos 
de zero ou sáo muito grandes. Assim sendo, concluímos que o valor mínimo 
relativo de S é um valor mínimo absoluto de S. 

Como z = V/(xy), então, quando x = Y2Ve y = Y2V, 


N 


Logo, a caixa deve ter uma base quadrada e uma altura que é a metade do com- 
primento do lado da base. 
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Uma aplicação de extremos de funções de duas variáveis envolve a obtenção 
da reta que melhor se ajuste a um conjunto de pontos dados. Por exemplo, su- 
ponha que queiramos encontrar um modelo matemático para alguns dados que 
são um conjunto de pontos (xi, yi), Q6, Y2), ..., (х, Yn). Em particular, y; po- 
deria ser o lucro semanal de um fabricante, enquanto que x, seria o número de 
unidades vendidas por semana, ou y; poderia ser o total de vendas anuais, en- 
quanto que x, seria o número de anos decorridos desde o começo da empresa. 
O número de casos novos de uma doença epidémica poderia ser y; enquanto 
que x, seria o número de dias decorridos desde o aparecimento da epidemia. 
O modelo desejado é uma relação entre x e y que permita fazer futuras predi- 
ções. Tal relação é proporcionada por uma reta que “'se ajuste”? aos dados. 

Para chegar a uma definição adequada de tal reta, vamos indicar primeiro 
em que medida uma determinada reta ajusta-se a um conjunto de pontos, me- 
dindo as distâncias verticais entre os pontos e a reta. Por exemplo, na Figura 
11 existem п pontos e a reta y = mx + b. O ponto (x, у) é o i-ésimo ponto 
e, correspondendo a ele, existe na reta o ponto (х, mx, + Б). O desvio (ou er- 
ro) entre o ¡-ésimo ponto e a reta é definido como d,, onde 


d; = y; — (mx; + b) 


A soma dos quadrados dos desvios é 
Y d? = Y [yi - (nx, + Dp 
i-1 ї= 1 


que nunca é negativa, sendo zero somente se cada um dos d; for zero, quando 
todos os pontos estáo sobre a reta. Tomaremos como a reta de melhor ajuste, 
n 


aquela para a qual >, d? é um mínimo absoluto. Essa reta é chamada de 


i21 
reta de regressáo de y em x, e o processo de encontrá-la é chamado de método 
dos mínimos quadrados. 
Agora vamos dar o procedimento para o uso do método dos mínimos qua- 
drados, a fim de obter a reta de regressáo y — mx + b para um conjunto de 


n pontos dados. Como x; e y, sáo constantes e m e b sáo variáveis, Y dé 


i=l 


uma função de m e b. Denotamos essa função por f, de modo que 
Лт b) = Y (y, mx, — b}? 


Queremos encontrar os valores de m e de b que tornem f(m, b) um mínimo 
absoluto. Vamos calcular primeiro as derivadas parciais f„(m, b) e fm, b). 


n 


д 
Дыт, b) E Š дт [07 — MX; — by] 


Y 20, — mx, — bx) 


i-1 


2 Y (—xy; + mx? + bx) 


Tabela 2 
х 0 
1.200 


d 
1.800 


2 
2.500 


3 
3.100 
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LO; — mx; — by] 


Ms 
Sl% 


Мт, b) = 


I 
_ 


‚ 2i mx; — b(— 1) 


п 


= 2 y (— y; + mx; + b) 
i=1 


=2| -È y + т Y sen] 
i-1 і= 1 
Expressando f,(m, b) = 0 e f, (m, Б) = 0, obtemos 


Essas são duas equações simultáneas em т e b. Resolvendo a segunda equação 
para b teremos 


1 n n 
-1f DEI (5) 
n|i=1 i=1 
Substituindo b por esse valor em (4), obtemos 


пў х х;у; — En 


n 

m = 21 à" 
"E (E) 
No Exercício 41 será pedido que você forneça os detalhes envolvidos na obten- 
ção das equações (6), a partir de (4) e (5). No Exercício 42 será pedido que você 
use o teste da derivada segunda para mostrar que f tem um valor mínimo relativo 
para esses valores de m e de b, em (5) e (6). Você verá que há apenas um único 
extremo relativo para f. Também, m e b estão ambos no intervalo [— oo, + оо) 
e f(m, b) é grande quando o valor absoluto de m ou de b é grande. Assim, po- 
demos concluir que o valor mínimo relativo de fé um valor mínimo absoluto. 
Observe que aparecem nas fórmulas (5) e (6) quatro somatórios diferentes. 
Uma maneira de calculá-los é através de computadores ou calculadoras progra- 
máveis. Quando uma pequena quantidade de dados está envolvida, uma forma 

conveniente de calcular os somatórios é mostrada nos exemplos a seguir. 


(6) 


TM 


EXEMPLO 4 Uma antigüidade rara foi comprada em 1970 por $ 1.200. Seu 
valor era $ 1.800 em 1975, $ 2.500 em 1980 e $ 3.100 em 1985. Se o valor da 
antigüidade seguir o mesmo padrão de valorização até 1995, estime o valor dela 
em 1995 pelo método dos mínimos quadrados. 


Solucáo Para encontrar a reta de regressáo y — mx + b, supomos que 
x seja o nümero de períodos de 5 anos desde 1970 e supomos que o valor da 
antigüidade será y, 5x anos depois de 1970. Assim, temos os pontos dados na 
Tabela 2. 
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Tabela 3 
Xi yi 
0 1.200 
1 1.800 
2 2.500 
3 3.100 
y 6 8.600 
Tabela 4 
x 1 
y 20 
Tabela 5 
Xi yi 
1 20 
2 24 
3 30 
4 35 
5 42 
у 15 151 


оь - о 


Xiyi 
20 
48 
90 

140 

210 


508 
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A Tabela 3 mostra o cálculo dos quatro somatórios que aparecem nas equa- 
ções (5) e (6). Da tabela, 


Xiyi == 16.100 


Ms» 


4 4 4 
X х= 6 Ў Ni 8.600 Y x? = 14 
і=1 i-1 


1 


Com esses valores e n = 4 obtemos, de (6) e (5), 


- 406.100) — 6(8.600) a " 
icis 4(14) — 6(6) b = е 640(6)] 


= 640 
Logo, a reta de regressáo tem a equacáo 
y = 640x + 1.190 
Para o ano de 1995, x — 5. Para esse valor de x teremos 


y = 640(5) + 1.190 
4.390 


Assim, em 1995 о valor estimado da antigüidade será de $ 4.390. 


EXEMPLO 5 Na Tabela 4, x dias decorreram desde o início do surto de uma 


` determinada doença epidémica e y é o número de novos casos da doença no 


x-ésimo dia. (a) Ache a reta de regressão para os pontos (x,, y) dados. (b) Use 
a reta de regressáo para estimar o número de casos novos da doenga no sexto dia. 


Solucáo 


(a) A reta procurada tem uma equagáo y = mx + b. Para determinar m e b, 
calculamos primeiro os somatórios das equacóes (5) e (6) usando a Tabela 5. 
Da tabela, 


5 E '5 5 
Y Xi = 15 Y Yi = 151 у, xX? = 55 y х;у; = 508 
і=і EET = = 


De (6) e (5) com esses valores e n = 5, obtemos 


_ _5(508) — (15151) 
i $55) = (1905 — ? 


= 5,5 


151 — 5,5(15)] 
= 13,7 


Logo, a equacáo da reta de regressáo é 
y = 5,5х + 13,7 


(b) Na equagáo da reta de regressáo, quando x = 6, entáo y = 46,7. Portanto, 
no sexto dia de epidemia 47 novos casos sáo estimados. 


Concluiremos essa secção com a prova da primeira parte do teste da derivada 
segunda. 


Prova do Teorema 17.3.5() Para simplificar a notação, vamos definir 


ф(х, у) = Льо у) (х, y) y. Say x, y) 
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Dado que ф(0, b) > 0 e f(a, Б) > 0, queremos provar que f(a, b) é um valor 
mínimo relativo da função. Como fe» f. e fy São contínuas em B((a, Б); r), 
segue que $ também contínua em B. Logo, existe um disco aberto B'((a, b; r'), 
onde r’ < r, tal que ф(х, y) > 0e f(x, y) > 0 para todo ponto (x, y) em B’. 
Sejam A e k constantes, não sendo ambas nulas, tais que o ponto (a + й, b + k) 
estejam em b'. Entáo as duas equacóes 


x=a+h e y=b+kt Oxt«l 


definem todos os pontos do segmento de reta de (a, b) a (a + h, b + К) etodos 
esses pontos estáo em B'. Seja F a funcáo de uma variável definida por 


F(t) = f(a + ht, b + kt) (7) 
Pela fórmula de Taylor (fórmula (2), Secção 11.5), 
F(t) = F(0) + F'(0)t + 28 t? 


onde É está entre 0 e t. Set = 1 nessa equação, obtemos 
F(1) = F(0) + F'(0) + 3F"Q) (8) 


onde O < & < 1. Como F(0) = f(a, b) e F(1) = f(a + h, b + k), segue de (8) 
que 


f(a + h, b + k) = f(a, b) + F(0) + 3F"(£) (9) 


onde 0 < ё < 1. 
Para encontrar F'(t) е F”(t) de (7), usamos a regra da cadeia e obtemos 


Р() = hfla + ht, b + kt) + Куа + ht, b + kt) (10) 
e 


Е"(0) = If, + ҺА, + ҺЕ, + КЇ], 


onde cada derivada parcial segunda é calculada em (a + ht, b + kt). Do Teore- 
ma 16.7.1, segue que f(x, у) = f(x, y) para todo (x, y) em В’. Assim, 


F"(t) = B). 2hkf., + Kf, (11) 


onde cada derivada parcial segunda é calculada em (a + ht, b + kt). Substi- 
tuindo 0 por ѓ em (10) e é por t em (11), obtemos 


F'(0) = hf,(a, Б) + kf,(a, b) 
=0 


FE) = fi + 2hkf,, + Ку, 


onde cada derivada parcial segunda é calculada em (a + Аё, b + kë) е 
0 < É < 1. Substituindo esses valores de F'(0) e F"(£) em (9) obtemos 


f(a + h, b + К) — fa, b) = 4(?f,, + 2hkf,, + k?f,,) (12) 


Os termos entre parénteses no segundo membro de (12) podem ser escritos como 


2 у р һ2 + 2һк 2) - (132) de) 
ho. + 2hkf, + 27, SL ea + (172) a aa 
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Assim, de (12), 


fla + ьа 19 — fta, b) = E [C p K) adeb f e| (13) 


A [a Dn. 
Como fu fy — fo calculada em (a + АЕ, b + КЕ), é igual a 
pla + hé, b + кё) > 0 
segue que a expressáo entre colchetes no segundo membro de (13) é positiva. 


Além disso, como fla + АЁ, b + Кё), segue de (13) que f(a + А, b + k) — 
— fía, b) > 0. Assim provamos que 


f(a +h,b + k) > уа, b) 


para todo ponto (a + h, b + k) = (a, b) em В’. Logo, pela Definição 17.3.2, 
f(a, b) é um valor mínimo relativo de f. E 


A demonstração da parte (ii) do Teorema 17.3.5 é similar e será proposta 
como exercício (veja o Exercício 39). A demonstração da parte (iii) será tam- 
“bém deixada como exercício (veja o Exercício 40). A parte (iv) foi incluída para 


cobrir todos os casos possíveis. 


EXERCÍCIOS 17.3 


Nos Exercícios de 1 a 12, determine os extremos relativos de f, 
se existirem. 


18. 


Дх, y-xt-y-6)ry-l 
S(x, y) = x? — 4ху + y? + 4y 


1 64 
Јо у = + ху 
х у 


f(x, y) = 18x? — 32у? — 36x — 128y — 110 
Fx y) = e 
fox у) = x? + y? — 18xy 
f(x, y) = 4ху? - 2x!y — x 

2x -2y +1 
f(x, Deurly ad 
f(x, y) = x? + y? + 3y? —3x -9y +2 
f(x, y)=senx+seny0O<xx<m0<y 
f(x, y) =sen(x + y) + sen x + sen у; 0 < 
f(x, y) = e*sen y 


<a 
x<27,0<y<2n 


. Ache três números positivos cuja soma é 24, de modo que 


o produto deles seja o maior possível. 


. Ache três números positivos cujo produto é 24 e sua soma 


é a menor possível. 


. Ache o ponto no plano 3x + 2y — z = 5, que está mais pró- 


ximo do ponto (1, — 2, 3), e determine a distância mínima. 


. Ache os pontos na superfície y? — xz — 4 que estáo mais 


próximos da origem e determine a distáncia mínima. 


. Ache os pontos da curva de intersecção do elipsóide 


X? + 4y? + 4z? = 4 com o plano x ~ 4y ~ z = 0 que es- 
táo mais próximos da origem e determine a distáncia mínima. 
Uma fábrica tem duas classificações para seus operários, A 
e B. Os operários da classe A recebem $ 14 por jornada e 


19. 


20. 


21. 


22 


23. 


24. 


os da classe B, $ 13 por jornada. Para um certo lote de pro- 
ducáo, está determinado que se x operários da classe A e y 
operários da classe B trabalharem, o custo do lote será de 
y? + x? — 8xy + 600. Quantos operários de cada classe de- 
vem ser empregados, de tal forma que o custo do lote seja 
mínimo, se pelo menos três operários de cada classe são exi- 
gidos para a sua fabricação? 

Uma injeção de x mg da droga 4 e y mg da droga B causa 
uma resposta de А unidades, e R = x?y(c — x — y), onde 
c é uma constante positiva. Que quantidade de cada droga 
causará a resposta máxima? 

Suponha que : horas após a injeção de x mg de adrenalina 
a resposta seja А unidades, e А = te (с — x)x, onde сё 
uma constante. Que valores de x e £ irão causar a resposta 
máxima? 

Ache o volume do maior paralelepípedo que pode ser inscri- 
to no elipsóide 36x? + 9y? + 42? — 36, se os lados forem 
paralelos aos eixos coordenados. 


. Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita a um custo 


de $ 10 para o material. Se o material para a base custa 
$ 0,15 por centímetro quadrado e o material dos lados custa 
$ 0,30 por centímetro quadrado, ache as dimensóes da caixa 
de maior volume que pode ser feita. 

Uma caixa retangular fechada, para conter 16 cm, deve ser 
feita com três tipos de materiais. O custo do material da tam- 
pa e da base é de $ 0,18 por cm”, o custo do material das 
partes da frente e de trás é de $ 0,16 por cm? e o custo do 
material para os outros dois lados é de $ 0,12 por cm?. Ache 
as dimensões da caixa, de modo que o custo do material seja 
um mínimo. 

Suponha que 7 graus seja a temperatura em qualquer ponto 
(х, y, 2) da esfera x? + y? + z = 4e T = 100xy?z. Ache 
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os pontos da esfera onde a temperatura é máxima e também 
os pontos onde ela é menor. Ache a temperatura nesses 
pontos. 

25. Suponha que a fabricação de um produto requer x horas por 
máquina e y horas por pessoa e o custo de produção seja da- 
do por f(x, y), onde 


f(x, y) = 2х3 — бху + y? + 500 


- Determine o número de máquinas-hora e pessoas-hora ne- 
cessárias para que o custo seja mínimo. 

26. Uma loja vende dois tipos de camisas que são similares, mas 
de diferentes fabricantes. O custo para a loja, do primeiro 
tipo, é $ 40, enquanto que o segundo tipo custa $ 50. Ficou 
determinado pela experiência que se os preços de venda fo- 
rem хе y, então o número de peças vendidas a cada mês será 
3.200 — 50x + 25y e 25x — 25y, respectivamente. А que preço 
deverá ser vendido cada tipo de camisa, para que o lucro bruto 
seja máximo? 

27. Uma pintura abstrata foi vendida pelo artista em 1915 por 
$ 100. Dada a sua importância histórica, o seu valor tem cres- 
cido no decorrer dos anos. Esse valor era de $ 4.600 em 1935, 
$ 11.000 em 1955 e $ 20.000 em 1975. Na hipótese de que 
a valorização da pintura seguirá o mesmo padrão até 1995, 
use o método dos mínimos quadrados para estimar o seu va- 
lor em 1995. 

28. Nos EUA um carro modelo 1985 foi vendido como carro usa- 
do em 1986 por US$ 6.800. Seu valor era de US$ 6.200 em 
1987, US$ 5.700 em 1988 e US$ 4.800 em 1990. Use o méto- 
do dos mínimos quadrados para estimar qual era o seu valor 
em 1989. | 

29. Um filme vem sendo exibido no Cinema Um por 5 semanas 
e o público (aproximado para a centena mais próxima) pre- 
sente em cada semana está registrado na tabela: 


Semana 
Público 


3.900 


5.000 4.500 4.100 3.500 


Supondo que o público semanal continuará a declinar segun- 
do o mesmo padráo, até atingir 1.500, (a) use a reta de re- 
gressáo para os dados da tabela, a fim de determinar o pú- 
blico na sexta semana. (b) O filme irá para o Cinema Dois, 
menor, quando o público estiver abaixo de 2.250. Quantas 
semanas espera-se que dure a exibicáo no Cinema Um? 
30. Cinco tipos de árvores tiveram sua seiva analisada para me- 
dir a quantidade de hormónio que causa a queda das folhas. 
Para as árvores da tabela a seguir, quando foram medidos 
'x microgramas (ug) de hormónio, y folhas haviam caído. 


Carvalho Bordo Bétula Pinheiro Alfarrobeira 


(a) Ache uma equagáo da reta de regressáo para os dados 
da tabela. (b) Use a reta de regressáo para estimar o número 
de folhas que caem de uma árvore cuja quantidade de hor- 
mónio liberado foi de 100 ug. 
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31. Cinco corredores foram examinados para determinar a quan- 
tidade máxima de aspiracáo de oxigénio, que é uma medida 
usada para caracterizar a situacáo cardiovascular de uma pes- 
soa. Os resultados estáo na tabela a seguir, onde xé o núme- 
ro de segundos no melhor tempo feito em um kilómetro e 
y é o número de mililitros por minuto, por quilograma de 
peso corporal da aspiragáo máxima de oxigénio do corredor. 


Corredor Corredor Corredor Corredor Corredor 
A B C D E 


300,5 350,6 407,3 326,2 512,8 
350,2 325,8 375,6 418,5 400,2 


(a) Ache uma equação da reta de regressão para os dados 
da tabela. (b) Use a reta de regressáo para estimar a máxima 
aspiração de oxigênio de um corredor, cujo melhor tempo 
em um milha é de 340,4 s. 

32. O nümero de pontos obtidos por um estudante no vestibular 
foi usado para predizer a média obtida no fim do primeiro 
ano de graduação. A tabela a seguir dá os dados para seis 
estudantes, onde x é o número de pontos no vestibular e y 
é a média. 


Estudante Estudante Estudante Estudante Estudante Estudante 
A B C D E F 


2,7 3,1 3,8 2,2 


(a) Ache uma equação da reta de regressão para os dados da 
tabela. (b) Use a reta de regressáo para estimar a média de um 
estudante que obteve 88 pontos no vestibular. 

33. Um monopolista produz grampeadores e grampos cujas equa- 
ções de demanda são x = 10/(pq) e y = 20/(pq), onde 1.000x 
grampeadores sáo demandados, se o prego for p por gram- 
peador e 1.000y caixas de grampos sáo demandadas, se o pre- 
co por caixa for q. O custo de producáo é $ 2 para cada gram- 
peador e $ 1 para cada caixa de grampos. Determine o preco 
de cada produto, a fim de obter um lucro total máximo. 

34. Se as equações de demanda no Exercício 33 forem x = 11 — 
— 2p — 2qey = 19 — 2p — 3q, mostre que para ter o lucro 
total máximo, os grampeadores devem ser gratuitos e os 
grampos devem ser caros. 

35. Determine as dimensóes relativas de uma caixa retangular sem 
tampa, a ser feita com uma dada quantidade de material, para 
que a caixa tenha o maior volume possível. 

36. Prove que a caixa com volume máximo que pode ser coloca- 
da dentro de uma esfera tem a forma de um cubo. 

37. Prove que /,(хо, yo) = 0 se Fo, Yo) existir e f tiver um va- 
lor máximo relativo em (хо, Yo). 

38. Prove o Teorema 17.3.3, quando f(Xp, Yo) é um valor míni- 
mo relativo. 

39. Prove o Teorema 17.3.5(ii). 

40. Prove o Teorema 17.3.5(iii). 

41. Obtenha a equacáo (6) substituindo de (5) em (4). 
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n л п 2 
42. Se f(m, b) = Y, (y; – mx, — b)?, use o teste da deri- var que У: х? > ( 2 x) . Para provar isso, seja 
{= 1 i=} i21 
vada segunda para provar que os valores de m e b em m 1 n . . E 
(5) e (6) dáo um valor mínimo relativo de f. (Sugestáo: Tuy Y x; € aplique as propriedades da notação de so- 


М . = 1 
mostre primeiro que /,„„(т, b) > 0. Para mostrar que | 


Fon, b) * Лт, b) — foyxm, b) > 0, você deve pro- matória à desigualdade ру (х - х)? > 0.) 


17.4 FUNCÓES IMPLÍCITAS, Dada uma equação do tipo F(x, y) = 0, curva de nível da função z = F(x, y), 
DERIVAÇÃO ela pode definir qualquer uma das variáveis x e y como função da outra ou não. 
Esse tipo de equação pode aparecer, por exemplo, em algum experimento de 
laboratório onde dois ou mais parámetros sáo observados e, em vez dos dados 
compilados darem origem a uma relação funcional entre eles, o melhor que se 
pode conseguir com os dados é uma relação do tipo F(x, y) = 0. Essa relação 
estabelece uma interdependência não explicitamente funcional entre os pará- 
metros x e y. 

Uma equação do tipo F(x, y) = 0 pode corresponder a um gráfico de uma cur- 
va onde podemos identificar mais de uma função. Analogamente, uma equa- 
ção do tipo F(x, y, z) = 0 pode ser o gráfico de uma superfície formada por 
diversas funções. Observe os gráficos das Secções 15.7 e 16.1. Em alguns casos 
as curvas de nível (z = 0) determinam gráficos de funções e em outros não. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Considere F(x, у) = x? + y? — 1. A condição de que F(x, 
ХО) = x? + [fG9P — 1 = 0 para todo x no domínio de f está satisfeita por 
cada uma das seguintes escolhas para f. 


(D F(x) = - 41 - ж -1I <x< 1 


(2) /(х) = М1 = х? -1<x<1 

| _ ӘЛ -х? -i«x«0 

oso = M 0<x<1 
Observe que no caso (3) a função é descontínua no zero. - 4 
D ILUSTRAÇÃO 2 А equação xy — 1 = O define а função y = С х » 0. 
4 


> ILUSTRAÇÃO 3 Consideremos a equação x? — 2yx + x? — 1 = 0. Dize- 
mos que ela define implicitamente a função y = х + 1. 
De fato, temos que 


(х + 1) 20 + 1) + x? 1=x24+2x+1-2x*-2x-1=0 
Observe que a equação dada também define a função y = x — 1. 4 


> ILUSTRAÇÃO 4 A equação In y — x? = 0 define a função у = e”, De fa- 
to, temos que 
n(e%)-x=x-x=0 | 
“Poderíamos ter também as funções x = + (In y)? 1 < y. «4 


D ILUSTRAÇÃO 5 Já a equação [(sen y + 2)? x?]"2 = 0 define a função 
X = sen y + 2(ou x = —sen y — 2), mas não define y como função de x já 
que as senóides, curvas de nível de z = [(sen y + 2)? — x2]*2, (z = 0) nào 
sáo gráficos funcionais para x como variável independente. 


> ILUSTRAÇÃO 6 Рог fim, a equação cos x + cos у = O não define nem x 
como funcáo de y nem vice-versa. Observe a Figura 10 à página 915. 


17.4.1 TEOREMA 
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Em geral, dizemos que a equação Р(х, y) = 0 define implicitamente a função 
у= №), a < х < Б, se 

Fx, ЈО) =0,a<x<b 

Da mesma forma, a equação F(x, у, z) = 0 define implicitamente a função 
z = f(x, у), (х, y) € D, se 

F(x, y, Дх, Y) 20,06, y) ED 
onde D é uma regiáo do plano. 4 


> ILUSTRAÇÃO 7 Dada a equação x? + y? + z? = 1 dizemos que ela define 
implicitamente a função z = (1 — x? — у?)!??. De fato, temos que 

x? + y? + [1 – х – уор = x? + у +1 -– х – у = 1 « 

A discussáo das condicóes sobre a fungáo F para que ela defina implicitamente 
uma função é o Teorema da Função Implícita, o qual prova a existência de fun- 
ções implícitas a partir daquelas condições, foge ao contexto deste livro. 

No que segue, estaremos então admitindo tacitamente a existência da função 
implícita. Os próprios resultados obtidos darão conta de algumas restrições. Fica 
entendido que as fórmulas desenvolvidas só serão válidas para funções tais que 
a aplicação das fórmulas não conduza a um absurdo. 

Poderemos estar interessados em calcular pontos extremos, planos tangentes, 
enfim, analisar o comportamento de funções cuja definição explícita não é pos- 
sível ou é complicada. Torna-se importante, então, poder calcular suas derivadas 
parciais. Nesta secção desenvolvemos um método que nos permite encontrar 
as derivadas de funções definidas implicitamente, diretamente a partir da equa- 
ção ou das equações que a definem. Consideremos, por exemplo, a equação 

Fx,y-x-y-120 
a qual define implicitamente a função y = (1 — x?)'?. Temos que 

дЕ 


дЕ 
аЕ = —— + =d 
дх d ду iS 


2х dx + 2ydy=0 
onde igualamos a zero, pois F(x, y) = 0. Segue, entáo, que 


Ду _ _0х 
ах” 2y 
=- X 
y 


que existe sempre se y # 0. 


Dadas as funções F = F(x, y) ey = f(x) definidas e diferenciáveis, respectiva- 
mente, em D C R?ea < x < b. Seja f a fungáo definida implicitamente por 
F(x, y) = 0, isto é, F(x, f(x)) = O para a < x < b. Então, | 


дЕ 
df 3 og ae b 


dx 2E 
dy 


onde as derivadas do segundo membro devem ser calculadas nos pontos (x, f(x)) 
e supóe-se que E Xx 0. 
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Prova Para todo x € [a, b], temos que 


Fx, ЈО) = 0 
Logo, 
ағ = Е ах + 2E dy = 0 
дх ду 
Segue, entáo, que se E z 0, 
Ea 
dy _ __0x 
dx bF 
dy 


EXEMPLO 1 Dado que y é uma função implícita de x definida por F(x, y) = 


= x? + y cos x = 0, determine йу. 


ах 
Solucáo 
| Ea 
dy _ __0x 
dx дЕ 
ду 
_ 93€ -ysenx 
i cos x 
- —3x? cos == x? sen x (cos x = 0) 
cos? x 


P ILUSTRACÁO 8 Suponha que у(х) = FZL. Segue que Р(х, y) = y g(x) — 
— f(x) = 0. Entáo, g(x) 


dy | удо) — О 
dx | g(x) 
- LOISA (qm x 0) 
[g(x)] 
que é a conhecida fórmula para derivar o quociente de duas funções. « 


> ILUSTRAÇÃO9 Convém observar que a fórmula para o cálculo de 2 vale 


desde que exista y — f(x) a partir de F(x, y) = 0. Por exemplo, x? + y? = 0 
só tem a solução x = y = 0, isto é, um ponto. Entretanto, empregando a fór- 
mula, teremos 


DY _ _2х xX 

ах 2у y 
que nào faz sentido. 4 
EXEMPLO 2 Dada a curva y e* — x + V3 — 1 = 0, queremos determinar 


a equacáo da reta tangente à curva no ponto onde ela intercepta o eixo y. 


Solucáo 
* Dado que a equação da reta tangente à curva y = f(x) no ponto (Xo, Yo) é 


P 2) "m 
y Yo (2 TT (x — х), 
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| (x, у, f(x, y)) e supõe-se que -— = 0. 
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по nosso caso o ponto de tangéncia é (0, 1 — УЗ) e para determinarmos a equa- 


ção procurada resta determinar d Mas 


dx 
9F 
dy _ дх _ ye-1 _ -ye-*1 
dat 9F e* ü e* 
dy 


No ponto (0, 1 — v3) o valor de 2 ё ҮЗ, assim sendo (y — 1 + УЗ) = V3x 
é a equação procurada. T 


EXEMPLO 3 Queremos calcular 2 , sendo que y = f(x) é definida implicita- 
mente por F(x, у) = (3x? + 2y%Y = 0. 


Solução 
Ea | 
E àx _ 6€ _ 3x 
dx дЕ 4у 2у 
ду 


pois, se (3х2 + 2y2? = 0, então (3x? + 2y?) = 0. 


Podemos estender o teorema a seguir para funções de trés variáveis. 


Dadas as funções Е = F(x, y, z) ez = f(x, y) definidas e diferenciáveis, respec- 
tivamente, em D C R?e S С К°, seja f a função de (x, y) definida implicita- 


mente por F(x, y, z) = 0, isto é, F(x, y, f(x, y) = 0 em S. Então, 


IE SF 

д/с, y) _ __дх_ IV _ _ ду 
dx a ду ôF 
д2 oz 


para todo (x, y) € S. As derivadas do segundo membro sáo calculadas em 


дЕ 


04 


Prova Para todo (x, y) Є S, temos que 


Ех, y, f(x, Y) = 0 
Logo, | 


Mas, estamos supondo que 2 = f(x, y), então 


az д2 
= —= + dq 
dz Эх ах ay ly 


“Substituindo dz em dF, teremos 


(2E + 3E de) (2E 4 2E 35) ay 0 


дх dz Ox ду 9: ду 
Como x e y são variáveis independentes, ou seja, x não é função de y nem vice- 
versa, segue que n =0e E = 0; portanto, da relacáo acima obtemos 


дЕ дЕ dz дЕ дЕ dz 
— + -—-—— = 0 > + > = 0 
dx dz dx Y dy дт ду 
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método obtido anteriormente a fim de obter gom 
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Se E zo podemos dividir ambas as igualdades por T. obtendo assim 
as fórmulas dadas no teorema. " 


> ILUSTRACÁO 10 Sez = f(x, y) for definida e por F(x, y, z) = 
e se f for diferenciável, entáo 


af = 2E ах + AL dy 


дх ‚ду 
a Ea 
_ 20x _ _ду 
- car "7 CF " 
oz > oz 


EXEMPLO 4 Calcule dy sendo у = Дх) definida implicitamente por 
Нбх, у) = xy? — xcosy-1=0 
Solução 


2xy? — cos y —2xy? + cos y 
— A ах = DD". dx 
|2X'y + xseny o. 2x!) + x sen y 


EXEMPLO 5 Calcule SL e o sendo z = f(x, y) definida implicitamente por 


F(x, у, 2) = х + y? – 3xz = 0 
Solução Temos 


дЕ 2 дЕ дЕ 
IE as 23 LE  3y e ms 
Эх Зх: 2 ày Зу? 92 3х 
Logo, 
дЕ pa 
Qf _ __дх 22 SÉ Vox _ M 
Әх BF x MEI CGE MR) 
02. dz 


Consideremos agora a seguinte situação: temos uma função y = h(x) definida 
implicitamente pelo sistema de equações 


Hxy3=0e С(х,у,@) = 0 | 
Caso seja simples obter em cada uma delas z como função de x e y, isto é, 
= ЈО, у) e z= (х,у) 
entáo, ё claro que 
. H(x, y) = ЈО, у) - gx у) = 0 


. e de H(x, y) = 0 podemos tirar y = h(x), bem como z = /(x), pois 


z = f(x, h(x) = g(x, h(x) = (х) . À equação H (x, у) = 0 podemos aplicar о 
dy 
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Pode acontecer, entretanto, que explicitar z nas duas equações dadas seja uma 
tarefa por demais complicada. Podemos usar então o seguinte procedimento 
alternativo: 


dr = SE ах + DE dy + дЕ dz 0 
| дх ду âz 
e 
dx dy az 


ou, alternativamente, já que estamos supondo a existência das funções y = h(x) 
ez = x) e que elas são deriváveis, o sistema pode ser escrito como 


дЕ dy , дЕ dz _ _дЕ ` 
ду dx dz dx dx 
dG dy , ôG dz __0G 
ду dx dz dx дх 
Considerando as igualdades anteriores como um sistema linear em 22У. е д 
teremos, resolvendo por Cramer, dx ах 
ôF дЕ 3E F 
dz дх дх ду 
С 3G | |с ðG 
dy ld Carl (de Dar al 
dx . |дЕ дЕ dx |дЕ дЕ 
ду Oz ду д 
oo 96| aG 9С 
ду д ду д 


As igualdades acima permitem calcular facilmente as derivadas 2 e -4z ,mesmo 
sem conhecer a expressão explícita das funções A(x) e /(x). * 


EXEMPLO 6 Dado que 
Бох, у, 2) = х? +у+ Ф - 1 = 0 


Gx, у, 2) = х? – y?- 202 — 1 = 0 


dy ¿dz 
queremos calcular dx e a 
Solução Como | 
3E дЕ -F ӘЕ | -F Е 
dz дх|_ dx Oy | dy 95 |. 
os 1 7 17 |96 ag|^ O e lag ag|" 9" 
24 dx дх ду ду oz 
então 
dy _ 2х2 __3x dz _ Y _ 2x 
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Consideremos agora um caso um pouco mais complicado. Sáo dadas as equacóes 
F(x, y, и, v) = 0 e G(x, у, и, у) = 0 


Vamos supor que elas definem u e v como funções implícitas de x e y. Toman- 
do as diferenciais de F e G, teremos 


ағ = YE ах + дЕ dy + дЕ du + дЕ dv = 0 
gx dy du à 
e 
_ 0G ðG ôG ôG 2 
dG = M dx + Er dy + E du + ES dv = 0 


àv dv 
du = — dx + —d = — — 
u ELS ду у е dy Эх ах + dy dy 


Substituindo du e dv em dF e dG, teremos 


дЕ | дЕ du , дЕ àv дЕ | дЕ du , дЕ àv Y, _ 
(25 B du дх * dv do) ax + (4E 7 ди ду 7 àv 2) ау q 


àG , 9G du, 9G ðv àG , IG ди, ас dy) 
(36 + 3 dx ^ д» do) ах + (20 T 33» OD 2 ay g 


Mas x e y são as variáveis independentes e não existe nenhuma relação funcio- 


nal entre elas, logo p =0e 2 = 0, donde concluímos que 
дЕ ди | ӘЕ àv _ ӘР ӘЕ du | дЕ ду _  àF 
du Ox dv dx дх ди ду ду ду ду 
ӘС ди | 9G àv _ 3G DG du ‚ ðG à» _ DG 
du Ox dv Ox дх ди ду ду ду ду 


Supondo agora A ; 0, onde 


ANA 
du dv 
^-lag әс 
du dv 
= : du ди ду . ду 
podemos entáo determinar Әх? ду” Әх е TE Por exemplo, 
àF дЕ 
Ox dv 
ðG 96 
ðu | lôx àv 
dx ФЕ дЕ 
ди dv 
9с 3G 


du dv 
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A transformação definida implicitamente no caso em discussão por u = u(x, y), 
у = у(х, y) é uma transformação do plano no plano e corresponde a uma mu- 
danga de sistemas de coordenadas no plano: passagem das coordenadas x e y 
ás coordenadas u e v desde que esta transformação seja bijetora, isto é, para 
cada (x, y) corresponde pela transformação um único (и, v) e vice-versa. Saber 
calcular as derivadas parciais de u e v numa tal transformagáo, como veremos 
no Capítulo 18, desempenha papel importante no cálculo de integrais duplas 
e triplas, quando sáo necessárias mudangas de variáveis nestas integrais. 


EXERCÍCIOS 17.4 
16. sJ, 2) = xX? — y? - z? — 1, G(x, y, Z) = x!y - yz + 
1. Calcule E sendo F(x, y) = e? + sen(2x — 3y) = Код =х x T env a ош: 


+ xz? — 1. Calcule dy 
dx 


2. Calcule -S sendo Fix, y) = х? sen(x + y) + y^cos(x + y)=0. 17, Dado que x = r cos Өе y = r sen 0, calcule Ze 2. 
18. Dé a equação do plano tangente à superfície z = f(x, y) de- 
sen (x + y) 
3. Calcule e sendo Р(х, у) = as (х= у) 7 0. finida implicitamente рог F(x, у, 2) = уе + xz - x? — 
— y? = 0 que passa pelo ponto P = (1, 1, 0). 
4. Calcule KA sendo F(x, y) = ax? + 2bxy + cy? = 0. 19. Dé a equação do plano tangente à superfície z = f(x, y) de- 


dx finida implicitamente por F(x, y, z) = z? + (x? + y?)z + 


+ i = O que passa pelo ponto P = (1, 1, 1). 
. Determine a equação do plano tangente à superfície 
xy + yz + zx = 0 no ponto (1, 1, 1). 


5. Calcule SE sendo F(x, у) = sen? х + sen xcos y + cos? y=0. 49 


6. Calcule dy sendo F(x, y) = x sen y + y cos x = 0. 21. Vamos supor que a funcáo y = f(x) definida implicitamente 
dx i А х? у? 
por F(x, у) = Ps + "BC 1 = O seja contínua em [-— a, a]. 
d z 
7. Calcule e sendo Р(х, y) = 1 + xy — In (e? + e=»). Determine os extremos de f(x). (Sugestão: resolva- = o.) 


22. Sabe-se que dadas F(x, y, z) = 0 e G(x, y, z) = 0, então 


(i) dR - grad F = 0 representa o plano tangente no ponto 

Nos Exercícios de 8 a 12, escreva a equação da reta tangente à (xj, yj, 2), onde dR = (x - xii + O — yj + (z — zk. 
curva F(x, y) = 0 no ponto P. (ii) dR - (grad F x grad G) = O representa o plano normal à 
1 q curva F(x, y, z) = 0, G(x, y, 2) = Ono ponto (x, Yis Z;). 
o (iii) dR - (grad F x grad С) = 0 representa a reta tangente 


8. Fix, у) = 2x? — y? – 2?у + l; Р = (5 
à curva F(x, y, z) = 0, G(x, y, 2) = Ono ponto (x, у, z;). 


зр” 


9. Fx, у) = х? + у? + 2х – 4у + |; Р = (1, 2). 


ОЕ УЕ) EG EG. EG 
11. Fs, y) = a 9-39 БР (1,0) a n ed S dl ETT 
12. F(x, у) = — + de —- 1; P = (х, yo). ФЕ Е |* 
P b : COE. GOD. 
FG) _|ду д 
onde, por exemplo, J A = | ac 3G 
Nos Exercícios de 13 a 15, dadas as equações F(x, y, u, v) = 0 » Nd = 
e G(x, y, u, v) = 0, determine a derivada indicada. E ду д 
(a) Calcule a equação do plano tangente à curva С (х, у, 2) = 
13. F(x, y, и, у) = x + y? + и + v, G(x, у, и, у) = = x? + y? — 82 no ponto (2, 2, 1). 
du (b) Calcule o plano normal à curva F(x, у, z) = x? + y? + 
= x! — y — и – уй, Calcul 12 
ES жашы КЫ + — 9 = 0, G(x, y, 2) = x? + y? — 82 = Ono pon- 
14. Fx, у, и, у) = х — и + Y, G(x, y, и, v) = y — иу. to (2, 2, 1). 
Calcule bu : (c) Calcule a equação da reta tangente à curva Р(х, y, z) = 
dx = xX? + y24+22-9=0,G(x,y,2) = х? + у? – 822 = 0 
15. Р(х, у, и, у) = ue” — xy + v, G(x, у, и, v) = уе — ху + no ponto (2, 2, 1). 
Calcule „и 23. Determine os pontos críticos dez = f(x, y) definida implici- 
Ts еп dx ` tamente рог F(x, y, 2) = бх — 4y - х? - 2p? — 2 = 0. 


* М. do E.: Esta expressão é chamada de Jacobiano (J) e será definida na Secção 18.8. 


1006 


Derivadas Direcionais, Gradientes e Aplicações das Derivadas Parciais 


17.5 MULTIPLICADORES Ма solução do Exemplo 3, da Secção 17.3, minimizamos a função com valores 
DE LAGRANGE funcionais xy + 2xz + 2yz, sujeita à condição de que x, y e z satisfaçam a equa- 


ção xyz = V. Compare isso com o Exemplo 1, da Secção 17.3, no qual encon- 


. tramos os extremos relativos da função f para a qual f(x, y) = 2x* + y? — 
| — x? ~ 2y. Há, essencialmente, dois tipos diferentes de problemas, pois no 


primeiro caso temos uma condição adicional, chamada de vínculo (condição 
lateral ou restrição). Tal problema é chamado de problema com extremos vin- 
culados (condicionados ou com restrições), enquanto que o do segundo tipo é 
um problema com extremos livres. 

Para que o Exemplo 3, da Seccáo 17.3 fosse solucionado, foi necessário ob- 
ter uma funcáo de duas variáveis x e y através da substituigáo de z na primeira 
equação, pelo seu valor da segunda equação. Como nem sempre é possível re- 
solver a equação do vínculo para uma das variáveis em termos das outras, há 
um outro procedimento que pode ser usado para encontrarmos os pontos críti- 
cos, no caso de um problema com extremos vinculados. Ele é atribuído а Jo- 
séph L. Lagrange (1736-1813), sendo conhecido como o método dos multipli- 
cadores de Lagrange. Antes de discutir a teoria desse método vamos descrever 
em linhas gerais o procedimento e ilustrá-lo com um exemplo. 

Suponha que queiramos encontrar os extremos relativos de uma função f das 
três variáveis x, y e z, sujeitos ao vínculo g(x, y, 2) = 0. Introduzimos uma 
nova variável À, chamada de multiplicador de Lagrange e formamos a função 
auxiliar F para a qual 


F(x, Y, 2, 4) = f(x, y z) + Ag(x, У, 2) 
O problema consiste, portanto, em encontrar os pontos críticos da função F 
de quatro variáveis x, y, ze 4. Os valores de x, y e z que dáo os extremos relati- 


vos de f estão entre esses pontos críticos. Os pontos críticos de F são os valores 
de x, y, z e А para os quais se апшат as quatro derivadas parciais primeiras de F: 


EXEMPLO 1 Resolva o Exemplo 3, da Secgáo 17.3, pelo método dos multi- 
plicadores de Lagrange. 


Solucáo As variáveis x, yezea constante V estão definidas na solucáo 
do. Exemplo 3, da Secção 17.3. Seja 


S = f(x, y, 2) e g(xyzexy-V 
= xy + 2х2 + 2yz 


Queremos minimizar a função f, sujeita ao vínculo 
g(x, y, 2) = 
Formamos a função F, dada por 


F(x, y, z, 4) = f(x, y, 2) + Ag(x y, 2) 
-= xy + 2х2 + 2у2 + A(xyz — V) 
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Para encontrar os pontos críticos de F calculamos as quatro derivadas parciais 
F,, F,, F, e F, e igualamos a zero os seus valores funcionais. 


Fx, у, 2, Ay y + 22 + Луг = 0 (1) 
Рух, y 2, Ау. х + 22+ Ах = 0 (2) 
Fx, у, 2, А): 2х + 2y + Аху=0 (3) 
Е (х, у, 2, 4): xyz-V=0 (4) 


Subtraindo os membros correspondentes nas equacóes (1) е (2), obtemos 
y=—x+ddy—x)=0 
(y — х)(1 + Az) 20 


resultando nas duas equacóes 


y=x | (5) 
e, como z * 0, 
d 
À--—- 


2 


Substituindo 4 por — 1/z em (2) obtemos x + 2z — x = 0, resultando z = 0, 
que é impossível pois z está no intervalo (0, + o»). Substituindo (5) em (3), 
temos 


2х + 2х + Ах? = 0 
x(4 + Ах) = 0 


4 
А = -7 (pois x z 0) 
Se na equação (2), À = —4/x, então 
4 
х + 22 – – (х2) = 0 
x 
х + 22 — 42 = 0 


(6) 


х 

2 = 5 | 
Substituindo (5) е (6) em (4) obtemos х3 — V = 0, de onde x = Y2V. De (5) 
e (6) segue que y = V2V ez = 4N2V. Logo, (Y2V, V27, 14/20) é um ponto 
crítico da funcáo F, e conforme foi mostrado no Exemplo 3, da Secgáo 17.3, 
f tem um valor mínimo absoluto nesse ponto. 


Observe que a equação F;(x, у, Z, А) = 0 é equivalente ao vínculo dado pe- 
la equação V = xyz. 


A validade do método dos multiplicadores de Lagrange pode ser mostrada 
se considerarmos o problema geral de extremo vinculado. Suponha que queira- 
mos encontrar os extremos relativos de uma função f de três variáveis x, y e 
z, sujeitos ao vínculo 


gx, у, 2) = 0 | (7) 
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Suponha que (7) possa ser resolvida para z, para obtermos 
z = h(x, y) 


onde A está definida em um disco aberto B((x,, Yo); r) e f(x, y, h(x, y)) tem um 
extremo relativo em (хо, Уо, А(хо Yo)). Suponha também que as derivadas par- 
ciais primeiras de f, g e h existam em B e gx(x, y, h(x, y)) 4 0 em B. Como 
f tem um extremo relativo em (хо, Yo, А(хо, Yo)), as derivadas parciais primei- 
ras de f se anulam nesse ponto. Calculamos essas derivadas parciais pela regra 
da cadeia, 


oh Oh 
em (хо, Уо, (xo, yo)) Л +f 7,50 e h thy (8) 


Se em (7) derivarmos implicitamente em relagáo a x e depois em relacáo a y 
e considerarmos z como a função derivável Л de x e y, então no ponto (x, y), 
no disco aberto B 


дһ дһ 
91 + 9з =0 е. 92 + 9335 =0 


ou, equivalentemente, pois д; # O no disco aberto B, 


` oh дһ 
mp pec q E ad 
ôx д» y Y 
onde os valores funcionais de д, g; e 9; estão em (x, y, h(x, y)). Se os valores 
A e p forem substituídos nas relações (8), então, no ponto (ху, уо, AXo, Yo) 
g g 
Л +5(-®)-о е f e (-£)-o 
93 
Além disso, 


em qualquer ponto onde g, = 0. Assim, em (xo, Yo А(хо, Y9)), 
Í: f: 

5 «a (-5 -0 ft ы =0  f+g|-)=0 
g 93 93 


Sed = —f;/g3 então essas equações podem ser escritas como 
Л+40=0 f+492=0  f+1493=0 (9) 


Além disso, como f tem um extremo relativo em (xs, yo, А(хо, Yo)) e esse extre- 
mo está sujeito ao vínculo g(x, y, z) = 0, entáo 


9(х0, Yo; (xo. yo)) = 0 (10) 
Se 

F(x, y, z, А) = f(x, y, 2) + Ag(x, y, 2) (11) 
e se Zo = h(Xo, Yo), então (9) e (10) equivalem a 

F,=0 F,=0 F,=0 F,=0 ет (хо, уо, Zo) (12) 


Logo, podemos concluir que um ponto (х, уо, Zo) no qual a função f tem um 
extremo relativo está entre os pontos críticos da função F, definida por (11). 
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Observe que as equações (9) podem ser escritas na forma vetorial 
Vf + 4Vg = 0 ет (Xo Yo Zo) onde Vg = 0 


Essa equação vetorial juntamente com a equação g(Xo, Yo, Zo) = 0, dá uma ou- 
tra forma das equações (12). 


EXEMPLO 2 Use o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar 
a menor distáncia entre a origem e o plano Ax + By + Cz = D. 


Solucáo Sejam w unidades a distáncia entre a origem e m ponto (x, y, z). 
no plano. Entáo, 


w= yx? + y? + 2? 
Como w será um mínimo quando w? for um mínimo, formamos a funcáo f pa- 
ra a qual 


Дх, у,2) = x? + y + 2? 
Queremos encontrar o valor mínimo de f, sujeito ao vínculo 
Ах + By + Cz- р = 0 


Сот a hipótese de que existe tal valor mínimo, ele irá ocorrer em um ponto 
crítico da funcáo F, tal que 


F(x, y, z, А) = x! + y! + z? + ДАх + By + Cz – D) 


Para encontrar os pontos críticos de F, calculamos as derivadas parciais de F, 
igualando-as a zero. 


Fi(x,yzAy 2x+44=0 
Ех, у, 2, Ay 2y+4B=0 
Fax, у, z, A): 22 + АС = 0 
Fix, у, 2,4) Ах + Ву + С2 – Р” = 0 (13) 


Das três primeiras equações 


х= -МА у= -МВ  2=-5C (14) 


Substituindo x, у, 2 por esses valores ет (13), obtemos 
-+ДА? + В? + С?) = р 
р 


214 = 
СА + В? + С? 


Substituímos — +4 por esse valor nas equações (14) e obtemos 


AD BD CD 


rr VRG даве 


(15) 
O ponto com essas coordenadas é o único ponto crítico de F. Logo, a distáncia 
mínima da origem ao plano é a distância da origem ao ponto (хо, Yo, Zo), onde 
Хо, Jo € Zo SãO os valores de x, y e z dados nas equações (15). A distância mínima 
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é, então, 

A?D? В?р? Cip? 
„2 2 22. [у ЛЕ у uen e 
хо Yo tio URB ү C + (Дд + В? + Cc) (А? + В? + С? 


ID] 


JA? + В? + С? 


Quando diversos vínculos sáo impostos, o método dos multiplicadores de La- 
grange pode ser aplicado se usarmos diversos multiplicadores. Por exemplo, se 
desejamos encontrar pontos críticos da função com valores f(x, y, z) sujeitos 
às duas condições laterais g(x, y, z) = 0 e A(x, y, 2) = 0, encontramos os pon- 
tos críticos da função Р das cinco variáveis x, y, z, А e и, para as quais 


F(x, у, z, 4, ш) = f(x, y, 2) + Ag(Qs y, z) + uh(x, у, 2) 
O exemplo a seguir ilustra o método. 


EXEMPLO 3 Ache os extremos relativos da função f se 
ЈО, y, 2) = xz + yz 
e se o ponto (x, y, Z) está na intersecção das superfícies х? + z? = 2e yz = 2. 


Solução Formamos a função F tal que 
F(x, у, z, À, u) = xz + yz + Ax? + 2? — 2) + (yz — 2) 


Determinando as cinco derivadas parciais e igualando-as a zero, temos 


Ех, у, 2,4, u): 2+21x=0 (16) 
Fx у, 2, Аи): 2+ р = 0 (17) 
Fax, у,2,А 1): х+у+ 242 + uy = 0 (18) 
Ех, у, 2,4, ш): x? +222 = 0 (19) 
Е (х, у, 2, 4, р): у2—– 2 = 0 (20) 
De (17) obtemos u = —1 ez = 0. Rejeitamos z = 0, pois isso contradiz 


(20). De (16) obtemos, se x = 0, 


ER 
2x 


Substituindo esse valor de A eu = —1 em (18), obtemos 
2 


х+у-—-у=0 
х=? (21) 


Substituindo (21) em (19), temos 2x? — 2 = 0 ou x? = 1. Isso dá dois valores 
para x, ou seja, 1 e — 1; e para cada um desses valores de x obtemos, de (21), 
os dois valores 1 e — I. para z. Obtendo os valores correspondentes para y, de 
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(20), temos quatro conjuntos de soluções para as cinco equações de (16) a (20). 


Essas soluções são 


x= 1 у= 2 z= 1 ¿4=-% p=-1 
x= 1 y=-2 z=-1 А= 3 u=-1 
х= —1 у= 2 z= 1 A= 4 yu-2-1 
х= –1 у= –2 z--—1 d=-3 yu-2-1 


Do primeiro e do quarto conjuntos de solugóes temos f(x, y, z) = 3, enquanto 
que o resultado do segundo e do terceiro conjuntos de solucóes é f(x, y, z)= 1. 
Logo, f tem um valor funcional máximo relativo de 3 e um valor funcional mí- 


nimo relativo de 1. 


EXERCÍCIOS 17.5 


Nos Exercícios de 1 a 4, use o método dos multiplicadores de 
Lagrange para encontrar os pontos críticos da função dada, su- 
jeitos aos vínculos dados. | 


1. f(x, y) = 25 — x? — y? com vínculo x? + y? – 4у = 0 

2. f(x, y) = 4x? + 2y? + 5 com vínculo x? + y? — 2y = 0 
3. f(x, y, 2) = x? + y? + 22 com vínculo 3x – 2у £z 4= 0 
4. f(x, у, 2) = x? + y? + z? com vínculo у? — х? = 1 


Nos Exercícios de 5 a 8, use o método dos multiplicadores de 
Lagrange para encontrar os extremos relativos de f, sujeitos ao 
vínculo indicado. Ache também os pontos nos quais os extre- 
mos ocorrem. Suponha que os extremos relativos existam. 


5. f(x, у) = х2 + y com vínculo x? + y? = 9 

6. f(x, у) = х2у com vínculo x? + 8y? = 24 

7. f(x, y, 2) = xyz com vínculo x? + 2y? + 42? = 4 

8. f(x, y, z) = y? + xz? com vínculo x? + y? + 2? =1 


Nos Exercícios 9 e 10, ache um valor mínimo relativo de f, sujei- 
to ao vínculo indicado. Suponha que um valor mínimo relativo 
exista. 


9. f(x, y, Z) = x? + y? + z? com vínculo xyz = 1 
10. f(x, y, z) = xyz com vínculo x? + y? + 2? =1 


Nos Exercícios 11 e 12, ache um valor máximo relativo de f, su- 
jeito ao vínculo indicado. Suponha que um valor máximo relati- 
vo exista. 


11. f(x, y, Z) = x + y + z com vinculo x? + y? +z? = 9 

12. f(x, y, z) = xyz com vínculo 2xy + 3xz + yz = 72 

13. Ache um valor mínimo relativo da fungáo f para a qual 
Хх, y, z) = x? + 4y? + 162? com o vínculo (a) xyz = 1; 
(Ы) xy = 1;(с)х = 1. 

14. Use o método dos multiplicadores de Lagrange para en- 
contrar a menor distáncia entre o ponto (1, 3, 0) e o plano 
4х + 2y - 2 = 5. 

15. Use o método dos multiplicadores de Lagrange para encon- 
trar a menor distância entre o ponto (1; — 1, — 1) e o plano 
x+ 4y + 35 = 2. 

16. Ache a menor e a maior distáncia da origem a um ponto da 
elipse x? + 4y? = 16. 


17. Ache a menor e a maior distáncia da origem a um ponto do 
elipsóide 9х2 + 4y? + z? = 36. 

18. Se f(x, y, z) = 2x? + 3y? + 2?, use o método dos multipli- 
cadores de Lagrange para encontrar o ponto do plano 
X + y +z = 5 no qual f(x, y, z) é mínimo. 

19. Use o método dos multiplicadores de Lagrange para encon- 
trar um valor funcional mínimo relativo de f, se f(x; y, z) — 
= x? + y? + z? com dois vínculos, x + 2y + 32 = бе 
х-у- = -1. 

20. Use o método dos multiplicadores de Lagrange para encon- 

trar um valor funcional mínimo relativo de f, se f(x, y, z) — 

= x? + y? + 4? сот dois vínculos, x + y + 2z = le 

3х — 2y + z = —4. 

Use o método dos multiplicadores de Lagrange para achar um 

valor funcional máximo relativo de f, se f(x, y, z) = xyz com 

dois vínculos, x + y + z = dex —- y -z = 3. 

22. Use o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar 
um valor funcional máximo relativo de f, se f(x, y, 2) = x? + 
+ y? + 2 com dois vínculos, x + y + 2 = lex + y — 
— 2 = 0. 
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Nos Exercícios de 23 а 32, use o método dos multiplicadores de 
Lagrange para resolver o exercício indicado nos Exercícios 17.3. 


25. Exercício 15 
28. Exercício 22 
31. Exercício 35 


23. Exercício 13 
26. Exercício 16 
29. Exercício 23 
32. Exercício 36 


33. Um disco circular é a regiáo limitada pela circunferéncia 
x? + y? = 1. Se T graus for a temperatura em qualquer 
ponto do disco e Т = 2x? + y? — y, ache o ponto mais 
quente e o mais frio do disco. 

34. Uma companhia possui trés fábricas produzindo o mesmo 
produto. Se as fábricas A, B e C produzem x, y e z 
unidades, respectivamente, seus custos de fabricação são 
(3х2 + 200), (y? + 400) e (222 + 300). Se um pedido de 
1.100 unidades deve ser entregue, use o método dos multi- 
plicadores de Lagrange para determinar como a produção 
deve ser distribuída entre as trés fábricas, a fim de minimi- 
zar o custo total de fabricação. 


24. Exercício 14 
27. Exercício 17 
30. Exercício 24 
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17.6 OBTENÇÃO DE UMA No Capítulo 19, quando estudarmos campos vetoriais, desejaremos determinar 
FUNÇÃO A PARTIR DE se uma dada função com valores vetoriais é o gradiente de alguma função com 
SEU GRADIENTE E valores reais fe, se for, queremos obter tal função f. Primeiro vamos conside- 


DIFERENCIAL EXATA гаг o problema de como obter f, se for conhecido o seu gradiente. Isto é, temos 
Vf(x, y) = fol, уй + fox, уй (1) 


e queremos encontrar f(x, y). 


> ILUSTRAÇÃO 1 Suponhamos que 


Vf(x, y) = (y? + 2x + 4)i + Qxy + 4y — S)j (2) 
Entáo, como a igualdade (1) deve ser satisfeita, segue que | 

Lx, y) = у? + 2х +4 (3) 

Fx, y) = 2xy + 4y - 5 (4) 
Integrando ambos os membros de (3) em relação a x, 

f(x, y) = y?x + х? + 4х  g(y) (5) 


Observe que a *'constante" de integração é uma função de y e independente 
de x, pois estamos integrando em relagáo a x. Agora, se derivarmos ambos os 
membros de (5) parcialmente em relação a y, iremos obter 


Sos, y) = 2ху + 909) (6) 
As igualdades (4) e (6) dáo duas expressóes para Рх, y). Logo, 

2xy + 4y — 5 = 2ху + g(y) 
Assim sendo, 

gy) = 4y — 5 

gy) = 2y! — 5y + С 
Substituindo esse valor de g(y) em (5), teremos 


Д(х, y) = у?х + x! + 4x + 2y? — 5у + C < 


EXEMPLO 1 Ache Дх, y) se 
Vf(x, y) = e” cos xi + 2ye” sen xj 


Solucáo Como a igualdade (1) deve estar satisfeita, 


f(x, y) = e” cos x (7) 

1х, у) = 2ye” sen х (8) 
Integrando ambos os membros de (8) em relação a y, obteremos | 

fx, y) = e" senx + g(x) (9) 


onde g(x) é independente de y. Agora, derivamos parcialmente ambos os lados 
de (9) em relação a x, obtendo 


Рх, у) = e? cos x + g'(x) (10) 
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Igualando o segundo membro de (7) e o de (10), 
e” cos x = e" cos x + g'(x) 
gx) = 0 
gx) = С 
Substituindo esse valor de g(x) em (9), iremos obter 


f(x, y) = e" senx + C 


Todos os vetores da forma M(x, y)i + N(x, y)j não são necessariamente gra- 
dientes, como mostra a ilustragáo a seguir. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Vamos mostrar que não existe função f, tal que 


Vf(x, y) = 3yi — 2xj (11) 
Suponha que exista tal funcáo. Segue, entáo, que 

Р, y) = Зу (12) 

Рх, у) = – 2х (13) 


Integrando ambos os membros de (12) em relação a x, iremos obter 
Дх, у) = 3xy + 90) 
Derivamos parcialmente essa expressáo em relacáo a y, obtendo 
Silo у) = 3х +99) | 
Igualando o segundo membro dessa equação e o de (13), obteremos 
3x + 9(у) = —2x 
(у) = —5х 


Se ambos os membros dessa relação forem derivados com relação a x, deve re- 
sultar 


02 —5 
o que, naturalmente, é falso. Assim sendo, a hipótese de que 3yi — 2xj é um 
gradiente leva a uma contradicáo. я 


Vamos determinar agora uma condição que deve estar satisfeita, para que 
um vetor seja um gradiente. 
Suponha que M, e N, sejam contínuas num disco aberto B em R?. Se 


М(х, Yi + N(x, y) (14) 
for um gradiente em B, então existirá uma função f, tal que 

fo y) = М(х, y) (15) 

Ах, у) = N(x, y) (16) 


para todo (х, y) em B. Como Mx, y) existe em B, então, de (15), 
Мух, у) = fox. y) (17) 
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Além disso, como N (x, y) existe em B, segue de (16) que 


Мух, у) = folk, y) (18) 
Uma vez que M, e №, são contínuas em B, seus equivalentes f, e f, também 
sáo contínuos em B. Assim, do Teorema 16.7.1, Lo 06 Y) = /„&х, y) em todos 
os pontos de B. Logo, os primeiros membros de (17) e de (18) sáo iguais em 
todos os pontos de B. Provamos que se M, e N, forem contínuas em um disco 
aberto B de R?, uma condição necessária para que o vetor (14) seja um gra- 
diente em B é que 


Мух, y) = Nx, у) (19) 


A relacáo (19) também é uma condicáo suficiente para que o vetor (14) seja 
um gradiente em B. Se (19) estiver satisfeita, podemos mostrar como encontrar 


uma função f, tal que o vetor (14) seja um gradiente. Mas, a demonstração de 


que sempre que (19) estiver satisfeita, tal função existe, é material de um curso 
em Cálculo Avançado. O método para encontrar fé uma generalização do que 
foi usado na Ilustração 1, no Exemplo 1 e no Exemplo 2 adiante. Temos o teo- 
rema a seguir. 


Suponhamos que M e N sejam funcóes de duas variáveis x e y, definidas num 
disco aberto B((x,, Yo); г) em R?, e que M, e №, sejam contínuas em В. Então, 
о vetor 


М(х, y + Мх, Vi - 


será um gradiente em B se e somente se | 
Мух, у) = Мух, y) > 


рага todos os pontos em B. 


> ILUSTRAÇÃO 3 (а) Vamos aplicar o Teorema 17.6.1 ao vetor no segundo 
membro de (2), na Ilustracáo 1. Seja 


М(х, y) = y? + 2х +4 N(x, y) 2 2xy + 4y — 5 
Мух, y) = 2y Nx, y) = 2y 


Assim, M,(x, y) = NAx, y) e, portanto, o vetor é um gradiente. 
(b) Se aplicarmos o Teorema 17.6.1 ao vetor no segundo membro de (1), na 


Ilustracáo 2, com M(x, y) = 3y e N(x, y) = —2x, iremos obter 
Mix, y- 3 Nx, y) = -2 
Logo, M,(x, y) 4 N,(x, y); assim, o vetor náo é um gradiente. «4 


EXEMPLO 2 Determine se o vetor 
(e? — 2xji — (хе `7 + sen y)j 

é um gradiente Vf(x, y) e, se for, ache f(x, y). 

Solução Vamos aplicar o Teorema 17.6.1. Seja 
M(x, y) =e” — 2x N(x, y) = —хе 7 — sen y 
Мух, у) = е7» Мух, y) = —e7 | 


17.6.2 DEFINIÇÃO 
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Logo, Mx, y) = Nx, y); assim, о vetor é um gradiente Vf(x, y). Além disso, 


fos y) =e > — 2х i : (20) 

1х, y) = —xe >? —seny (21) 
Integrando ambos os membros de (20) em relação a x, iremos obter 

fx, y) = xe”? — x? + 90) Q2) 


onde g(») é independente de x. Agora derivamos parcialmente ambos os mem- 
bros de (22) em relação a y, obtendo 


fos y) = —xe + g(y) 
Igualando o lado direito da equação anterior e de (21), obtemos 
| —xe > + g'(y) = —xe " —seny 
g(y) = —sen y 
g(y) = cos y + С 
Substituindo a expressáo de g(y) em (22), teremos 


fx, у) = xe? — x? + cosy + С 


Para determinarmos se uma dada fungáo com valores vetoriais é o gradien- 
te de alguma fungáo com valores reais f, precisamos estabelecer se a expres- 
são da forma М(х, y)dx + N(x, y)dy é a diferencial total de uma função f. Tal 
expressáo é denominada diferencial exata. 


A expressáo diferencial 


M(x, y)dx + N(x, y)dy 


será chamada de exata no disco aberto B em R?, se existir um função f tal que 


f) = Мх, у) e f») = Ny) 
em todos os pontos (x, y) de B. 


> ILUSTRAÇÃO 4 A expressão 

xy? dx + 2x?y? dy (23) 
é uma diferencial exata, pois se 

f(x, у) = ey 


então fix, y) = xy* e f(x, y) = 2x?y?. Observe que (23) é a diferencial total . 
de f. я 


О teorema a seguir, o qual fornece um teste para determinar se uma expres- 
sáo é exata, decorre imediatamente da Definigáo 17.6.2 e do Teorema 17.6.1. 
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Suponhamos que M e N sejam fungóes de duas variáveis x e y, definidas em 
um disco aberto B((x;, Yo); г), em R?, e que M, e №, sejam contínuas em B. En- 
táo, a expressáo diferencial 


М(х, dx + N(x, y)dy 
ser á exata em B se e somente se 
Мух, у) = Мух, y) 


em todos os pontos de B. 


EXEMPLO 3 Determine se a expressáo diferencial é exata: 


(a) (ysen x — 3 cos y) dx + (3xsen y — cos x) dy 
(b) (3 + r cos 0) dr + r? sen 0 do 


Solucáo 

(a) Seja 
М(х, y) = ysenx — 3 cos y N(x, y) 2 3xseny — cos x 
M (x, y) =senx + 3 sen y Nx, y) = 3 sen y + sen x 


"Como Mx, y) = Мух, y), temos então uma diferencial exata. 


(b) Seja 
M(r,0) = 3 + r cos 0 N(r, 0) = r? sen @ 
Mfr, 0) = —r sen Ө МД, 0) = 2r sen Ө 


Como Mr, Ө) 4 N.(r, 0), então a expressão diferencial não é exata. 


Se M(x, y)dx + N(x, y)dy for uma diferencial exata, dizemos então que a 
equação diferencial 


М(х, y) dx + N(x, y) dy = 0 


é uma equação diferencial exata. A solução geral da equação é dada por 
Лх, y) = C, onde f(x, у) = М(х, y), f(x, y) = N(x, y) e C é uma constante 
arbitrária. 


> ILUSTRAÇÃO 5 Igualando a zero a expressão diferencial exata (23), temos 
a equação diferencial exata 


xy? dx + 2x?y? dy = 0 
A solução geral dessa equação é 
ix?yt = С 
o xyt=C 


onde C = 2C. я 
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EXEMPLO 4 Determine se a equação diferencial a seguir é exata. Em caso 
afirmativo, ache a sua solução geral. 


(3x2y + xy? + e?) dx + (х? + x?y + cos y) dy = 0 

Solucáo Seja 
М(х, у) = 3х2у +xy4e* №, у) = х? + х2у + cos у 
Мух, у) = 3x? + 2xy Мух, у) = 3x? + 2xy 


Logo, Мух, y) = Nx, y); assim sendo, a equação diferencial é exata. Por- 
tanto, a solução geral é f(x, y) = C, onde 


Ах, у) = Зх?у + ху? + ех (24) 

х, у) = х? + x^y + cos у (25) 
Integrando ambos os membros de (24) em relação a x, iremos obter 

Јо, у) = х?у + 90y + e + 90) (26) 


onde g(y) é independente de x. Derivando parcialmente ambos os membros de 
(26) em relação a y teremos 


Lo y) = х? + x!y + gy) 
Igualando o segundo membro dessa igualdade e o de (25), teremos 
x? + x2y + g(y) = x? + x?y + cos y 
gy) = cos y 
a(y) = sen y + С 
Substituindo essa expressáo em (26), teremos 
f(x, y) = xy + 1х2у2 + ех + sen у + С 
Logo, a solução geral é 
xy + +х?у? + e +seny+C=0 
=> 2x?y + x?y? + 2e” + 2seny =C 
onde C = — 2C. 


O Teorema 17.6.1 pode ser estendido para funções de três variáveis. 


17.6.4 TEOREMA | Sejam M, N e R funções de três variáveis x, y e z, definidas numa bola aberta 
B ((Xo, Yo, Zo); г) em ЮЗ, sendo M,, M,, N,, N,, R, e R, contínuas em B. Então, o 


vetor M(x, y, Di + N(x; y, Di + R(x, y, z)k será um gradiente em B se e so- 
mente se М,(х, y, 2) = Ni, у, 2), MAX, у, Y = Rx, у, De NA у, 2) = 
= Rx, у, 2). 

y 


A demonstração da parte *'somente se”? do Teorema 17.6.3 é análoga à de- 
monstração da parte ““somente se’ do Teorema 17.5.1 e será deixada como exer- 
cício (veja o Exercício 35). A demonstração da parte “'se”” foge do contexto 
deste livro. 
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EXEMPLO 5 Determine se o seguinte vetor é um gradiente Vf(x, y, 2) e, se 
for, entáo ache f(x, y, z): 


(е* senz + 2у2)і + (2х2 + 2y)j + (e* cos 2 + 2xy + 3z?)k 
Solucáo Vamos aplicar o Teorema 17.5.4. Seja 


М(х, y, z) = e* senz + 2yz N(x, y, z) = 2xz + 2y R(x, y, 2) = e* cos z + 2xy + 32? 


Мух, y, z) = 22 Nx, у, 2) = 22 Rx, y, 2) = e” cos z + 2y 
Mix, y, 2) = е cos z + 2y Мх, y, 2) = 2x Кух, у, 2) = 2х 
Logo, 


Мух, У, 2) = Мх, y, z) Mx, У, 2) s Rx, У, 2) N(x, У, 2) = Rx, У, 2) 


Assim sendo, o vetor dado ё um gradiente Vf(x, у 2). Além disso, 


fox, y z) = e“ senz + 2yz (27) 
1х, y, z) = 2х2 + 2у (28) 
Рх, y, 2) = ех cos z + 2ху + 322 (29) 


Integrando ambos os membros de (27) em relação a x, teremos 
Д(х, у, 2) = e senz + 2xyz + g(y, 2) (30) 


onde g(», z) é independente de x. Derivando parcialmente ambos os membros 
de (30) com relacáo a y, obteremos 


Мх, y, 2) = 2х2 + gy. 2) 
Igualando o segundo membro dessa equação e o de (28), resultará 


2х2 + g (y, 2) = 2х2 + 2y 


gy, 2) = 2y 
Agora, integrando ambos os membros da relagáo acima com respeito a y, teremos 
g(y, 2) = y? + №2) Q1) 


onde h é independente de x e de y. Substituindo (31) em (30), obtemos 
Fx, у, Z) = e" senz  2xyz + y? + h(z) (32) 
Derivando parcialmente com relação a z ambos os membros de (32): 
f(x, y, 2) = е cos z + 2xy + h'(z) 
Igualando o segundo membro dessa equagáo e o de (29), temos 
е“ cos Z + 2ху + h'(z) = е ċos z + 2xy + 322 —— 
h'(z) = 32? 
h(z) = 23 + С 
Substituindo z? + C para h(z) em (32), obtemos - 
fos у, 2) = e senz + 2xyz + y? + z2 + С 
————————————————————————————— 


A seguir, temos uma extensáo da Definicáo 17.6.2 para funções de três va- 
riáveis. 


17.6 


Exercícios 


17.6.5 DEFINICÁO 


tal que 


A expressáo diferencial 
Мх, y, z)dx + N(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz 


será denominada exata em uma bola aberta B de ЁЗ, se existir uma função f 


f, y, 2) = М(х, у, 2) 
em todos os pontos (х, у, 2) de B. 
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Ло у, 2) = №, у, 2) - f 05 у, z) = R, y, 2) 


> ILUSTRAÇÃO 6 А expressão 
(ех senz + 2yz) dx + (2х2 + 2y) dy + (e* cos z + 2xy + 32?) dz 


é uma diferencial exata, pois é a diferencial total da função f encontrada no 


Exemplo 5. 


4 


—————Є—Є———————— —- -——— — 


EXERCÍCIOS 17.6 


Nos Exercícios de 1 a 12, determine se o vetor é um gradiente. 
Em caso afirmativo, ache uma funcáo cujo gradiente é o vetor 
dado. 

1. 4xi — 3yj 2. уі + 3x?j 
3. (6x — 5y)i — (5x — 6y?)j 
4. (4y? + 6xy — 2)i + (3x? + 8xy + Dj 
5, (6x?y? — 14xy + 3)i + (4x? y — 7x? — Bj 


6. (2x + In yji + (v «i 
1 AY. {1—2х\, 
7. xut E i+ y j 
E 295 2. 
" (ё je E E Ji 
y y 


9. 2x sec 2yi + 2x? sec 2y tg 2yj 
10. (2xy — y sen x)i + (x? + cos x)j 
11. (2x cos y — 1)i — x? sen yj 
12. (ye + xji + (xe — y)j 


Nos Exercícios de 13 a 16, determine se a expressão é uma dife- 
rencial exata. Em caso afirmativo, determine a fungáo para a 
qual a diferencial total é igual à expressáo dada. 


13. (2xy + y? + 1) dx + (x? + 2xy + x) dy 
14. 32x? + бху) dx + 33x? + 8y) dy 

15. (е? — 2xy) dx + (xe — x?) dy 

16. (sen2x — tg y) dx — x sec? y dy 


Nos Exercícios de 17 a 24, determine se a equação diferencial 
é exata. Em caso afirmativo, ache a solução geral. 


17. (x + у) dx + (2y + x) dy 20 


18. эх — у +(х+3у) 7 = 


4 
19. ye” — 2х + е0 = 0 


n aee je- 0 


21. (xy? + 2y) dx + (2y? — x?y + 2х) dy 20 


d 
22. ex E: t 2) = х? 


3 E E ; 
23. (Ecos) =® сов = esent + cosx: 
y dx y y y 


d 
24. (2y cotg x — 3x?) Se = y? cosec? x + 6xy — 2 


Nos Exercícios de 25 a 30, determine se o vetor é um gradiente. 
Em caso afirmativo, ache uma função cujo gradiente é o vetor 
dado. 

25. (2y — 52) + (2x + 82)j — (5x — 8y)k 

26. 4x^i + 9y?j — 2zk 

27. e” sen zi + xe" senzj + xe” cos zk 

28. (2xy + 725i + (x? + 2y? — 32)j + (21xz? — 4y)k 


29. e*(e* — In pii + (е? In z — ey Hj + (e*** + ez ^ )k 
1 х—@, х+у 
des quer. 
у+: (3! + 


Nos Exercícios de 31 a 34, determine se a expressdo é uma dife- 
rencial exata. Em caso afirmativo, ache a шоо cuja diferen- 
cial total é igual à expressáo dada. : 


31. (4xy + Зу: — 2) dx + (2x2 + 3х2 — 52?) dy + 

+ (3xy — 10yz + 1) dz 
32. e cos x dx + zsen y dy + (е? sen x — cos yz 
33. z tg y dx + xz sec? y dy + x tg y dz 
34. (2y + z) dx + (2x — 32 + Ayz) dy + (x — 3y + 2y?) dz 
35. Prove a parte ““somente se”? do Teorema 17.5.4. 
36. Prove que Vf(x, y) = ai + bj se e somente se 


f(x, y) 2 ax + by c c 


37. Prove que uma equação diferencial cujas variáveis são dis- 
tintas é exata. 


onde a, b e c sáo constantes. 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 17 


Nos Exercicios de 1 a 5, ache os valores da derivada direcional 
num dado ponto P, para a função dada, na direção e sentido 
de U. 


1. f(x, у) = 3x? EE нн 


5i E Po = (4, —4) 


2. gy) =1871 5; U= 


3. h(x, y) = е + y? cos x; U = 12i — 1/2j; Р, = (0, 3) 
4. f(x, у) = x? — 2x?y + In x; U = cos zi *sennj Р o = (1, —2) 
5. f(x, у, 2) = xy?z — 3xyz + 2x2? U = —3i + 2) — 1k; 


Po = (2, 1, 1) 


Nos Exercícios de 6 a 9, ache (a) o gradiente de f em Py (b) a 
taxa de variação dos valores da função na direção e sentido de 
U em Po 


6. f(x, y) = 3x? — 2xy?; U = cos {лї + sen 1л}; Po = (—3, 1) 


7. f(x, у) =$ ln(x? + y?) U = н + 3 3j; Po = (1, 1) 
Оа QE а. 2, 3) 
9. f(x, y, 2) = x? + y? + 2xyz U = 
"i =! "Au 
Po = (2, —1, 0) 


Nos Exercícios de 10 a 13, determine se a função com valores 
vetoriais é um gradiente. Em caso afirmativo, ache uma função 
cujo gradiente é a função dada. 


10. (e*tg y — sec y)i — sec y(x tg y — e" sec y)j 


11. 2x0" In yi + Sd 


12. y(cos x — z sen x)i + z(cos x + sen y)j — (cos y — y cos x)k 
=) 1. Los =) 2 
13. | ———+> — ——— + 5 |К 
(tae ук! (кт?) 


Nos Exercícios de 14 а 16, ache uma едиасйо do plano tangente 
e as equacóes da reta normal à superfície dada no ponto indicado. 


14. 3x? + 2xy — y? = 15; (2, 3, 4) 
15. x? + 2y + z = 8; (2, 1, 2) 
16. z = x? + 2ху; (1, 3, 7) 


17. Ache as equações simétricas da reta tangente à curva de 
intersecção das superfícies x? — 3xy + y? - z = 0e 
2x? + y? — 3z + 27 = 0 no ponto (1, —2, 11). 

18. Ache as equações da reta tangente à curva de intersecção da 
superfície z 2 3x? + y? + 1, com o plano x = 2, no pon- 
to (2, — 1, 14). 

19. Uma equação da superfície de uma montanha é z = 900 — 
— 3xy, onde a distáncia é medida em metros, o eixo x apon- 
ta na direção oeste e o eixo y na direção sul. Um alpinista 
está no ponto correspondente a (50, 4, 300). (a) Qual a dire- 
ção de subida mais іпргете? (b) Quando se move na direção 
norte, o alpinista está descendo ou subindo? (c) Em que di- 
regáo o alpinista estará numa curva de nível? 


20. Se f(x, y, z) = senh (x + z) cosh y, ache a taxa de variacáo 
de f(x, y, 2) em relação à distância em R 3, no ponto P(1, 1,0), 
na direção de PQ, se О for o ponto (— 1, 0, 2). 


Nos Exercícios 21 e 22, determine os extremos relativos de f, quan- 
do existirem. 


21. f(x, y) = х? + y? + 3xy 
22. f(x, y) = 2x? — 3xy + 2y? + 10x — 11у 


Nos Exercícios de 23 a 26, use o método dos multiplicadores de 
Lagrange para achar o(s) ponto(s) crítico(s) da função dada, su- 
Jeitos ao vínculo indicado. Determine se a função tem um valor 
máximo ou mínimo relativo nos pontos críticos. 


23. f(x, y) = 5 + x? — y? com vínculo x? - 2? = 5 

24. f(x, y, z) = х? + y? + 2? com vínculo x? — y? = 1 

25. f(x, y, z) = y + xz — 2x? — y? — z? com vínculo 
z-235—x-—y 

26. f(x, у, 2) = xz? + y? com vínculo x? + у? + 22 = 1 


27. Use o método dos multiplicadores de Lagrange para en- 
contrar a menor distáncia do ponto (4, 1, 2) ao plano 
x-=y+2z=0 

28. Use o método dos multiplicadores de Lagrange para encon- 
trar o ponto sobre a superfície z = x? + y? + 2 que está 
mais próximo da origem. 


Nos Exercícios de 29 a 32, determine se a expressão é uma dife- 
rencial exata. Caso seja, determine a fungáo para a qual a ex- 
pressáo dada é a diferencial total. a 


29. (6х2у + 5x) dx + (2x? + Зу) dy 
30. senx sen y dx — cos x cos y dy 
31. e* tg y dx + (e* sec? y — z cosec? y) dy + cotg y dz 


1 : 
3. 6 — ze”) dx — xz?e* dy — xe” (yz + 1) dz 


Nos Exercícios de 33 a 36, determine se a equação diferencial 
é exata. Se for, ache a solução geral. 


33. (322? + 2y3) dx + (2х?у + 6xy?) dy = 0 
34. (2xy + 3 — 2senx) dx + (x? + Зх) dy = 0 
35. dy ye — sen x 


dx ех + 2у 
а 
36. 2y senxy + (2x зеп xy + y?) 22 =0 
x 


37. Ache três números cuja soma é 100 e cuja soma dos quadra- 
dos é mínima. 

38. Um fabricante produz diariamente x unidades de um produ- 
to A e y unidades de um produto B. Se P(x, y) for o lucro 
diário das vendas dos produtos, e P(x, y) = 33x + 66y + xy — 
— x? — 3y?, quantas unidades de cada produto deverão ser 
produzidas para que o fabricante receba um lucro máximo? 


Exercicios de Revisáo do Capítulo 17 


39. Ache as dimensóes de um paralelepípedo retangular de maior 
volume possível que possa ser inscrito em um elipsóide 
x? + 9y? + z? = 9. Suponha que as arestas sejam parale- 
las aos eixos coordenados. 

40. A temperatura é T graus em qualquer ponto (x, y) da curva 
4x? + 12у? = 1, T = 4x? + 24y? — 2x. Ache os pontos 
da curva onde a temperatura é máxima e onde é mínima. Ache 
também o valor da temperatura nesses pontos. 

41. A temperatura em qualquer ponto (x, y) de uma placa circu- 
lar aquecida é T graus, 


== 
x + y? + 9 


e a distáncia é medida em centímetros da origem ao centro 
da placa. (a) Ache a taxa de variacáo da temperatura no ponto 
(3, 2) na direção do vetor cos ini + sen in (b) Ache a di- 
reção, o sentido e o módulo da maior taxa de variação de 
T no ponto (3, 2). 

42. Um caixote retangular sem tampa tem uma superfície de 
216 cm?. Quais sáo as dimensóes do caixote com o maior 
volume? 

43. Para o caixote do Exercício 42, em vez da área da superfície 
ser 216 cm?, a soma dos comprimentos das arestas é 216 cm. 
Quais sáo as dimensóes do caixote com o maior volume? 

44. Um fio de arame com L ст de comprimento é cortado em 
trés pedacos. Um deles é encurvado na forma de uma cir- 
cunferéncia, outro na forma de um quadrado e o terceiro na 
forma de um triángulo eqüilátero. Como deve ser cortado 
o fio para que (a) a área combinada das trés figuras seja a 
menor possível e (b) a área combinada das trés figuras seja 
a maior possivel? 

45. Determine as dimensóes relativas de uma caixa retangular sem 
tampa, para que seu volume seja máximo. 

46. Ache a maior e a menor distáncia da origem até a curva de in- 
tersecção das superfícies x? = 2yzex? + 3y? + 22? = 30. 

47. A tabela seguinte dá os dados para cinco pacientes submeti- 
dos a uma determinada intervencáo cirürgica em um certo 
hospital, onde x anos é a idade do paciente e y dias é o inter- 
valo de tempo em que o paciente permanece em recuperacáo 
no hopistal após a cirurgia. 


Paciente Paciente Paciente Paciente Paciente 


A B С р Е 
х 54 46 40 36 30 
y 15 12 9 10 8 


(a) Ache uma equacáo para a reta de regressáo, para os dados 
da tabela. (b) Use a reta de regressáo a fim de estimar o interva- 
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lo de tempo de internação para um paciente com 42 anos, sub- 
metido à cirurgia. 

48. Na tabela a seguir sáo dados a pressáo sistólica do sangue e os 
batimento cardíacos correspondentes de vários pacientes, onde 
x mm de mercúrio é a pressáo sistólica do sangue e y é o número 
de batimentos cardíacos por minuto. 


aciente Paciente Paciente Paciente Paciente Paciente 
A B C D E 


(a) Ache uma equacáo da reta de regressáo para os dados da ta- 
bela. (b) Use a reta de regressáo para estimar o nümero de bati- 
mentos cardíacos de um paciente com pressáo sistólica de 85 mm 

“de mercúrio. | 
49. Nos desertos a escassez de арпа é um fator que limita drastica- 
mente a atividade das plantas. Na tabela a seguir, x é o número 
de milímetros de precipitação por ano para seis regiões diferen- 
tes e y é a quantidade em quilogramas por hectare do produto 

“final da fotossíntese. 


Região Região Região Região Região Região 
A B C D E F 


1.900 3.200 4.400 5.800 6.400 
(a) Ache uma equagáo da reta de regressáo para os dados da ta- 
bela. (b) Use a reta de regressáo para estimar esse produto final 
da fotossíntese numa regiáo tendo uma precipitacáo anual de 
300 mm. 

50. Um cereal para o café de manhá teve sua venda testada em qua- 
tro cidades do mesmo tamanho, com diferentes preços; os re- 
sultados aparecem na tabela a seguir, onde x foi o preço por cai- 


xa e y 10? o número de caixas vendidas por semana. 


Cidade A Cidade B Cidade С Cidade D 


(a) Ache uma equação da reta de regressão para os dados da ta- 
bela. Use a reta de regressão na parte (a) como a curva de de- 
manda para estimar as vendas semanais, se o preço por caixa 
for (b) $ 1,20 e (c) $ 1,70. 


Agora aplicaremos a integral definida de uma fungáo de uma única variável 
a uma função de várias variáveis. Começaremos na Secção 18.1, definindo a 
integral dupla de duas variáveis em uma região retangular fechada em R?. En- 
tão, aplicamos o conceito para considerar a integral dupla de uma função em 
uma região plana mais geral. Na Secção 18.2 mostramos como as integrais ite- 
radas são usadas para avaliar as integrais duplas. Aplicamos as integrais duplas 
na Secção 18.2 para encontrar volumes de sólidos e na Secção 18.3, para calcu- 
lar massa, centro de massa e momentos de inércia. Então, na Secção 18.4 de- 
monstramos como as coordenadas polares podem ser usadas para avaliar cer- 


| . tas integrais duplas. Outra aplicação de integrais duplas é feita para o cálculo 


de áreas de superfícies, as quais discutiremos na Secção 18.5. 


A OD e ссссе n-----"-"— 
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Consideraremos as integrais triplas na Secção 18.6 definindo-as primeiro em um 
paralelepípedo retangular e entáo em uma regiáo mais geral em R?. Mostrare- 
mos na Seccáo 18.7 que quando uma regiáo tem um eixo de simetria, as coor- 
denadas cilíndricas sáo usadas para o cálculo de uma integral tripla e quando 
há simetria em relacáo a um ponto, sáo usadas as coordenadas esféricas. 

O tratamento aqui é menos formal e mais intuitivo que nos capítulos anterio- 
res, pois as provas da maioria dos teoremas deste capítulo pertencem a um cur- 
so de Cálculo Avançado. 


18.1 A INTEGRAL DUPLA 


) ETANTE Е 


(41,42 az 


FIGURA 1 


Denominamos uma integral de uma função de uma única variável de integral 
simples para distingui-la de uma integral múltipla, que envolve uma função de 
várias variáveis. Na discussão de uma integral simples, exigimos que a função 
fosse definida em um intervalo fechado no conjunto R dos números reais. Para 
a integral dupla de uma função de duas variáveis, exigimos que a função seja 
definida numa região fechada em R?. Uma região fechada é aquela que inclui 
sua fronteira. Neste capítulo, sempre que nos referirmos a uma região, ficará 
implícito que ela será fechada. O tipo mais simples de região fechada em R? 
é uma região retangular que passaremos a definir. Consideremos dois pontos 
distintos A(a,, a,) e B(b,, b,), tais que a, < b, e a, < b,. Esses dois pontos 
determinam um retângulo com lados paralelos aos eixos coordenados. Consul- 
te a Figura 1.* Os dois pontos, juntamente com os pontos (b,, a,) е (a,, b), 
são chamados de vértices do retângulo. Os segmentos de reta que unem vértices 
consecutivos são chamados de lados do retângulo. O conjunto de pontos inte- 
riores ao retângulo é chamado de região retangular aberta e o conjunto de to- 
dos os pontos no retângulo aberto, juntamente com os pontos sobre os lados 
do retângulo, constituem uma região retangular fechada. 

Vamos denotar por R a região retangular fechada da Figura 1, e seja f uma 
função definida em R. A região R pode ser considerada como uma região de 
integração. A primeira etapa é definir uma partição, A, de R. Tracamos linhas 
paralelas aos eixos coordenados e obtemos uma malha de sub-regiões retangu- 
lares que cobrem R. A norma dessa partição, denotada por |А |, é determina- 
da pelo comprimento da maior diagonal de uma sub-região retangular da parti- 
ção. O comprimento da diagonal foi escolhido porque representa a maior dis- 
tância entre dois pontos em uma sub-região retangular. Enumeramos então as 
sub-regióes de uma forma arbitrária e seja n o seu total. Denotamos a largura 
da i-ésima região por A;x e sua altura por A,y unidades de comprimento. En- 
tão, se A,4 unidades de área for a área da i-ésima sub-região retangular, 


AA = Ах Ay 
Seja (£,, y) um ponto arbitrário da i-ésima sub-região e seja /(&, у) o valor 
funcional nele. Consideremos o produto f(£,, у) A;A. Associado a cada uma 
das л sub-regiões existe tal produto e sua soma é 


2 FE, Y) AA (1) 


Existem muitas somas da forma (1), pois a norma da particáo pode ser qual- 
quer número positivo e cada ponto (£,, y) pode ser qualquer ponto na i-ésima 
sub-regiáo. Se todas essas somas puderem se tornar arbitrariamente próximas 


* N. do R.: O retángulo fechado também é freqüentemente caracterizado como o conjunto dos 
pares (x, y) que pertencem ao produto cartesiano dos intervalos fechados: 


la, bi x [а›, bj = (Gx, ») € R?; aj <xs by, а < Y < bj] 
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de um número L, ao tomarmos partições com normas suficientemente peque- 
nas, então L será definido como o limite dessas somas quando a norma da par- 
tição de R tender a zero. Temos a definição a seguir. 


18.1.1 DEFINIÇÃO | Seja f uma função definida numa região retangular fechada R. O número L 
será o limite das somas da forma >, f(E, y) AA se L satisfizer a propriedade 
` i=l 


de que para todo e > 0 existe um б > 0, tal que para toda partição A, para 
a qual [A] < 8 e para todas as possíveis seleções do ponto (£,, y) no i-ésimo 
retângulo і = 1,2, ... , п, 


à SE Y) NA - L| < e 
Se tal número Ł existir, escrevemos 


lim Y FE, 1) АА = L 


[41-0 i = 


Se existir um número L satisfazendo a Definição 18.1.1, podemos mostrar 
que ele é único. A demonstração é similar à prova do Teorema (2.1.2) a respei- 
to da unicidade do limite de uma função. 


18.1.2 DEFINIÇÃO | Uma função f de duas variáveis será dita integrável numa região retangular fe- 
chada R se f estiver definida em R e o número L da Definição 18.1.1 existir. 
Esse número L será chamado de integral dupla de f em R, e escrevemos 


lim E SE, y) МА = || fx, y) dA 


[A]20 i21 x 


Outros símbolos usados para a integral dupla de f em R sáo 


[io n ax dy e [[ fæ, y) dy ax 
R R 


O teorema a seguir, enunciado sem demonstração, dá uma condição suficiente 
para que uma função de duas variáveis seja integrável. 


18.1.3 TEOREMA | Se uma fungáo de duas variáveis for contínua numa regiáo retangular fechada 
R, entáo R será integrável em R. | 


(-1,3) y Q, 3) O valor aproximado de uma integral dupla é encontrado no exemplo a seguir. 


NEN 


(o 5 2.5) (0 52 »la 52 5) EXEMPLO 1 Ache um valor aproximado da integral dupla 
M (Зу — 2x?) dA 
R 


e. ° ° 
(—0,5, 1,5) (0,5, 1,5) | (1,5, 1,5) 


onde R é a região retangular com vértices (— 1, 1) e (2, 3). Tome uma partição 
LD (2,1) de А formada pelas retas х = 0, = le y = 2 е seja (É, у) o centro da 
i-ésima sub-regiáo. 


Ѕоіис̧до Consulte а Figura 2 que mostra a regiáo R dividida em seis sub- 
-regióes, as quais sáo quadrados com lados de comprimento unitário. Para ca- 
FIGURA 2 da i, Д,А = 1. Em cada uma das sub-regióes, o ponto (£,, y) será o centro do 


18.1 А Integral Dupla 1025 


quadrado. Com f(x, y) = 3y — 2х2, uma aproximação da integral dupla será 
dada por 


у A=0,5, 1,5) © 1 + A0,5, 1,5) 1 + ДІ,5, 1,5). 
+ fü,5, 2,5) - 1 + Д0,5, 2,5) - 1 + f(- 6,5, e 
sucus 40s «p SAE d gud 
= 25 


O valor exato da integral dupla do Exemplo 1 é 24, conforme será mostrado 


b; [I IIL LAINO] no Exemplo 1 da Secção 18.2. 
"ИТТЕН Vamos considerar agora a integral dupla de uma funcáo sobre uma regiáo 
Ari LT TA mais geral. Na Secção 6.3 a função suave foi definida como sendo aquela que 
Py И L| tem derivada contínua e o seu gráfico é uma curva suave. Seja R uma regiáo 
ALIE E TZ fechada cuja fronteira consiste em um nümero finito de arcos de curvas suaves, 
UNIT -11 unidos para formar uma curva fechada. Como fizemos com uma regiáo retan- 
HAN gular, tracamos retas paralelas aos eixos coordenados que dão uma partição 
ERES | retangular da região R. Descartamos as sub-regiões contendo pontos que não 


estão em R e consideramos somente aquelas sub-regiões que estão totalmente 
* em R (as quais estão sombreadas na Figura 3). Seja n o número dessas regiões 
sombreadas e vamos proceder de forma análoga àquela utilizada para re- 
giões retangulares. As Definições 18.1.1 e 18.1.2 são aplicáveis quando a região 
R for do tipo mais geral descrito acima. Você pode, intuitivamente, imaginar 
que se a norma da partição tender a zero, n crescerá sem limitação e a área da 
região omitida (isto é, os retângulos descartados) tenderá a zero. Realmente, 
pode ser provado que se uma função for integrável em uma região R, o limite 
das somas aproximativas do tipo (1) será o mesmo, qualquer que seja a forma 
de se subdividir R, desde que cada sub-região tenha uma forma para a qual se 
possa atribuir uma área. 

Da mesma forma que a integral de uma função de uma única variável é inter- 
pretada geometricamente em termos da área de uma região plana, a integral 
dupla pode ser interpretada geometricamente em termos do volume de um sóli- 
do tridimensional. Suponha que a função f seja contínua numa região fechada 
R em R?. Além disso, para simplificar a discussão vamos supor que f(x, y) se- 
ja não-negativa em R. O gráfico da equação z = f(x, y) é uma superfície que 
está acima do plano xy, conforme mostra a Figura 4. A figura mostra uma sub- 
região retangular particular de R, tendo dimensões de medida A,x e Ду. A 
figura também mostra um sólido retangular tendo essa sub-região como base 
e /(#„ y) como a medida da altura, onde (£,, у) é um ponto na i-ésima sub- 
região. O volume do sólido retangular é determinado por 


FIGURA 3 


AV = /(& vi) AA 
= f(a y) Ах Ау 


O número А, é a medida do volume do sólido retangular delgado que apare- 
ce na Figura 4; assim, a soma dada em (1) é a soma das medidas dos volumes 
de n de tais sólidos. Essa soma aproxima a medida do volume do sólido tridi- 
mensional mostrado na Figura 4. O sólido é limitado. acima pelo gráfico de f 
e abaixo pela regiáo R no plano xy. A soma em (1) também aproxima o nümero 
dado pela integral dupla 


0. y 4А 


FIGURA 4 
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FIGURA 5 
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Podemos provar que o volume do sólido tridimensional da Figura 4 é o valor 
da integral dupla. Esse fato está estabelecido no teorema a seguir, cuja demons- 
tração formal não será dada. 


Seja f uma função de duas variáveis, contínua numa região fechada R, no pla- 
no xy e f(x, y) z 0 para todo (x, y) em R. Se V for a medida do volume do 
sólido S tendo a regido R como base e tendo uma altura cuja medida é f(x, y) 
no ponto (x, y) em R, entáo 


V — lim Y f. Y) AA 


[А]-0 = 1 


= [| 40, y da 


R 


EXEMPLO 2 Obtenha uma aproximação do volume do sólido limitado pela 
superficie 
Дх, y) = 4 — х? — ту? 


pelos planos x = 3, у = 2 е pelos três planos coordenados. Para encontrar um 
valor aproximado da integral dupla, vamos fazer uma particáo da regiáo no 
plano xy, traçando as retas x = 1, x = 2ey = le tomar (É, у) no centro 
da i-ésima sub-regiáo. 


Solucáo O sólido aparece na Figura 5. A região retangular R é o retângulo 
no plano xy limitado pelos eixos coordenados e pelas retas x = 3e y = 2, Do 
Teorema 18.1.4, se V unidades cúbicas for o volume do sólido, entáo, 


Y = ffa — 5x? — 16у?) dA 
R 


A Figura 5 mostra R dividido em seis sub-regióes que sáo quadrados, tendo 


lados de comprimento unitário. Logo, para cada i, А,А = 1. О ponto (E; у) 


em cada sub-regiáo é o centro do quadrado. Entáo, uma aproximação de Vé 
dada pela aproximação da integral dupla. Logo, 


V = f(0,5, 0,5) 1 + /(,5, 0,5) 1 + f/2,5, 0,5) - 1 0,5, 1,5) - 1 + Д1,5, 1,5) 1 + 2,5, 1,5) 1 


18.1.5 TEOREMA 


Usando uma calculadora para resolver os valores da função, obtemos 


И = 3,957 + 3,734 + 3,290 + 3,832 + 3,609 + 3,165 
= 21,59 


Assim, o volume é aproximadamente 21,59 unidades de volume. 


O valor exato do volume do Exemplo 2 da Secção 18.2 será de 21,5 unidades 
de volume. 

Várias propriedades da integral dupla sáo análogas às propriedades da inte- 
gral definida de uma função de uma única variável. As mais importantes serão 
dadas nos teoremas a seguir. 


Se c for uma constante e a funcáo f for integrável numa regiáo fechada R, en- 
táo cf será integrável em Re 


|| ra, 4A = c [| fœ, y) da 
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18.1.6 TEOREMA | Se as funções f e g forem integráveis numa região fechada R, então a função 


f + g será integrável em R e 


{| ires») + 06 91 da = | [sæ » dA + || до, y) ал 


R R R 


O resultado do teorema 18.1.6 pode ser aplicado a qualquer número finito 
de funções integráveis. As demonstrações dos Teoremas 18.1.5 e 18.1.6 seguem 
diretamente da definição de integral dupla. 


18.1.7 TEOREMA | Se as funções f e g forem integráveis na região fechada R e, além disso, 


fx, у) > g(x, y) para todo (x, y) em К, então 


[| ves » da > || g(x, y) dA 
R 


R 


O Teorema 18.1.7 é análogo ao Teorema 5.6.8 para integrais definidas de 
uma funcáo de uma única variável. A demonstracáo é similar. 


18.1.8 TEOREMA | Seja a função f integrável numa região fechada R e suponha que m e M sejam 
' | dois números tais que m < f(x, y) < M para todo (x, y) em R. Entáo, se A 
for a medida da área da regiáo R, i 


mA < N Дх, y) dA < MA 


R 


A demonstracáo do Teorema 18.1.8 é similar áquela do Teorema 5.6.9 e 
' baseia-se no Teorema 18.1.7. 


Suponha que a função f seja contínua numa região fechada R e que a região 
R seja composta de duas sub-regiões R, e R, que não têm pontos em comum, 
com exceção de pontos em partes de suas fronteiras. Então, 


18.1.9 TEOREMA 


[л » dA = (| f, J) dA + || ros 2) da 


R Ri Ra 


A demonstração do Teorema 18.1.9 depende da definição de integral dupla 
e dos teoremas de limites. 


EXERCÍCIOS 18.1 


1. Ache um valor aproximado da integral dupla onde R é a região retangular com vértices ( — 1, 0) e (1, 3). 
Faça uma partição де А com as retas х = 0, y = le y = 2 
ffe — 2y + 1)dA e considere (£j, у) como o centro da i-ésima sub-região. 
A : 
onde R é a região retangular com vértices (0, —2) e (3,0). Nos Exercícios de 3 a 8, ache um valor aproximado da integral 
Faça uma partição de R com as retas x = 1,х = 2ey = —1 dupla, onde R é a região retangular com vértices P e О, A é uma 
e considere (£,, у) como o centro da i-ésima sub-região. partição de R e (Ё, у) ё o centro de cada sub-região. 


2. Ache um valor aproximado da integral dupla 


Јо? - 4944 
R x,23,y = 0, у = 1. 


3. ffe + y) dA; P(0,0; Q(4, 2); А: x, =0, х = 1, x3=2, 
R 
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4. ffe — x — y) dA; P(0, 0); Q(6, 4); A: x, = 0, x = 2, x4 = 4, 
R 


У1 = 0, ya = 2, N 
5, ffe» + зу?) da; P(—2,0; О(4, 6); А: х, = —2, x; = 0, 
R 


хз = 2, у, = 0, у, = 2, у; = 4. 
6. [[(ху + 3y 44; PO, — 2); Q(6, 4); A: x, = 0, х, = 2, x3 = 4, 
R 


Yı = —2, y2 = 0, уз = 2. 
7. $f0?y-2xy) dA; P(—3, – 2); Q(1, 6)A:x,=-3,x=-1, 
R 


У = —2, у; = 0, уз = 2, y4 = 4. 
8. ffe» = 2» аА; P(-3,—2j Q(L6; A x,—-3 
R 


х. = —2, хз = —1, X4 = 0, у = —2, Уз = –1, y, = 0, 
Ya = 1, уз = 2, ув = 3, уз = 4, yg = 5. 


Nos Exercícios de 9 a 12, ache um valor aproximado da integral 
dupla dada, onde R é a regido retangular tendo os vértices P e 
Q, A é uma partição de R e (E, у) é um ponto arbitrário em 
cada sub-região. 


9. A integral dupla, P, Q e A sáo os mesmos do Exercício 
3; (б, Y) = (0,25, 0,5); (65, y) = (1,75, 0); (6, Уз) = 
= (2,5, 0,25); Es, Ya) m (4, 1); (65, Ys) m (0,75, 1,75); 
Co Ув) = (1,25, 1,5); (65, Уз) = (2,5, 2); Es ув) = (3, 1). 

10. A integral dupla, Р, О e A são os mesmos do Exercício 4; 
(6i. Y) тт (0,5, 1,5); (čz Y2) = G, 1); (55. Y3) = (5,5, 0,5); 
(Es, Ya) = (2, 2); (Es, Ys) == (2, 2); (6s. Yo) = (5, 3). 

11. A integral dupla, Р, О e А sáo os mesmos do Exercício 5; 
(61, Y) = (— 0,5, 0,5); (Ez, У) > (1, 1,5); (65. Y3) = (2,5, 2); 
(4, Ya) Er (— 1,5; 3,5); (5, Ys) = (0, 3); Es, Ye) = (4, 4); 
(3, Y) =: (— 1, 4,5); (Es, Yo) = (1, 4,5); (бо, Y9) T G, 4,5). 

12. A integral dupla, P, Qe A sáo os mesmos do Exercício 5; 

(Er, Y) = (-2, 0); (Es, Y) == (0, 0); (Es, Y3) = (2, 0); 
(Es Y) = (2, 2); (Es, у) = (0, 2); (Es. ук) = (2 2); 
(7, Y) = (72, 4); (Es, Ya) = (0, 4); (Eo 79) = (2, 4). 

13. Obtenha uma aproximação para o volume do sólido по pri- 
meiro octante limitado pela esfera x? + y? + z? = 64, pe- 
los planos x = 3, y = 3 e pelos trés planos coordenados. 
Para achar um valor aproximado da integral dupla, faça uma 
particáo da regiáo no plano xy com as retas x = 1, x = 2, 
y = ley = 2, e considere (5, у) como o centro da i-ésima 
sub-regiáo. 

14. Calcule uma aproximação para o volume do sólido limitado 
pelos planos x = 2x:+ y + 4, х = 2, y = 3 e pelos trés 


planos coordenados. Para achar um valor aproximado da in- 
tegral dupla faça uma partição da região no plano xy forma- 
do pelas retas x = 1, y = le y = 2, e considere (Ё, у) co- 
mo o centro da i-ésima sub-regiáo. 

15. Obtenha uma aproximagáo para o volume do sólido limitado 
pela superfície z = 10 — 2 – +y?, pelos planos x = 2, 
y = 2 е pelos trés planos coordenados. Рага achar um valor 
aproximado da integral dupla, faga uma particáo da regiáo 
no plano xy com as retas x = 1e y = 1, e considere (£, у) 
como o centro da i-ésima sub-regiáo. 

16. Calcule uma aproximação para o volume do sólido limitado 
pela superfície 100 z = 300 — 25x? — 4y?, pelos planos 
x--Lhx-3,y- —3, y = 5epelo plano xy. Para en- 
contrar um valor aproximado da integral dupla, faça uma 
particáo da regiáo no plano xy formado pelas retas x = 1, 
y= -1,у= ley = 3, e considere (£, у) como o centro 
da i-ésima sub-regiáo. 


Nos Exercícios de 17 a 22, aplique o Teorema 18.1.8 para en- 
contrar um intervalo fechado que contenha o valor da integral 
dupla dada. 


17. || (2х + 5y) dA, onde R é a regiáo retangular com vértices 
R 
(0, 0), (1, 0), (1, 2) e (0, 2). 


18. M (х2 + y?) dA, onde R é a região retangular com vértices 
R 


(0, 0), (1, 0), (1, 1) e (0, 1). 


19. M e" dA, onde R é a região retangular com vértices (0, 0), 
R 
(1,0), (1, De (0, 1). 


20. n (sen x + sen y) dA, onde R é a regiáo retangular com 
R 
vértices (0, 0), (7, 0), (zt, л) e (0, л). (Sugestão: use o resul- - 
tado do Exercício 10, nos Exercícios 17.3.) 


21. |] [sen (x + y) + sen х + sen y] dA, onde R ёа regiáo 
R 
retangular com vértices (0, 0), (л, 0), (л, л) e (0, л), (Suges- 
táo: use o resultado do Exercício 11, nos Exercícios 17.3.) 
| | 2x + 2y +1 


EA dA, onde R é uma região retangular com 
y 


R 
vértices (- 1, —1), (1, — 1), (1, D e(- 1, 1). (Sugestão: use 
o resultado do Exercício 8, nos Exercícios 17.3.) 


18.2 CÁLCULO DE 
INTEGRAIS DUPLAS E 
INTEGRAIS ITERADAS 


Para funções de uma única variável, o segundo teorema fundamental do cálcu- 
lo provê um método para se calcular uma integral definida que consiste em en- 
contrar uma antiderivada (ou integral indefinida) do integrando. Há um méto- 


do correspondente para o cálculo de uma integral dupla que inclui executar su- 
cessivas integrações simples. O desenvolvimento rigoroso desse método é dado 
num curso de Cálculo Avançado. Nossa discussão aqui será intuitiva, usando 


FIGURA 1 
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z=f(xy) interpretações geométricas da integral dupla como a medida de um volume. Va- 


mos desenvolver o método primeiro para integrais duplas numa regiáo retangular. 

Seja f uma função dada que é integrável numa região retangular fechada R, 
no plano xy, limitada pelas retas x = а, x = b,, y = a; e y = b,. Vamos su- 
por que f(x, y) > 0 para todo (x, y) em R. Consulte a Figura 1, que mostra 
um esboço do gráfico da equação z = f(x, y) quando (x, y) está em К. O núme- 
ro que representa o valor da integral dupla 


[[Лх, ў 4А 
Ro. 


é a medida do volume do sólido entre a superfície e a região К. Esse número 
pode ser encontrado pelo método das secções planas paralelas, discutidas na Sec- 
cáo 6.1, como faremos agora. 

Seja y um número em [a,, b;]. Considere o plano paralelo ao plano xz pelo 
ponto (0, y, 0). Seja A (y) a medida da área da região plana de intersecção desse 
plano com o sólido. A medida do volume do sólido é expressa por 


| A(y) dy 


Como o volume do sólido também é determinado pela integral dupla 
ы b2 
ff ro.» da = [ ло) dy (1) 
R 


Assim, podemos encontrar o valor da integral dupla da função fem R, calcu- 
lando a integral simples de A (y). Precisamos encontrar agora A(y) quando y 
for dado. Como A(y) é a medida da área de uma região plana, podemos 
encontrá-la por integracáo. Na Figura 1, observe que a fronteira superior da 
região plana é o gráfico da equação z = f(x, y), quando x está em [a,, b]. Lo- 


go, AQ) = E f(x, y) dx. Substituindo essa equação em (1) obtemos 


M Fx, y) dA = E ll Fx, y) ax dy (2) 
R ENS 


A integral à direita de (2) é chamada de integral iterada. Usualmente os colche- 
tes sáo omitidos quando escrevemos uma integral iterada. Assim, (2) pode ser 
escrita como 


[ле ә da = [2 ло, y dx dy (3) 


R 


Antes de calcular a “integral interna”? em (3), lembre-se de que x é a variável 
de integração e y é considerada uma constante. Isto equivale a considerar y cons- 
tante, tal como no cálculo da derivada parcial de f(x, y) em relação a x. 

Ao considerarmos secções planas paralelas ao plano yz, obtemos uma inte- 
gral iterada com a ordem de integração trocada; temos então 


{| 100 y aa = P E fe» dy dx (4) 
R 


Uma condição suficiente para que (3) e (4) sejam válidas é que a função seja 
contínua na região retangular R. 
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EXEMPLO 1 Calcule a integral dupla 
ffe» — 2x!) dA 
R 


se R for a regiáo que consiste em todos os pontos (x, y) para os quais 
-1<x<2el< y<3. 


Solucáo Com a, = —1, b, = 2, а, = leb, = 3, temos, de (3), 


[Гу — 2x!) dA = IN f. (Зу — 2х2) dx dy 


: - IN Ea (3y — 2x?) às dy 


= Ji [3x9 sep. 


No Exemplo 1 da Seccáo 18.1 encontramos 25 como um valor aproximado 
da integral dupla acima. 


EXEMPLO 2 Ache o volume do sólido limitado pela superfície 
Дх, y) = 4 — $х? — diy? 


pelos planos x = 3, у = 2 e pelos trés planos coordenados. 


Solucáo A Figura 2 mostra o gráfico da equacáo z — f(x, y) no primeiro 
octante e o sólido dado. Se V unidades for o volume do sólido, entáo, do Teo- 
rema 18.1.4, 


V= lim Y FE, y) AA 


llAl| 20 i=1 


= fff y) а 


3 
zi 41 — $x?) dx 


O volume é, portanto, 21,5 unidades. 


y = ba(x) 


FIGURA 3 e 


ys61600  у=ф@,(х) 
FIGURA 4 | 


х у= ф(х) 
FIGURA 5 


e. 
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No Exemplo 2 da Seccáo 18.1 encontramos um valor aproximado de 21,59 
para esse mesmo volume. 

Suponha agora que R seja uma regiáo no plano xy, limitada pelas retas 
х = аех = b, onde a < be pelas curvas y = ф(х) e y = ф(х), onde Фф, 
e ф, são duas funções contínuas no intervalo fechado [a, b]; além disso, 
ф,(х) < ф(х) para todo x, tal que a < x < b (veja a Figura.3). Seja A uma 
partição do intervalo [a, b], definida por A: a = x, < x, € ... < x, = b. 
Consideremos a regiáo R da Figura 3 divida em faixas verticais como A,x uni- 
dades de largura. Uma das faixas é mostrada na figura. A intersecção da super- 
ficie = = f(x, y) e um plano x = É, onde x; , < é < x, é uma curva. Um 
segmento dessa curva está sobre a ¡-ésima faixa vertical. A regiáo abaixo desse 
segmento de curva e acima do plano xy aparece na Figura 4 e a medida da área 
dessa regiáo é dada por 


ле, y) dy 


oal) 
A medida do volume do sólido limitado acima pela superfície z = f(x, y) e abaixo 
pela i-ésima faixa vertical é aproximadamente igual a 


| [леу a| Ax 


$10 


Quando a norma de A tende a zero, se tomarmos o limite da soma das medidas 
dos volumes para n faixas verticais de R, desde x = a até x = b, obtemos a 
medida do volume do sólido limitado acima pela superfície z — f(x, y) e abaixo 
pela regiáo R no plano xy. (Veja a Figura 5.) Essa é a integral dupla de f em 
R; ou sejà 


li PAE) f( A d | : b $300 , 
dim. У | ү (E, у) dy | А,х | | so » dy dx 


(5) 


n f(x, у) dy dx 


R 


Condições suficientes para que (5) seja válida são que f seja contínua na região 
fechada R e que q, e ф, sejam funções suaves. 


EXEMPLO 3 Expresse, como uma integral dupla e depois como uma integral 
iterada, a medida do volume do sólido acima do plano xy, limitado pelo para- 
bolóide elíptico z = x? + 4y? e pelo cilindro x? + 4y? = 4. Calcule a integral 
iterada para encontrar o volume do sólido. 


Solucáo O sólido é mostrado na Figura 6. Vamos encontrar o volume da 
parte do sólido que está no primeiro octante a qual, com base nas propriedades 
de simetria, é um quarto do volume pedido. A regiáo R no plano xy está limita- 
da pelos eixos x e y e pela elipse x? + 4? = 4. Essa região está na Figura 7 
que também mostra a i-ésima sub-regiáo de uma particáo retangular de R, on- 
de (£, у) é qualquer ponto dessa sub-regiáo. Se V unidades de volume for o 
volume do sólido dado, entáo, pelo Teorema 18.1.4, 


V=4 lim Y (E? + 4]) ДА 


llAl]0 i71. 


=4 ffee 4 4y?) dA 
R 
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z Para expressar V a medida do volume como uma integral iterada, dividimos 
a região К em л faixas verticais. A Figura 8 mostra a região R e a i-ésima faixa 
vertical tendo uma largura de A,x unidades e um comprimento de + 4/4 — E? 
unidades, onde x,., < É, € x, De (5), 

Ш | Peas 
0 


V=4 lim 


llAl| 20 i=1 
2 ('/4-x?j2 
-Apf (x? + 4y?) dy dx 


E 4 IN E + sepe dx 


0 


(E? + 4y?) a| Ах 


4 |. [ 4 — х? + i4- х2) | dx 
SD (x? + 2/4 — x? dx 


—áx(4 — x? ? + 2x JA — x? + 8 sen“! kl 
= dx 
Logo, o volume é de 4x unidades. 


x 


FIGURA 6 


Suponha que a região R seja limitada pelas curvas x = 4,0) ex = А„(у)е 
pelas retas y = ce y = d, comc « d, e que À, e À, sejam duas funções contí- 
nuas no intervalo fechado [c, d] onde À,(y) < Ау) sempre que c < y < d. 
Considere uma particáo A do intervalo [c, d] e divida a regiáo em faixas hori- 
zontais cujas medidas das larguras sejam A,y. Veja a Figura 9, mostrando a 
i-ésima faixa horizontal. A intersecgáo da superfície z = f(x, y) com um plano 
у = Y¡y onde y; , € y, < y, é uma curva, e um segmento dessa curva está so- 
bre a i-ésima faixa horizontal. Então, como na obtenção de (5), a medida do 
volume do sólido limitado acima pela superfície z = f(x, y) e abaixo pela i-ésima 
faixa vertical é aproximadamente igual a 


| oo fes) ax | Ay 


Tomando o limite, quando [Д | tende a zero, da soma dessas medidas de volu- 
me para n faixas horizontais de R, desde у = c até у = d, obtemos a medida 
do volume do sólido limitado acima pela superfície z = f(x, y) e abaixo pela 
região R no plano xy. Essa medida de volume é a integral dupla de fem R. Logo, 


у lim Y | po Лх, у) | Ay = K NEC y) dx dy 
JA]=0 ;=1 


AG) с 410) 


(6) 


|| 76 » dx dy 


R 
У; | 
‚бу Y Condições suficientes para que (6) seja válida são que A, e A, sejam funções 
| 5a suaves e f seja contínua em А. Na aplicação de ambas (5) e (6), algumas vezes 
pode ser necessário subdividir uma região R em sub-regiões nas quais são veri- 
ficadas essas condições suficientes. 
PI RENE 
EXEMPLO 4 Expresse o volume do sólido do Exemplo 3 por uma integral ite- 
Xx + " А 
О rada na qual a ordem de integracáo é o reverso daquela do Exemplo 3. Calcule 


FIGURA 9 ^ o volume. 
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Solução Novamente, vamos calcular o volume do sólido no primeiro oc- 
tante e multiplicar por 4 o resultado. A Figura 10 mostra a região R no plano 
xy e a i-ésima faixa horizontal cuja largura mede A,y e cujo comprimento tem 
uma medida de 2/1 — у. Então, por (6), 


V=4 lim Y 5 pe (x? + 4у;2) ax | Aiy 
ило 151 | 


= 4p f Rd (x? + 4y?) dx dy 
4 UN ES + э” dy 
4 fo Ba — y»? ву у? ау 
3 oy + n1 dy 

= —éy(1 — y?P? + 8y/1— y? + 8sen^! y], 
MIT.) 3 — y) y y en у], 
р 


AY [y M io) = 4л 


Logo, o volume ё 4z unidades de volume, о que está de acordo com o resultado 
do Exemplo 3. 


FIGURA 10 


Das soluções dos Exemplos 3 e 4, vemos que a integral dupla | | (х2 + 4) dA 


pode ser calculada por qualquer uma das integrais iteradas. ^ 


2 fJ4-xl 1 f2/1-y2 
f. E 2 (x? + 4y?) dy dx ou f f. ” (x? + 4y?) dx dy 


Se em (5) ou (6) f(x, y) = 1 para todo x e y, entáo a medida A da área de 
uma regiáo R é expressa como uma integral dupla. Temos 


(7) 


A= |da sa = јао 


- EXEMPLO 5 Ache, por integração dupla, a área da região no plano xy, limi- 
tada pelas curvas y = x? e y = 4x — x. 


Solucáo A regiáo está na Figura 11. De (7), 


A = [[ау ах 
R 


= [| $= dy dx 


E I (4x — x? — x?) dx 


2 
= 2x? — рә], 


wjoo 


Logo, a área da regiáo é + unidades. 


FIGURA 11 
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EXERCÍCIOS 18.2 


Nos Exercícios de 1 a 10, calcule a integral iterada. 


1. f? [2° xy? dy dx 2. f? f? ax ay 


А 1 ex 
з. ft [^ J9 + у? dx dy 4. | | y ауф 


`4 Гу 4 fx 

i | Beo «| | Fox 
145 NX . Ji J2 VX 

7. IN f |х — y| dy dx 8. IN IN х?е? dy dx 


т у? х 
9. |". |'sen(4x — y) ду dx 10. sen — dx d 
je: f ( y) dy r f т у 


Nos Exercícios de 11 a 18, ache o valor exato da integral dupla. 


11. A integral dupla é a mesma que a do Exercício 1, dos Exercí- 
cios 18.1. 

12. A integral dupla é a mesma que a do Exercício 2, dos Exercí- 
cios 18.1, 

13. A integral dupla é a mesma que a do Exercício 3, dos Exercí- 

. cios 18.1. | 

14. A integral dupla é a mesma que à do Exercício 6, dos Exercí- 

cios 18.1. 


15. n sen x dA; R € a regiáo limitada pelas retas y — 2x, 
R 
1 
=+тхех= л. 


y 
16. || cos (х + y) dA; R é a região limitada pelas rétas у = x, 
R 
л eo eixo x. 


x= 
17. i x49 — у? dA; R é a região limitada pela circunferência 


R 
x + Е 9. 
18. 12 —- ад; К é a região limitada pelas retas y = x, у = 2 
COUR. 


e pela hipérbole xy = 1. 


19. Ache o volume do sólido sob o plano z = 4x e acima da cir- 
cunferéncia x? + y? = 16 no plano xy. Faça um esboço do 
sólido. 

20. Acheo volume do sólido limitado pelos planos x = y + 2z + 1, 
х= 0, у = 0,2 = 0е3у +2 — 3 = 0. Faça um esboço 
do sólido. 

21. Ache o volume do sólido no primeiro octante, limitado pe- 

los cilindros x? + y? = 4e x? + z? = 4. Faça um esboço 
do sólido. 

22. Ache o volume do sólido no primeiro octante, limitado pelo 
parabolóide z = 9 — x? — 3y?, Faça um esboço do sólido. 


23. Ache o volume do sólido no primeiro octante, limitado pe- 
las superfícies x + 2 = 1, х = yex = y. Faça um esbo- 
со do sólido. 

24. Ache, por integragáo dupla, o volume da parte do sólido li- 
mitada pela esfera x? + y? + z? = 16 que está no primeiro 
octante. Faça um esboço do sólido. 


Nos Exercícios de 25 a 28, use integrais duplas para encontrar 
a área da região limitada pelas curvas dadas no plano xy. Faça 
um esboço da região. 


E 
26. у? = 4xex = 

Р R 
28. х2 + y! = 16 e y! = бх 


29. Ехргеѕѕе сото uma integral iterada а medida do volume do 
sólido limitado pelo elipsóide 


30. Use a integracáo dupla para encontrar à área da regiáo no 
primeiro quadrante, limitada pela parábola y? — 4x, pela 
circunferéncia x? + y? = 5 e pelo eixo x por duas manei- 
ras: (a) integrando primeiro em relação a x; (b) integrando 
primeiro ém relacáo a y. Compare os dois métodos de 
solucáo. 

31. Ache, por dois métodos, o volume do sólido abaixo do pla- 
no 3x + 8y + 6z = 24 e acima da regiáo no primeiro qua- 
drante do plano xy, limitado pela parábola y? = 2x, pela re- 
ta 2x + 3y = 10 e pelo eixo x: (a) integrando primeiro em 
relação a x; (b) integrando primeiro em relação a y. Compa- 
re os dois métodos de solução. 


32. Dada a integral iterada 5 p ya? — 2 dy dx. (a) Façà um 


esboço do sólido cuja medida de volume é representada pela 
integraliterada dada; (b) calcule a integral iterada; (c) escre- 
va a integral iterada que dá a medida de volume do mesmo 
sólido com a ordem de integração invertida. 


RET 


33. Dada a integral iterada + Qx + y) dy dx. Siga 


as mesmas instruções que foram dadas no Exercício 32. 

34. Use a integracáo dupla para encontrar o volume do sólido 
comum a dois cilindros circulares retos, com raió de r unidades 
€ cujos eixos interceptam-se em ángulo reto. (Veja о Exercí- 
cio 48, dos Exercícios 6.1.) 


Nos Exercícios 35 e 36, a integral iterada ndo pode ser calculada 
exatamente em termos de funcóes elementares, na ordem de in- 
tegração dada. Inverta a ordem de integração e faça o cálculo. 


4 (2 - 1 fi 2 
35. 5 Ve sen zy! dy dx 36. r , e* dx dy 
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No Capítulo 6, usamos integrais simples para encontrar o centro de massa de 
uma lámina homogénea. Usando integrais.simples, podemos considerar somente 
láminas com densidade de massa por unidade de área constante (exceto em ca- 
sos especiais); contudo, com integrais duplas podemos calcular também o cen- 
tro de massa de láminas náo-homogéneas. 

Suponhamos que seja dada uma lámina tendo a forma de uma regiáo fecha- 
da R, no plano xy. Seja p(x, y) a medida da densidade de massa por unidade 
de área da lámina em qualquer ponto (x, y) de R, onde p é contínua em R. Para 
encontrar a massa total da lámina, iremos proceder da seguinte forma: seja A 
uma partição de R em n retângulos. Se (С, у) for um ponto qualquer no i- 
ésimo retângulo, tendo uma área de medida A,A, então uma aproximação da 
medida da massa do i-ésimo retângulo é dada por p(£;, Y) 4 A,A, e a medida da 
massa total da lámina é aproximada por 


» р(ё;, Yi) AA 


' Tomando o limite da soma acima, quando a norma de A tende a zero, expres- 
samos a medida M da massa da lámina por 


lim Y p(&; Y) A/A 


jál>0;=1 


{| oc » aA Q) 


R 


A medida do momento de massa do i-ésimo retângulo em relação ao eixo x é 
aproximada por у;р(ё,, y) АА. A soma das medidas dos momentos de massa 
dos n retángulos em relagáo ao eixo x é, entáo, aproximada pela soma desses 
n termos. A medida M, do momento de massa em relagáo ao eixo x da lámi- 
na toda é dada por 


lim Y ү.р(8,, y) АА 


1A]>0 i21 


| {| >ре, y) dA 


R 


Analogamente, a medida M, do. momento de massa em relacáo ao eixo y é da- 
da por 


y lim Y Ši iP (5; y) А А 


[A] 0 = 1 


E хрх, y) dA e 


EXEMPLO 1 Uma lámina com a forma de um triángulo retángulo isósceles 
tem uma densidade de massa por unidade de área que varia como o quadrado 
da distáncia ao vértice do ángulo reto. Se a massa for medida em quilogramas, 
a distáncia em metros, ache a massa e o centro de massa da iámina. 
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Solucáo Escolha os eixos coordenados de tal forma que o vértice do trián- 
gulo retángulo esteja na origem e os lados com a metros de comprimento este- 
jam ao longo dos eixos coordenados (veja a Figura 1). Seja p(x, y) o número 
de quilogramas por metro quadrado da densidade de massa por unidade de área 
da lâmina no ponto (x, y). Então, р(х, y) = k(x? + y?), onde k é uma cons- 
tante. Logo, se M kg for a massa da lámina, temos de (1) que 


M= lim Y k(£? + y?) AA 


llall=>0 ¿=1 
=k [ео + y?) da 
R 


= k duet (x? + y?) dy dx 
= К |. [yx? + yh” dx 
=k { Ba? — a?x + 2ax? — $x3) dx 


= даќ — ta? + 3a* — 3а°) 


= ika? 


Para achar o centro de massa, observe que devido á simetria ele deve estar 
sobre a reta y = x. Logo, se determinarmos Х, teremos também y. De (2), 


M,= lim È кё(&2 + y?) АА 


Wall>0 i=1 


= k f [xo + y?) da 
R 
=k IN | x(x? + y?) dy dx 
=k А E + ias] dx 
=k IN Ga?x — a?x? + 2ax? — $x*) dx 
= k(ga? — $a? + 3a? — ba”) 


Como Mx = М,, então Mx = <5ka%; como M = тка“, obtemos X = 2а. 
Logo, o centro de massa está no ponto (Za, 2 a). 


.O momento de inércia de uma partícula cuja massa é m kg, em torno de um 


eixo, é definido como sendo mr? kg-m?, onde r m é a distáncia entre a partí- 
cula e o eixo. 


Se tivermos um sistema de n partículas, o momento de inércia do sistema se- 
rá definido como a soma dos momentos de inércia de todas as partículas. Isto 
é, se a i-ésima partícula tiver uma massa de m; kg e estiver a uma distáncia de 
r; m do eixo, entáo 7 kg-m? será o momento de inércia do sistema, onde 
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Estendendo o conceito de momento de inércia a uma distribuicáo contínua de 
massa no plano, tal como barras ou láminas por um processo similar ao usado 
previamente, temos a definição a seguir. 


Suponhamos que haja uma distribuigáo contínua de massa ocupando uma re- 
giáo R do plano xy, e suponhamos que à medida da densidade de área dessa 
distribuição no ponto (х, y) seja р(х, y) kg-m?, onde р é contínua em К. En- 
tão, o momento de inércia I, kg-m? em torno do eixo x dessa distribuição de 
massa será determinado por : 


lim Y v?p (5, NAA 

[А[-0 i21! 

{| 22р, ») da 

R 
Da mesma forma, a medida I, kg-m? do momento de inércia em torno do eixo 
y é dada por 


1, 


п 


lim 2, 6/06 Y) АА 


JAL>0 i= 


\( р(х, у) dA 

R 

e a medida I, kg-m? do momento de inércia em torno da origem, ou do eixo 
z, é dada por i 


n 


lim X (22 + уд)р(&, Y) AA 

14] >0¿=1 

M О? + ypx, у) dA 

R 

O número Г, é a medida do chamado momento de inércia polar. 


1, 


lo 


EXEMPLO 2 Um fio retilíneo homogéneo tem uma densidade linear de mas- 
sa constante de k kg-m. Ache o momento de inércia do fio em torno de um 
eixo perpendicular á ele, passando por uma extremidade. 


Solucáo Vamos supor que o fio tenha um comprimento de a m e que se es- 
“tenda ao longo do eixo x, desde a origem. Vamos encontrar o seu momento de 
inércia em torno do eixo y. Dividindo o fio em n segmentos, seja Ах m o com- 
primento do i-ésimo segmento. A massa do i-ésimo segmento é, então, k A,x kg. 
Suponha que a massa do i-ésimo segmento esteja concentrada num ünico pon- 
to É, onde x,_ < ё, < х. O momento de inércia do i-ésimo segmento em tor- 
no do eixo y está entre kx?_ , A;x kg-m? e kx? A;x kg-m? e é aproximado por 
kč? Ax kg-m?, onde x, < £; < x, Se o momento de inércia do fio em tor- 
no do eixo y for Г, kg-m?, então 
n 
= lim Y kë? Ax 


y 


llAl| 50 i=1 
a 

=] кх? 4х 
0 

— 11,43 

= aka 


Logo, o momento de inércia é + ka? kg-m?. 
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EXEMPLO 3 Uma lâmina retangular homogênea tem densidade de massa por 
unidade de área constante de k g-cm?. Ache o momento de inércia da lâmina 
em torno de um vértice. 


Solução Suponha que a lâmina seja limitada pelas retas x = a, y = b, о 
eixo x e o eixo y. Veja a Figura 2. Se Г, g-cm? for o momento de inércia em 
torno da origem, então | 


І= lim Y k(6? + y?) ДА 
пано 151 І 


E ffe + y?) dA 

R 
=k ро + y?) dx dy 
fosso 
= k f ба? + ау?) dy 


= lkab(a? + b?) 


O momento de inércia é, então, + kab(a? + b?) g-cm?. 


É possível encontrar a distância com relação a qualquer eixo L, onde a massa 
da lâmina pode ser concentrada, sem afetar o momento de inércia da lâmina 
em torno de L. A medida dessa distância, denotada por r, é chamada de raio 
de giração da lâmina em torno de L. Isto é, se a massa M kg da lámina for 
concentrada em um ponto distante r m de L, o momento de inércia da lâmina 
em torno de L será o mesmo que o de uma partícula de massa M kg a uma 
distância de r m de L; esse momento de inércia é Mr? kg-m?. Assim, temos a 
definicáo a seguir. 


Se I for a medida do momento de inércia em torno de um eixo L de uma distri- 
buição de massa num plano e M for a medida da massa total da distribuição, 
entáo o raio de giracáo da distribuicáo em torno de L terá por medida r, onde 


I 
=M 


EXEMPLO 4 Suponhamos que a lâmina tenha a forma de uma semicircunfe- 
rência e que a medida da densidade de massa por unidade de área da lâmina 
em qualquer ponto seja proporcional à medida da distância do ponto ao diâ- 
metro. Se a massa for medida em quilogramas e a distância em metros, ache 
o raio de giração da lâmina em torno do eixo x. 


Solução Escolha os eixos x e y de tal forma que a semicircunferência seja a 
metade superior da circunferência x? + y? = а2. Veja a Figura 3. A densidade 
de massa por unidade de área da lámina, no ponto (x, y) é, então, ky kg-m?. 
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Assim, se M kg for a massa da lámina, temos 


a 


= Ha? — уз)? |, 


Se 1, kg-m? for o momento de inércia da lâmina em torno do eixo x, então 


1,= lim 2 yi (ky) AA 
=1 А 


Пао i 


2 [о dy dx 
R 


SST ae 


a E | 


= К å dx 
0 


4У 
= dk f. (a* — 2a?x? + x*) dx 


= jk(2a? — $a5 + a5) 
= fka’ 


Assim sendo, se r m for o raio de giração 


Logo, г = 2/104. O raio de giração é, portanto, 110a m. 


EXERCÍCIOS 18.3 


Nos Exercícios de 1 a 12, ache a massa e o centro de massa da 3. A lâmina na forma de uma região retangular cujos lados são 


lâmina, se a densidade de massa por unidade de área for a indi- segmentos dos eixos coordenados e a reta x + 2y = 6. А 
cada. А massa é medida em quilogramas e a distáncia em metros. densidade em qualquer ponto é y? kg-m?. 

4. A lámina na forma da regiáo no primeiro quadrante, limita- 

1. A lámina na forma de uma regiáo retangular, limitada pelas da pela parábola y = ж, pela reta y = 1 e pelo eixo y. A 
retas x = 3, y = 2e pelos eixos coordenados. A densidade densidade em qualquer ponto é (x + y) kg-m?. 

em qualquer ponto é xy? kg-m?. 5. A lámina na forma da regiáo no primeiro quadrante, limita- 

2. A lámina na forma de uma regiáo retangular, limitada pelas da pela parábola x? = 8y, pela reta y = 2 e pelo eixo y. A 

retas x = 4, y = 5 e pelos eixos coordenados. A densidade densidade de massa por unidade de área varia como a dis- 


em qualquer ponto é (x? + y) kg-m?. táncia à reta у = - 1. 
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. A lámina na forma da regiáo limitada pela curva y — e*, pe- 


la reta x = 1 е pelos eixos coordenados. A densidade de massa 
por unidade de área varia como a distáncia ao eixo x. 


. A lámina na forma da regiáo no primeiro quadrante, limita- 


da pela circunferência х? + y? = a? e pelos eixos coordena- 
dos. A densidade de massa por unidade de área varia como 
a soma das distáncias aos dois lados retos. 


. A lámina na forma da regiáo limitada pelo triángulo cujos la- 


dos sáo segmentos dos eixos coordenados e a reta 3x + 2y = 
= 18. A densidade de massa por unidade de área varia co- 
mo o produto das distáncias aos eixos coordenados. 


. A lámina na forma da regiáo limitada pela curva y = sen x 


e pelo eixo x, de x = 0 a x = л. A densidade de massa por 
unidade de área varia como a distáncia ao eixo x. 

A lámina na forma da região limitada pela curva y = yx 
e pela reta y — x. A densidade de massa por unidade de área 
varia como a distáncia ao eixo y. 

A lámina na forma da regiáo do primeiro quadrante, limita- 
da pela circunferéncia x? + y? = 4 e pela reta x + y = 2. 
A densidade de massa por unidade de área em qualquer ponto 
é xy kg-m?. 

A lámina na forma da regiáo limitada pela circunferéncia 
xX + у? = le pelas retas x = le y = 1. A densidade de 
massa por unidade de área em qualquer ponto é xy kg-m?. 


Nos Exercícios de 13 a 18, ache o momento de inércia da lámina 
homogénea dada, em torno do eixo indicado, sendo k kg-m? a 
densidade de massa por unidade de área e a.distáncia medida em 
metros. 


13. 


A lámina na forma da regiáo limitada por 4y = 3x, x = 4 
e pelo eixo x; em torno do eixo x. 
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14. 
15. 


16. 


17. 
18. 


A lâmina do Exercício 13; em torno da reta x = 4. 

A lâmina na forma da região limitada por uma circunferên- 
cia de raio a unidades; em torno do seu centro. 

A lámina na forma da regiáo limitada pela parábola 
x? = 4 — 4y e pelo eixo x em torno do eixo x. 

A lámina do Exercício 16; em torno da origem. 

A lámina na forma da regiáo limitada por um triángulo com 
lados a, b e c m; em torno do lado com a m. 


Nos Exercícios de 19 a 22, ache para a lámina dada, cada um 
dos segmentos: (a) o momento de inércia em torno do eixo x; 
(b) o momento de inércia em torno do eixo y; (c) o raio de gira- 
ção em torno do eixo x; (d) o momento polar de inércia. 


19. 
20. 
21. 
22. 


23. 


25. 


A lámina do Exercício 1. 
A lámina do Exercício 4. 
A lámina do Exercício 9. 
A lámina do Exercício 10. 


Uma lámina homogénea, com uma densidade k g-cm?, na 
forma de um triángulo isósceles, tendo uma base de b cm 


‘е uma altura de h cm, é dada. Ache o raio de giração da lâ- 


mina em torno de seu eixo de simetria. 


. Uma lámina homogénea com uma densidade k g-cm? e na 


forma da região limitada pela curva x = Jy, pelo eixo x e 
pela reta x = a, onde a > 0, é dada. Ache o momento de 
inércia da lâmina em torno da reta x = a. 

Uma lâmina na forma da região limitada pela parábola 
y = 2x — x? e pelo eixo x, é dada. Ache o momento inér- 
cia da lâmina em torno da reta y = 4, se a densidade de massa 
por unidade de área variar como a distância à reta y = 4. 
A massa é medida em quilogramas e a distância, em metros. 
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Agora mostraremos como a integral dupla de uma função sobre uma região 
fechada pode ser definida em coordenadas polares. Vamos começar pelo tipo 
mais simples de região. Seja R a região limitada pelos raios 9 = a e 0 = Be 
pelas circunferências r = a er = b. Então, seja A uma partição dessa região 
obtida, ao traçarmos raios pela origem e circunferências com centro na origem.* 
Isso aparece na Figura 1. Obtemos uma malha de sub-regiões a que chamare- 
mos de retângulos “curvos”. A norma |A| da partição é o comprimento da 
maior dentre as diagonais dos retângulos “curvos”. Seja n o número de sub- 
regiões e Д,А a medida da área do i-ésimo retângulo “curvo”. Como a área 
da i-ésima sub-região é a diferença entre as áreas de dois setores circulares, 
1,2 H 2 
AA = zr (0; — 0; .,) — Sri 10; — 0,01) 
= (ri — ri-iri + ri-i0; — 0; - 1) 

YG + т-у), Ar =r,- 51, 1 6€ AB = 0, – 0,- Então, 

A¡A = FA; A0 
Tomamos o ponto (7,, 6) na i-ésima sub-região, onde 9, < 0, < Ө, e forma- 


mamos a soma 


Y NFI) 44 = 


i=l 


Seja 7, = 


Y ле, DXF, Ar А, 
i=l 


*N. do R.: A origem do sistema de coordenadas polares também é denominada pólo, em alguns casos. 
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Pode ser mostrado que se f for contínua na regiáo R, entáo o limite dessa so- 
ma, quando |А | tende a zero, existirá e será a integral dupla de fem R. Pode- 
mos escrever entáo: 


lim Y Л, 8) 4,4 = [| 50, 0) da 


[^1 20 n21 


R 


e lim Y f(r, 9), Ajr^,8 = M fr, O)r dr de 
[А[-0 = 1 E 


Observe que em coordenadas polares, dA = r dr аб. 
Podemos mostrar que a integral dupla é igual a uma integral iterada, tendo 
uma dentre as duas formas possíveis: 


fffe.0 da = | [ 10, Or dr do 
T = f? f^t. бу doar 


Podemos definir a integral dupla de uma funcáo contínua f de duas variáveis 
em regióes fechadas de coordenadas polares planas de uma maneira diferente 
da que já foi feita. Por exemplo, considere a regiáo R limitada pelas curvas 
r = $100) er = 6,0), onde d, e ø, são funções suaves, e pelas retas 0 = a 
е 0 = В. Veja a Figura 2. Na figura, 9,(0) < (0) para todo 8 no intervalo 
fechado [a, В]. Então, podemos mostrar que a integral dupla de f em R existe 
e é igual a uma integral iterada, e temos 

B (6218) 

| | Fr, 0) dA si so JO O)r dr do 
Se a região R for limitada pelas curvas 0 = x,(r) e 6 = x,(r), onde x, e y, são 
funcóes suaves, e pelas circunferéncias r = aer — b, conforme mostra a Figu- 
ra 3, onde y,(r) < x;(r) para todo г no intervalo fechado [a, b], então 


f f f(r, 0) dA = f : f fir, Or 40 dr 
R 


Podemos interpretar a integral dupla de uma função em uma região fechada 
no plano coordenado polar como a medida do volume de um sólido, usando 
coordenadas cilíndricas. A Figura 4 mostra um sólido tendo como base uma 
região R em coordenadas polares planas e limitada acima pela superfície 
z = fir, 0), onde f é contínua em R e fr, 0) > 0 em R. Tome uma partição 
de R dando uma malha de n retângulos ‘‘curvos”. Construa os n sólidos para 
os quais o i-ésimo deles tem por base o i-ésimo retângulo ““curvo”” e como me- 
dida de sua altura f(7,, 0), onde (F, 0) está na i-ésima sub-região. A Figura 4 
mostra o i-ésimo sólido. A medida do volume do ¿-ésimo sólido é 


SF 8) AJA = f (F; jr, Ar Aj 
A soma das medidas dos volumes dos л sólidos é 


У л, O) Ar A 
i-1 


Se V for a medida do volume do sólido dado, entáo 


V= lim Y, fG, 0), Ar AO 


lAb20i-1 


- re, Ө)ғ dr d8 


R 


(1) 
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EXEMPLO 1 Ache o volume do sólido no primeiro octante limitado pelo co- 
nez = re pelo cilindro г = 3 sen Ө. 


Solucáo O sólido e o i-ésimo elemento aparecem na Figura 5. Usando (1) 
com f(r, 0) = r, temos, onde V unidades é o volume do sólido dado, 


V= lim Y rir; Ar A0 


1241-0 ¿=1 


= ffr? ar do 
R 


"ка 
ере 

=9 ("7 sem 0 40 

= —9 cos 8 + 3 cos? 0|" 
=6 


O volume é, portanto, de 6 unidades de volume. 


EXEMPLO 2 Ache a massa da lámina na forma da regiáo interior à semi- 
circunferência r = a cos 0, 0 < 0 < —T e cuja medida da densidade de massa 
por unidade de área em qualquer ponto é proporcional á medida de sua distán- 
cia à origem. A massa é medida em quilogramas, enquanto que a distância é 
medida em metros. 


Solução A Figura 6 mostra um esboço da lámina e o i-ésimo retângulo “*cur- 
vo”. A densidade de massa por unidade de área no ponto (r, 0) é kr kg-m?, 
onde k é uma constante. Se M kg for a massa da lâmina, então 


M= lim Y (kr) Ar A 


ПАП О i71 
= ffe dr do 

R 
=k (77 f? 2 dr qp 
= ika? fo cos? 0 d0 


n/2 
= іка? |ѕепӨ — À sen? 8] 
0 
Logo, a massa ё 2 Каз kg. 


EXEMPLO 3 Ache o centro de massa da lámina do Exemplo 2. 


Solucáo Sejam x e y as coordenadas cartesianas do centro de massa da lâ- 
mina onde, como de costume, o eixo x situa-se ao longo do eixo polar e o eixo 
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y, ao longo do eixo +1. Seja (х, у) a representação cartesiana do ponto (F; 6). 
Então, se M, kg-m for o momento de massa da lámina em relação ao eixo x, 


M,- lim Y j(kE) Ar A 


ЦАП 0 i71 
Substituindo y, por 7, sen 0,, obtemos 


M,= lim Y kr?sen0O, Ar A0 


ПАЦ 20 i21 
= ffi sen dr 40 
R 


= k [00 [177 3 seno dr do 
= ika* f cos* 0 sen 0 40 
= — Шка“ cos? o] A 

= зка“ 


Se M, kg-m for o momento de massa da lámina em relacáo ao eixo y, entáo 


M,- lim Y (к), Ar A 


ЦА ^0 iz 1 


Substituindo x; por 7, cos ĝ, temos 


M,= lim У kr? cos 0; Ar A0 
llA]]>0 ¿=1 
= ffe cos 0 dr 40 
R 
=k |" fs cos 8 dr 10 


0 


= lka* f cos? 040 


n/2 
= 1ка“ [sene — $ sen? 0 + i sen’ J o 


= рука“ 
Logo, 
_ M, | M, 
X = — = —— 
M У= М 
_ тука“ | Зока“ 
— dk) ШЕ? 
== За = За 


Assim, o centro de massa está no ponto (Sa, 2-а). 
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No exemplo a seguir, mostramos como a área de uma região no plano polar 
pode ser encontrada por integração dupla. 


EXEMPLO 4 Ache, por integração dupla, a área da região compreendida por 
uma folha da rosácea r = sen 30. 


Solução A Figura 7 mostra a região e o i-ésimo retângulo “'curvo””. Se A 
unidades for a área da região, então 


A= lim Y AA 


НА] 50 i71 


= lim Y RATAS 


HAlI>0 i=1 


= ffr dr 40 
R 


e | Je dr do 


o 


=4 ("7 sen? 30 do 


Algumas vezes é mais fácil calcular uma integral dupla usando coordenadas 
polares, em vez de coordenadas cartesianas. Tal situação é o que acontece no 
exemplo a seguir. 


EXEMPLO 5 Calcule a integral dupla 
(fee dA 
R 


onde a região R está no primeiro quadrante e é limitada pela circunferência 
№ + у? = а? e pelos eixos coordenados. 


Solução Como x? + y? = Реад = гаг do, 


ffe dA = ffer r dr 40 
R 


R 
= de IN e^" r dr 0 
ара 


= —4 (7^ (ете — 1)48 


о 
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EXERCÍCIOS 18.4 


Nos Exercícios de 1 a 6, use integrais duplas para encontrar a 
área da regido dada. 


1. A região dentro da cardióide г = 2(1 + sen 8). 

2. Uma folhá da rosácea r = a cos 20. 

3. A regiáo dentro da cardióide r = a(1 + cos 0) e fora da cir- 
cunferéncia r — q. 

4. A regiáo dentro da circunferéncia r = 1 e fora da lemnisca- 
ta г? = cos 20. 

5. A regiáo dentro do grande laco da limacon r = 2 — 4sen 8 
e fora do pequeno lago. 

6. A região dentro da limaçon г = 3 — cos 0 e fora da circun- 
feréncia г = $ cos Ө. i 


Nos exercícios de 7 a 12, ache o volume do sólido dado. 


7. O sólido limitado pelo elipsóide z? + 9r? = 9. 
8. O sólido delimitado na esfera z? + r? = 4 pelo cilindro 
r — 1. | 


9. О sólido delimitado na esfera z? + г? = 16 pelo cilindro . 


г = 4cos Ө. 

10. O sólido acima do plano polar, limitado pelo cone 2 = 2r 
e pelo cilindro г = 1 — cos 8. 

11. O sólido limitado pelo parabolóide z = 4 — 7?, pelo cilin- 
dro r = 1e pelo plano polar. 

12. O sólido acima do parabolóide z — r? e abaixo do plano 
z = 2r sen Ө. 


Nos Exercicios de 13 a 19, ache o centro de massa da lámina da- 
da se a densidade de massa por unidade de área for a indicada. 
A massa é medida em quilogramas e a distáncia em metros. 


13. Uma lámina na forma da regiáo do Exercício 1. A densida- 
de de massa por unidade de área varia com a distáncia até 
a origem. | 

14. Uma lámina na forma da regiáo do Exercício 2. A densida- 
de de massa por unidade de área varia com a distáncia até 
a origem. 

15. Uma lámina na forma da região interior à limaçon г = 2 — 
— cos 0. A densidade de massa por unidade de área varia 
com a distáncia até a origem. 

16. Uma lámina na forma da região limitada pela limaçon 
г = 2 + со$ 0, 0 < 0 < re pelo eixo polar. A densidade 
de massa por unidade de área em qualquer ponto é 
k sen 0 kg-m?. 

17. A lámina do Exercício 16. A densidade de massa por unida- 
de de área em qualquer ponto é kr sen 0 kg-m?. 

18. Uma lámina na forma da regiáo do Exercício 6. A densida- 


19. 


de de massa por unidade de área varia com a distáncia até 
a origem. 
Uma lámina na forma da regiáo do Exercício 5. A densida- 
de de massa por unidade de área varia com a distáncia até 
a origem. 


Nos Exercícios de 20 a 24, ache o momento de inércia da lâmina 
dada em torno do eixo ou ponto indicado, se a densidade de massa 
por unidade de área for a indicada. A massa é medida em quilo- 
gramas e a distáncia em metros. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


27. 


Uma lámina na forma da regiáo limitada pela circunferén- 


-ciar = sen 6, em torno do eixo iz. A densidade de mas- 


sa por unidade de área em qualquer ponto é k kg-m?. 

A lámina do Exercício 20, em torno do eixo polar. A densi- 
dade de massa por unidade de área em qualquer ponto é 
К kg-m?. 

Uma lámina na forma da regiáo limitada pela cardióide 
r — a(l — cos 0), em torno da origem. A densidade de mas- 
sa por unidade de área em qualquer ponto é k kg-m?. 
Uma lâmina na forma da região limitada pela cardióide 
r = a(l + cos 0) e pela circunferência r = 2a cos 8, em tor- 
no da origem. A densidade de massa por unidade de área em 
qualquer ponto é k kg-m?. 

Uma lâmina na forma da região encerrada pela lemniscata 
r? = q? cos 28, em torno do eixo polar. A densidade de ma- 
sa por unidade de área em qualquer ponto é k kg-m?. 
Uma lâmina homogênea na forma da região encerrada por 
um laço da lemniscata 7? = cos 20. Ache o raio de giração 
da lâmina em torno de um eixo perpendicular ao plano po- 
lar na origem. 


. Uma lámina na forma da região encerrada pela circunferén- 


cia г = 4, a densidade de massa por unidade de área varia 
com a distância até a origem. Ache o raio de giração da là- 
mina em torno de um eixo perpendicular ao plano polar na 
origem. 

Calcule por coordenadas polares a integral dupla 


\( ex? + y? dA, onde R é a região limitada pelas circun- 


feréncias x? + y? = lex? + y? = 9. 


. Calcule por coordenadas polares a integral dupla 


[| EK T dA, onde R é a regiáo no primeiro quadran- 


4x? + y? 


te, limitada pela circunferéncia x? + y? — 1 e pelos eixos 
coordenados. 


18.5 ÁREA DE UMA A integral dupla pode ser usada para determinar a área de parte da superfície 
SUPERFICIE z = f(x, y) que está acima de uma região fechada А, no plano xy. Para mostrar 

isso precisamos primeiro definir o que entendemos pela medida dessa área e 

entáo obter uma fórmula para calculá-la. Suponha que f e suas derivadas par- 

ciais sejam contínuas em R e suponha que f(x, y) > 0 em К. Seja А uma parti- 
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ção de R em n sub-regiões retangulares. O i-ésimo retângulo tem dimensões com 
medidas A,x e A,y e uma área de medida A,A. Seja (£,, у) um ponto qualquer 
no i-ésimo retângulo, e no ponto Q(£,, y;, f(£,, y;)) da superfície consideremos 
o plano tangente à superfície. Vamos projetar verticalmente para cima o i-ésimo 
retângulo sobre o plano tangente, e seja Aja a medida da área dessa projeção. 
A Figura 1 mostra a regiáo R, a parte da superfície sobre R, a i-ésima sub-regiáo 
retangular de R, e a projeção do i-ésimo retângulo sobre o plano tangente à 
superfície em О. O número A,o é uma aproximação da medida da área da par- 
te da superfície que está acima do ¡-ésimo retángulo. Como existem n de tais 
partes, a somatória 


У Ajo 
{#1 


ё uma аргохїтасао da medida o da área da parte da superfície que está sobre 
R. Isso nos leva a definir o da seguinte maneira: 


o= lim Y Ao (1) 
ПА 50 i21 

Agora precisamos obter uma fórmula para calcular o limite па expressáo (1). 
Para fazer isso, achamos uma fórmula para calcular A,o como a medida da 
área de um paralelogramo. Para simplificar os cálculos tome o ponto (£,, y) 
no i-ésimo retângulo, no vértice (x, . |, y; - 1). Sejam A e B vetores tendo como 
representações os segmentos de reta orientados, com pontos iniciais em О, e 
formando os dois lados adjacentes do paralelogramo cuja área tem medida 
A;¡o. Veja a Figura 2. Então, 4,0 = |AxB]. Como 


А = Axi + /.(,7)АхК e В=Дуј + /,(&ь у) Ayk 


segue que 
i i k 
AxB=|Ax 0 fé, y)Ax 
O Ay fir Ay 
= —А;х AyfÁC vi — Aix Ay Es үй + Aix Ajyk 
Logo, 
Ас = |А х Bl| 


= fI sv) + Jy (EY) + 1 Aix Ау 
Substituindo essa expressáo em (1), obtemos 
oic ЙН. 25 fI y) + fs y) + V Ax A;,y 


Esse limite é uma integral dupla que existe em R, em virtude da continuidade 
de f, e f, em R. Temos, entáo, o teorema a seguir. 


Suponhamos que f e suas derivadas parciais sejam contínuas na regiáo fechada 
R, no plano xy. Entáo, se o for a medida da área da superficie z — f(x, y) que 
está sobre R, y 


o= V a» + fXx, у) + 1 dx dy 
, | 


FIGURA 3 


FIGURA 4 
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EXEMPLO 1 Ache a área da superfície que é cortada do cilindro x? + z? = 16 
pelos planos x = 0, x = 2, y = 0еу = 3. 


Solucáo A superfície dada está na Figura 3. A regiáo R é o retángulo no 
primeiro quadrante do plano xy, limitado pelas retas x = 2e y = 3. A superfí- 
cie tem por equação x? + z? = 16. Resolvendo para z obtemos 2 = 16 — x. 
Assim, f(x, у) = 16 — x?. Logo, se o for a medida da área da superfície, 
então, do Teorema 18.5.1, 


с = [726 y) + fx, y) + 1 dx dy 


3 oe) e 
= —— | +0+1dxd 
[ | (+33) y 


dx dy 


эз 4 
-|, | V16 — x? 
-4 кисы» 
=4 [o éndy 
= 2л 


A área da superfície ё, portanto, 27 unidades. 


EXEMPLO 2 Ache a área do parabolóide z = x? + y? abaixo do plano z = 4. 


Solucáo A Figura 4 mostra a superfície dada. Da equagáo do parabolóide 
vemos que f(x, y) = x? + y?. A regiáo fechada no plano xy, limitada pela cir- 
cunferência x? + y? = 4, é a região R. Se с for a área da superfície em ques- 
táo, entáo, do Teorema 18.5.1, 


E SS y) ESAS y) + 1 dx dy 
= ff ae?» у®) +1 dx dy 
R 


Como o integrando contém o termo 4(x? + y?), o cálculo da integral dupla fica 
simplificado com o uso de coordenadas polares. Entáo, x? + y? = r?. Como 
dx dy = dA, então dx dy = r d r dð. Além disso, os limites para r são de 0 
a 2, enquanto que os limites para 0 sáo de 0 a 2л. Logo, 


с= ffe eir dr 40 
R 
f IN 1/4? + 1r dr do 


[E [star + 192], аө 


in(17 4/17 — 1) 
Assim, a área do parabolóide abaixo do plano dado é - (174/17 — 1). 
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EXEMPLO 3 Ache a área da parte superior da esfera 
х2 +y+22=q? 


Solução O hemisfério está na Figura 5. Resolvendo a equação da esfera 
para z e igualando-o a f(x, y) obtemos 


Јо, у) = уа? – x - y? 
Como /,(х, у) = -x/Ja? – х? - ye f(x, y) = —y/Ja? — x! —yi, f,ef, 


náo estáo definidos na circunferéncia x? + y? = a? que é a fronteira da re- 
giáo R no plano xy. Além disso, a integral dupla obtida do Teorema 18.5.1 é 


a 
| | ERO. dx dy 
=! у? 
R 

que é uma integral imprópria, pois o integrando tem uma descontinuidade infi- 
nita em cada ponto da fronteira de R. Podemos superar essa situagáo conside- 
rando a região R’ como sendo limitada pela circunferência x? + y? = b?, on- 
de b < a, tomando, em seguida, o limite quando b => а-. Além disso, o cál- 
culo fica simplicado se a integral dupla for calculada por uma integral iterada, 
usando coordenadas polares. Então, se o for a área do hemisfério, 


о = lim ғ dð dr 


b f2x a 
imm 
: b r 
= 2ла Jm f F dr 
= 2na lim [4/2 02 


ba^ 


= 22a lim [— Va? — b? + a] 


ba^ 
— 2na? 


A área do hemisfério é, portanto, 2ra? unidades. 


Considere agora a curva y = F(x) com a < x « b, F(x) > 0 em [a, b] e 
F' contínua em [a, b]. Se essa curva for girada em torno do eixo x, obtemos 
uma superfície de revolução. Da Secção 15.6, uma equação dessa superficie é 


у +22 [FP | 0) 


A Figura 6 mostra a superfície de revolugáo. Na figura, o plano xy é o plano 
do papel; contudo, ainda temos um sistema dextrogiro. Queremos obter uma 
fórmula para encontrar a medida da área dessa superfície de revolução, usando 
o Teorema 18.5.1. Das propriedades de simetria, a medida da área da superfí- 
cie acima do plano xz e em frente ao plano xy é um quarto da medida da área 
de toda a superfície. Resolvendo (2) para z e desprezando a raiz quadrada nega- 
tiva, pois z > 0, obtemos f(x, y) = J/[FGOJ? — y?. A região R no plano ху 
é aquela limitada pelo eixo x, pela curva y = F(x) e pelas retas х = aex = b. 
Calculando as derivadas parciais de f, obtemos 


F(x)F'(x) 


ЈК EE. X a or 
fos y) [FG — y Лх, у [FOE y 
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Vemos que f,(x, y) e f,(x, y) não existem em parte da fronteira de R (quando 
y = —F(x) e quando y = L A integral dupla obtida do Teorema 18.5.1 é 


LEJ LF oy oF, EET? sl pu Fl) LE)? + 
[FP y "ap pu 4 


Essa integral dupla é imprópria, pois o integrando tem uma descontinuidade 
infinita em cada ponto da fronteira de R, onde y = —F(x) e y = F(x). Assim, 
calculamos a integral dupla por uma integral iterada para a qual o integrando 
interno é impróprio. Se o for a área da superfície de revolucáo, 


b - 3 F(x) dy ] > 
=4 — Y 3 
[| | re EEG nr FS) * (3) 


um. [o ay 
p UN ау 
| [FQP — y? T o J[FG9E y? 


yr 
lim |sen ^! zl 
Jim | F(x) Jo 


lim sen ^! — 
b> F(x) F(x) 


= 11 


Logo, de (3), 


с = 2n f F(x) J[F'G)]? + 1 dx 


Vamos estabelecer esse resultado como um teorema, onde F será substituída 
por f. | 


18.5.2 TEOREMA Suponha que a função f seja positiva em fa, b] e f' seja contínua em fa, 5]. 
Se с for a medida da área da superfície de revolução obtida girando-se a curva 
y = f(x), com a € x < b, em torno do eixo x, então 


л EJOT OF FT dx 


EXEMPLO 4 Ache a área do parabolóide de revolução gerado pela rotação 
da parte superior da parábola y? = 4px, com 0 < x < h, em torno do eixo x. 


Solução O parabolóide de revolução aparece na Figura 7. Resolvendo a 
equação da parábola em y (у > 0) obtemos у = 2p'?x!?. Assim, se o unida- 
des for a área da superfície, do Teorema 18.5.2, com f(x) = 2p!?x'^, 


h 
с = | 2p 2x1 JE + 1 dx 
x 0 X 
h 
= 4пр!/? f ур + хах 


һ 
PEZ 


FIGURA 7 3 = En(Vp(p + hP — p?) 
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A área do parabolóide de revolução é, portanto, Ўл Jp + hy — p?) uni- 


dades. 


EXERCÍCIOS 18.5 


1. Ache a área da superfície delimitada no plano 2x + y + z = 4 
pelos planos х = 0, х = 1, у = деу = I. 
2. Ache a área da superfície delimitada no plano z — 2x - y = 5 
pelos planos x = 0, х = 2, у = 0ey = 4. 
3. Ache a área da parte da superfície по plano 36x + 16у + 
+ 9z = 144, delimitada pelos planos coordenados. 
4. Ache a área da superfície que é delimitada no plano 
2 = ax + by pelos planos х = 0, x = а, у = 0еу = b, 
onde a > 0 ер > 0. 
5. Ache a área da superfície no primeiro octante, delimitada no 
cilindro x? + y? = 9 pelo plano x = z. 
6. Ache a área da superfície que é delimitada no cilindro 
x? + y? = 25 pelos planos x = 0, х = 1,5 = lez = 3. 
7. Seja R a regiáo triangular no plano xy, com vértices em (0, 
0, 0), (0, 4, 0) e (2, 4, 0). Ache a área da superfície da parte 
do gráfico de z — 5x — y? = 2 que está sobre R. 
8. Ache a área da superfície no primeiro octante, delimitada no 
cone x? + y? = z? pelo plano x + y = 4. 
9. Ache a área da parte da superfície esférica 2 + y? + 
+ z? = 4x que é delimitada por dentro do cone 
у? + 4? =x), 
10. Ache a área da parte da superfície esférica x? + y? + 42 = 
= 36 que está dentro do cilindro х? + у? = 9. 
11. Ache a área da parte da superfície esferica x? + y? + 
+ z? = 4z que está dentro do parabolóide de x? + y? — 3z. 
12. Para a esfera e o parabolóide do Exercício 11, ache a área 
da parte da superfície do parabolóide que está dentro da 
esfera. І 
13. Ache a área da superfície da parte do cilindro x? + z? = 4 
que está dentro do cilindro x? + y? — 4. 
14. Ache a área da superfície da parte do cone x? + y? 2 z? 
que está dentro do cilindro x? + y? = 2x. 


15. Ache a área da superfície da parte do cone x? + y? = z? 
entre o cilindro y? = x eo plano x — у = 2. 

16. Ache a área da superfície da parte do sólido xy — az no pri- 
meiro octante que está dentro do cilindro x? + y? = a?. 

17. O segmento de reta da origem ao ponto (a, Б) é girado em 
torno do eixo x. Ache a área da superfície do cone assim 
gerado. 

18. Deduza a fórmula para a área da superfície de uma esfera 
obtida girando-se uma semicircunferéncia em torno de seu 
diámetro. 

19. Ache a área da superfície de revolugáo obtida girando-se o 
arco da catenária y = a cosh (x/a) de x = 0 até x = a, em 
torno do eixo y. 

20. Ache a área da superfície de revolugáo obtida girando-se a 
catenária do Exercício 19 em torno do eixo x. 

21. O laco da curva 18y? = x(6 — x)? é girado em torno do ei- 
xo x. Ache a área da superfície de revolução assim gerada. 

22. Ache a área da superfície de revolução obtida girando-se o 
arco da curva y = In x dex = 1atéx = 2 em torno do eixo y. 

23. Ache a área da parte do plano x — z que está entre os planos 
y = деу = бе dentro do hiperbolóide 9x? — 4y? + 1642 = 
= 144. 

24. Ache a área da superfície delimitada do parabolóide hiper- 
bólico y? — x? = 6z pelo cilindro x? + y? = 36. 

25. Suponha que f e suas derivadas parciais sejam contínuas na 
região fechada R do plano xy. Mostre que se o for a medida 
da área da parte da superfície z — f(x, y) que está sobre R, 
entáo 


с = I IValx, у, 2]| dx dy 
R 


onde g(x, y, 2) = 2 — f(x, y). 


MM ———————————————————————————————————— y ģ— 


18.6 A INTEGRAL TRIPLA 


A extensáo da integral dupla para a tripla é análoga à extensáo da integral sim- 
ples para a dupla. O tipo mais simples de regiáo em R? é um paralelepípedo 
retangular, limitado por seis planos: x = а, х = а, у = bp y = Б, 2 = с 
е = c, com a, < а,, b, < b eci < c. Seja f uma função de três variáveis 
e suponha que f seja contínua acima da região S. Uma partição de S é formada 
ao dividirmos S em caixas retangulares, através de planos paralelos aos planos 
coordenados. Denotamos tal particáo por A e supomos que 7 seja o nümero 
de caixas. Seja А, a medida do volume da i-ésima caixa. Escolha um ponto 
arbitrário (É, у, uj) na i-ésima caixa. Forme a soma 


Dio To u) AV (1) 
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2 Consulte a Figura 1, que mostra o paralelepípedo junto com a i-ésima caixa. 
A norma |А | da partição é o comprimento da maior diagonal das caixas. Se 
as somas da forma (1) tendem a um limite quando | A | tende a zero para qual- 
quer escolha dos pontos (Ё, Yi Hi), então chamamos esse limite de integral tri- 
pla de f em S e escrevemos 


lim 2 FEs Yo ш) AV = 


[4150 ¡= 


MEC y, z) dV 


S 


(ay, b,,c1) 


Uma condição suficiente para a existência da integral tripla de f em S é que 
f seja contínua em S. 

Da mesma forma que uma integral dupla é igual a uma integral iterada duas 
vezes, a integral tripla é o mesmo que uma integral iterada trés vezes. Quando 
S for o paralelepípedo descrito acima e f for contínua em S, entáo 


x 
FIGURA 1 


[[[®» дау = $, [| ди» de dy de 


“1 


S 


EXEMPLO 1 Calcule a integral tripla 


fff» sen yz dV 
5 


se S for o paralelepípedo retangular, limitado pelos planos х = л, у = +, 
z = іл e pelos planos coordenados. 


Solução 


IES sen yz dV = Lk LER f xy sen yz dz dy dx 
S 
| 


че [—x cos xL dy dx 


= | e x(1 — cos ny) dy dx 


E 3 1 z/2 
-[ x(y-2senzay)| dx 
0 n 3 o 

| л 


Vamos discutir agora a integral tripla de uma função contínua de trés variá- 
veis numa região em Rº que não seja um paralelepípedo retangular. Seja S 
a região tridimensional fechada, limitada pelos planos x = ae x = b, pelos 
cilindros y = ф(х) e y = ф,(х) e pelas superfícies z = Fi(x, y) ez = Fx, y), 
onde as funções &,, ф,, F, e F, são suaves (isto é, têm derivadas ou derivadas 
parciais contínuas). Veja a Figura 2. Construa planos paralelos aos planos coor- 


у= ф(х) 


FIGURA 2 у= $100 
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denados, formando, desse modo, um conjunto de paralelepípedos que cubram 
completamente S. Os paralelepípedos que estão inteiramente dentro de $ ou 
sobre a fronteira de S formam uma partição A de S. Escolha algum sistema 
de numeração, de tal forma que eles fiquem enumerados de 1 até n. A norma 
| A | dessa partição de S é o comprimento da maior diagonal de qualquer para- 
lelepípedo pertencente à partição. Seja A, а medida do volume do i-ésimo pa- 
ralelepípedo. Seja fa função de três variáveis, contínua em S, e seja (£,, Y; Lj) 
um ponto arbitrário no i-ésimo paralelepípedo. Forme a soma | 


X Аё, Yis ш) AV 


Se essa soma tiver um limite quando |А | tende a zero, e se esse limite for inde- 
pendente da escolha dos planos da partição e dos pontos arbitrários (£,, у,, и) 
em cada paralelepipedo, entáo esse limite será chamado de integral tripla de 
f em S e escrevemos 


n 


іт Дь ш) AV = (f [fe y, 2) av 0) 
ПА 0 i71 S 

Provamos em Cálculo Avançado que uma condição suficiente para a existência 

do limite em (2) é que f seja contínua em S. Além disso, sob as condições im- 

postas às funções ф,, ф,, F, e F,, segundo as quais elas devem ser suaves, po- 

demos provar também que a integral tripla pode ser calculada pela integral iterada 


f DM Par) f(x, у, z) dz dy dx 


100 «ЈЕ (х, y) 


Da mesma forma que a integral dupla pode ser interpretada como a medida 
da área de uma região plana quando f(x, y) = 1 em R, a integral tripla pode 
ser interpretada como a medida do volume de uma regiáo tridimensional. Se 
F(x, y, 5) = 1 em S, então (2) torna-se 


т? X AV = [av 


e a integral tripla é a medida do volume da região S. 


EXEMPLO 2 Ache, por integracáo tripla, o volume do sólido do Exemplo 3, 
da Seccáo 18.2. 


Solucáo O sólido está acima do plano xy, limitado pelo parabolóide elípti- 
coz = x? + 4y? e pelo cilindro х? + 4y? = 4. Ele aparece na Figura 3. Se 
V unidades for o volume do sólido, entáo 

Hall>0 i71 


- far 


onde S é a regiáo limitada pelo sólido. Os limites de z sáo de O (o valor de z 
no plano xy) até x? + 4y? (o valor de z no parabolóide elíptico). Os limites 
de y para um quarto do volume vào de 0 (valor de y no plano xz) até + ЈА = х2 


FIGURA 4 
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(o valor de y no cilindro). Os limites de x no primeiro octante vão de O até 2. 
Calculamos a integral tripla por uma integral iterada, obtendo 


v=4 f? qo oo dz dy dx 


o 


m 2 f'J4-x?[2 2 2 
-4f |А (x^ + 4yº) dy dx 


Essa é a mesma integral iterada duas vezes, obtida no Exemplo 3, da Secção 
18.2, e o restante da solucáo é o mesmo. 


EXEMPLO 3 Ache o volume do sólido limitado pelo cilindro x? + y? = 25, 
pelo plano x + y + z = 8e pelo plano xy. 


Solucáo O sólido aparece na Figura 4. Os limites de z na integral iterada 


sáo de 0a 8 — x — y (o valor de z no plano). Os limites de y sáo obtidos da 


regiáo de fronteira no plano xy que é a circunferéncia x? + y? = 25. Assim, 
esses limites vào de — 4/25 — х? а y25 — x?. Os limites de x vào de —5 a 5. Se 
V unidades for o volume pedido, 


V= lim Y AV 


llAli^0 i71 


gis 


= f [m S-O dz dy dx 
- f Ев — x — y) dy dx 


= £.[e |26 а 

= 2p. (8 — x) /25 — x? dx 

- 16 |? 25 — x dx + f^, 25 - x (- 2:9 dx 
= 16(1х4/25 — x? + 2 sen-! 1х) + 225 — xe 
= 2007 


O volume é, portanto, 2007 unidades. 


EXEMPLO 4 Ache a massa do sólido acima do plano xy, limitado pelo cone 
9x? + z? = y? e pelo plano у = 9, se a medida da densidade de massa por 
unidade de volume em qualquer ponto (x, y, z) do sólido for proporcional à 
medida da distáncia do ponto ao plano xy. A densidade de massa por unidade 
de volume é medida em quilogramas por metro cübico. 


Solucáo A Figura 5 mostra o sólido. Seja M kg a massa do sólido. A den- 
sidade em qualquer ponto (x, y, z) do sólido é kz kg-m?, onde k é uma cons- 


tante. Então, se (5;, Y» H:) for um ponto qualquer no i-ésimo paralelepípedo 
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retangular da partição, 


lim 


2 


FIGURA 5 


Y ku AV 


lAlj 0 i71 


= fffkzav 
$ 

= 2k fo Jr ү 2 dz dx dy 

= 2k IN Re hop dx dy 

apre 


— 9x?) dx dy 


A massa é, portanto, 2 k kg. 


EXERCÍCIOS 18.6 


Nos Exercícios de 1 a 8, calcule a integral iterada. 


l; |; Е" Ee x dz dy dx 
E | D dvds 
+? (x + y + 2) dz dy dx 
z dx dz dy 
SEE dan 
in 


* ye! dz dx dy 


—— dx dz dy 


oo 
5—55 
M 
Exc 

© 


Nos Exercícios de 9 a 18, calcule a integral tripla. 


9. M y dV, se S for a regiáo limitada pelo tetraedro formado 
5 
pelos planos 12x + 20у + 154 = 
denados. 


60 e pelos planos coor- 
10. M (x? + z?) dV, se S for a mesma regiáo do Exercício 9. 


11. | | | z dV, se S for a região limitada pelo tetraedro com vérti- 


ces (0, 0, 0), (1, 1,0), (1,0,0) e (1, 0, 1). 
12. n yz dV, se S for a mesma regiáo do Exercício 11. 


S 
13. M хуа V, se S for o paralelepípedo retangular no primeiro 
5 


octante, limitado pelos planos coordenados e pelos planos 
—-2,y-3Jez-4. 


14. n x dV, se S for o tetraedro limitado pelos planos 


x+ 2у + 35 = 6,х = 0, у = без = 0. 


15. AN dV, se S for a regiáo limitada pelas superfícies 


z= x + yez = 27 – 2х? — 2y?. 


16. M y? dV, se S for a regiáo limitada pelos cilindros 
5 


2 +ву= 11е? + у = 1 e pelo plano у = 0. 


17. M (xz + 32) dV, se S for a regiáo limitada pelo cilin- 
5 

dro x? + z? = 9 e pelos planos х + y = 3, 2 = 0еу = 0, 

acima do plano xy. | 


18. M xyz dV, se S for a regiáo limitada pelos cilindros 
5 


x + у? = 4ех? + 2? = 4. 


Nos Exercícios de 19 a 32, use a integração tripla. 


19. Ache o volume do sólido no primeiro octante, limitado abaixo 
pelo plano xy, acima pelo plano z — y e lateralmente pelo 
cilindro y? = x e pelo plano x = 1. 

20. Ache o volume do sólido no primeiro octante, limitado pelo 
cilindro x? + z? = 16, pelo plano x + y = 2 e pelos trés 
planos coordenados. 

21. Ache o volume do sólido no primeiro octante, limitado pe- 
los cilindros x? + y? = 4e x? + 2z = 4e pelos trés planos 
coordenados. 
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22. Ache o volume do sólido limitado pelo cone elíptico 4x? + 


+ 9y? — 3622 = 0 e pelo plano z = 1. 


23. Ache o volume do sólido acima do parabolóide elíptico 


3x? + y? = ze abaixo do cilindro x? + z =4. 


24. Ache o volume do sólido delimitado pela esfera x? + y? + 


+ 22 = а?. 


25. Ache o volume do sólido delimitado pelo elipsóide 


х? " y? z 
a? р? 2 


26. Ache о volume do sólido limitado pelos cilindros z = 5x? 


ez = 3 — x?, e pelos planos xz e y + z = 4. 


27. Ache a massa do sólido homogéneo, limitado pelo cilindro 


z = 4 — x?, pelo plano y = 5e pelos planos coordenados, 
se a densidade de massa por unidade de volume em qualquer 
ponto for 4 kg/m. 


28. Ache a massa do sólido encerrado pelo tetraedro formado 


pelo plano 100x + 25y + 16z = 400 e pelos planos coorde- 
nados, se a densidade de massa por unidade de volume va- 
riar com a distáncia ao plano yz. A densidade de massa por 


29. 


30. 


31. 


32. 
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unidade de volume é medida em quilogramas por metro 
cúbico. 

Ache a massa do sólido limitado pelos cilindros x = z? e 
y = x?e pelos planos z = 1, y = без = 0. A densidade de 
massa por unidade de volume varia com o produto das dis- 
táncias aos trés planos coordenados e é medida em quilogra- 
mas por metro cúbico. 

Ache a massa do sólido limitado pela superfície 

z = 4 — 4x? — y? e pelo plano xy. A densidade de massa 
por unidade de volume em qualquer ponto do sólido é 
3z|x| kg-m?. 

Ache a massa do sólido limitado pela superfície z = xy e pe- 
los planos x = 1, y = lez = 0. A densidade de massa por 
unidade de volume em qualquer ponto do sólido é 

34x? + y? kg-m?. 

Um sólido tem o formato de um cilindro circular reto, sen- 
do r o raio da base e h a altura, ambos medidos em metros. 
Ache a massa do sólido, se a densidade de massa por unida- 
de de volume varia com a distáncia a uma das bases. A den- 
sidade é medida em quilogramas por metro cübico. 


18.7  AINTEGRAL TRIPLA EM 
COORDENADAS CILÍNDRICAS 
E ESFÉRICAS 


Se uma região S em R? tem um eixo de simetria, as integrais triplas em S são 
mais facilmente calculadas se usarmos coordenadas cilíndricas. Se houver si- 
metria em relacáo a um ponto, é conveniente escolher o ponto como a origem 
e usar coordenadas esféricas. Nessa seccáo discutiremos a integral tripla nessas 
coordenadas e vamos aplicá-las a problemas físicos. 

Para definir a integral tripla em coordenadas cilíndricas, construímos uma 
particáo da regiáo S através de planos que passem pelo eixo z, pelos planos per- 
pendiculares ao eixo z e pelos cilíndricos circulares retos, tendo z como seu ei- 
xo. Uma sub-regiáo típica é mostrada na Figura 1. Os elementos da particáo 
construída estão inteiramente em S. Esse tipo de partição é chamado de parti- 
ção cilíndrica. A medida do comprimento da maior “diagonal” de qualquer 
uma das sub-regiões é chamada de norma da partição. Seja n o número de sub- 
regiões da partição e A,V a medida do volume da i-ésima sub-região. A medi- 
da da área da base é 7, A,r A,0, onde 7, = + (r; + r; . |). Assim, se A;z for 
a medida da altura da i-ésima sub-região, 


AV = F; Ayr АӨ A; 


Seja f uma função de r, 6 e ze suponhamos que f seja contínua em S. Vamos 
escolher um ponto (r, 0, z) na i-ésima sub-regiáo, de tal forma que 
Oi- S 0, € 0; ez; , < 7, < z. Formamos a soma 


Y у, 6,2) V = У у, Ө, z)r; Ar A0 Az 
i=1 i=1 


FIGURA 1 


(1) 


Quando a norma de A tende a zero, pode ser mostrado, sob condições conve- 
nientes em 5, que o limite dessa soma existe. Esse limite é chamado de integral 
tripla em coordenadas cilíndricas da funcáo fem S e escrevemos 


lim Y, FF, 0, zZ) AV = 


lA A0 ¿=1 


MEZ 0, z) dV 


5 


er lim y FE, Ө, Z); A;r 4,0 Az = 


lAp-0 i21 


n | f(r, Ө, Dr dr do dz 
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FIGURA 2 


Integragáo Mültipla 


Observe que em coordenadas cilíndricas, dV — r dr d0 dz. Podemos calcular 
a integral tripla através de uma integral iterada. Por exemplo, suponhamos que 
a região S em R? seja limitada pelos planos 0 = a e0 = В, com a < fi, pelos 
cilindros r = A,(0) e г = 20), onde À, e À, são suaves em [a, 8) e 4,(0) < 
< 410) para a < 0 < В, e pelas superfícies z = F,(r, 6) ez = F,(r, 0), onde 
F, e F, são funções de duas variáveis suaves numa região R do plano polar, 
limitada pelas curvas г = A,(0), r = 4,(0, Ө = a e 8 = В. Suponhamos tam- 
bém que А (г, 6) < F,(r, Ө) para todo ponto (r, 0) em Р. Então, a integral tri- 
pla pode ser calculada por uma integral iterada através da fórmula 


ff Fr, 8, zy dr dO dz = IM p e f(r, 0, zy dz dr do 
5 
Existem cinco outras integrais iteradas que podem ser usadas para calcular a 
integral tripla, pois há seis permutações possíveis das variáveis r, 0 e z. 
As integrais triplas em coordenadas cilíndricas sáo especialmente üteis no cál- 
culo do momento de inércia de um sólido em relagáo ao eixo z, uma vez que 
a distáncia do eixo z a um ponto no sólido é determinada pela coordenada r. 


EXEMPLO 1 Um sólido homogéneo, com a forma de um cilindro circular reto, 
tem um raio de 2 m e uma altura de 4 m. Ache o momento de inércia do sólido 
em relacáo ao eixo x. 


Solucáo Vamos escolher os planos coordenados, de tal forma que o plano 
xy seja o plano da base do sólido e o eixo z seja o eixo do sólido. A Figura 
2 mostra a parte do sólido no primeiro octante, bem como a i-ésima sub-regiáo 
de uma particáo cilíndrica. Usando coordenadas cilíndricas e tomando o ponto 
(F; 0, Z) na i-ésima sub-região com k kg-m? como a densidade de massa por 
unidade de volume em qualquer ponto, entáo se 7, kg-m? for o momento de 
inércia do sólido em relação ao eixo z, 


„= lim Y АКАИ 


ПАН 0 i=1 
= [Ге av 
5 


Existem seis formas diferentes possíveis de ordem de integracáo. A Figura 2 
mostra a ordem dz dr dô. Usando-a, temos 


„= | kr? dz ғ dr dO 
5 


m po f o r? dz dr d8 


Na primeira integração, as sub-regiões são somadas dez = 0a z = 4e 
transformam-se numa coluna. Na segunda integração, as colunas são somadas 
der = баг = 2 e transformam-se em uma porção do cilindro, com a forma 
de uma cunha. Na terceira integração, a porção em cunha é girada de 0 = 0 
até Ө = +x; isso faz com que a cunha percorra toda a região tridimensional 


FIGURA 4 
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no primeiro octante. Para obter o volume total, multiplicamos por 4. Efetuan- 
do a integracáo, obtemos 


I, = 16k (77 [2 r arae 
= 64k f do 
= kn 


Logo, o momento de inércia é 32 kx kg-m?. 


EXEMPLO 2 Resolva o Exemplo 1, usando a ordem de integração (a) dr dz 
40; (b) do dr dz. 


Solução 


(a) A Figura 3 representa a ordem de integração dr dz d0. Ela mostra que as 
sub-regiões somadas de r = 0 até r = 2 dão um setor em forma de cunha. 
Então, somamos de z = O até z = 4 para obter uma porção em forma de 
cunha, sendo ela girada de 9 = 0 até Ө = 47 para cobrir o primeiro octan- 


te. Então, 
1, = 4k f IN [Н r? dr dz dê 
= 32kn 


(b) A Figura 4 representa a ordem dô dr dz. Ela mostra que as sub-regiões so- 
madas de 0 = O até 0 = +1 dão um anel interior ao cilindro. Esses anéis 
são somados der = Oar = 2, resultando uma porção horizontal do cilin- 
dro. As porções horizontais são somadas de z = 0а z = 4. Logo, 


I, = 4k IN IN f r? 40 dr dz 


= 32kn 


EXEMPLO 3 Ache a massa de um hemisfério sólido com raio a m, se a den- 
sidade de massa por unidade de volume em qualquer ponto for proporcional 
à distáncia do ponto ao eixo do sólido e for medida em quilogramas por metro 
cübico. 


Solucáo Se escolhermos os planos coordenados de tal forma que a origem 
seja o centro da esfera e o eixo z seja o eixo do sólido, então uma equação da 
superfície hemisférica acima do plano xy será z = ya? —x? — y?. A Figura 
5 mostra essa superfície e o sólido, bem como a i-ésima sub-regiáo de uma par- 
ticáo cilíndrica. Uma equação do hemisfério em coordenadas cilíndricas é 
z = ya? — r?. Se (7, 0, z,) for um ponto na i-ésima sub-região, a densidade 
nesse ponto será kr, kg-m?, onde k é uma constante; se M kg for a massa do 
sólido, entào 
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FIGURA 5 


(;, 6;,2;) 
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M= lim Y kr AV 


llAl| 0 i=1 
= [fe dV 
S 
= k f (o 777 p de dr do 
- 3 k r? Ja? — r? dr 40 
2 


n r 
=k |, — r?? + ja?r Ja? — т? + da^ sen”! A 40 
а jo 


А massa do hemisfério sólido é, portanto, + ka* л? kg. 


EXEMPLO 4 Ache o centro de massa do sólido do Exemplo 3. 


Solucáo Seja (x, Y, 2) a representação cartesiana do centro de massa. Dada 
a simetria, x = 0 e y = 0. Precisamos calcular Z. Se M,, kg-m for o momento 
de massa do sólido em relacáo ao plano xy, entáo 

My = lim У z(kr)AV 


Haj]>0 i=1 


= (ffir av 
S 
= [of fe zr? de dr dO 


= dk n [К (a? — r?)r? dr 40 


Como Mz = M,,, temos que z = M,/M; assim, 
iska?n 

aka*n? 

_ 16 a 

“St 


2 = 


О centro de massa está, portanto, sobre о еіхо do sólido а uma distáncia de 
16 a 


js, P do plano da base. 


Vamos definir agora a integral tripla em coordenadas esféricas. Uma parti- 
cáo esférica da regiáo tridimensional S é feita pelos planos contendo o eixo z, 
esferas com centro na origem e cones circulares com vértices na origem, e o ei- 
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z XO z como seu eixo. Uma sub-regiáo típica dessa partigáo aparece na Figura 
6. Se Д, V for a medida do volume da i-ésima sub-região e (fp, 0, &;) for um 
NOS ponto dela, podemos obter uma aproximação a A, V considerando a região co- 
NOS mo se fosse em paralelepípedo retangular e, tomando o produto das medidas 
E . de suas trés dimensões. Essas medidas são р, sen $,A,0, р.Д,ф e Дур. As Figu- 
- (6j, ĝi» Pi) ras 7 e 8 mostram como são obtidas as duas primeiras medidas, enquanto que 
a Figura 6 mostra a medida da dimensão A,p. Logo, 


AV = p? sen ó;A;p A0 Aib 


A integral tripla em coordenadas esféricas de uma função f em S é dada por 


fjsenó; ^ 


y 
Á 


lim Y FW 8,8) AV = MEZ 0, Ф) dV 
S 


Ар-0 i- 


e lim ,/(9,0,9)p!sen dA, A,0A,6 = MEC 0, ф)р? sen ф dp d8 dà 


lAlo0 ¿=1 H 


p, sen Ф, 
Observe que em coordenadas esféricas, dV = p?sen é ар 40 dø. As integrais tri- 
ELO do) plas podem ser calculadas por uma integral iterada. 
As coordenadas esféricas são especialmente úteis em alguns problemas envol- 


P; sin $; Аб vendo esferas, como nos exemplos a seguir. 


EXEMPLO 5 Ache a massa do hemisfério sólido do Exemplo 3, se a densidade 
y de massa por unidade de volume em qualquer ponto for proporcional à distáncia 
do ponto ao centro da base. 


Solucáo Se (P; 0,, Фф) for um ponto na i-ésima sub-região de uma partição 
esférica, a densidade nesse ponto será kp; kg-m?, onde k é uma constante. Se M kg 
for a massa do sólido, entáo 


FIGURA 7 


M= lim Y kà AV 


14110 i71 
- J [ko av 
= 4k (7^ "^ [" з send dp dé de 
= a*k qs | зеп ф 4ф 40 
= a*k qu [ -cos er^ do 
= a*k |" do 


= 14% 
= ja^kn 


Logo, a massa do hemisfério sólido é +a*kxr kg. 


FIGURA 8 Éinteressantecomparar a solução do Exemplo 5, que usa coordenadas esféricas, 
coma solucáo obtida com coordenadas cartesianas. Pelo último método, uma par- 
tição de Sé feita se dividirmos S em caixas retangulares, através de planos paralelos 


1060 Integração Múltipla 


aos planos coordenados. Se (Ё, у, ц) for um ponto qualquer da i-ésima sub-região 


есотор = yx? + y? + z?, então 
М = lim Y Кё? +y? + u? АУ 


Hall>0 i71 


= ENE +y +2? dV 
S 
= 4k pp рсе аут dx dy dz 


Os cálculos envolvidos nessa integracáo sáo, obviamente, muito mais compli- 
cados do que aqueles com coordenadas esféricas. 


EXEMPLO 6 Um sólido homogéneo é limitado acima pela esfera p = ae abaixo 
pelo cone ø = a, onde0 <a < +r. Ache o momento de inércia do sólido em tor- 


no do eixo z. A densidade de massa por unidade de volume em qualquer ponto é 
k kg-m?. 


Solução — OsólidoestánaFigura9. Vamos fazer uma partição esférica do sóli- 
do e seja (P,, 6,, Ф) um ponto na i-ésima sub-região. A medida da distância do pon- 
to (р, 0, $) ao eixo z é p; sen ф,. Assim, se I, kg-m? for o momento de inér- 
cia do sólido dado em torno do eixo z, entáo 


1,- lim Y (p;senój?k AV 
ПАП 0 ¿1 


[ff to? sen? q dV 
S 
-k IN | k (p? sen? фур? sen ф dp do do 
= ika Me (27 sen! à dô dọ 
= ¿ka? n IN sen? ф do 


= 2ka?n | cos ф + 4 cos? Ф| 


= $ska?n(cos? х — 3 cosa + 2) 


O momento de inércia do sólido em torno do eixo z é, portanto -ka?z(cos! а — 


B -m? 
FIGURA 9 3cos a + 2) kg-m?. 

EXERCÍCIOS 18.7 

Nos Exercícios de 1 a 6, calcule a integral iterada. 5. IN $ [ зд js p! sen à dO dp dó 

1. а fo fo ™ r sec? 0 dz dr d : 

nj4 (20050 frs id а 008600 03 sen? 0 404 

2. [wp b me ,2 cos O dz dr 40 6. f. ер р`веп #зепфар $ 

3. fo IN IN ге? dz dr d0 7. Ache o volume do sólido encerrado pela esfera x? + у? + 

4. e [М IN p? sen ф dp dé de + 22 = а? usando (a) coordenadas cilíndricas e (b) coordena- 

0 das esféricas. 


18.8 Mudança de Variáveis em Integrais Múltiplas 


8. Se S for o sólido no primeiro octante, limitado pela esfera 
x? + y? + z? = 16e pelos planos coordenados, calcule a inte- 


gral tripla | [f xyz dV por trés métodos: (a) usando coordena- 


das esféricas; (b) usando coordenadas retangulares; (c) usando 
coordenadas cilíndricas. 


Nos Exercicios de 9 a 16, use coordenadas cilíndricas. 


9. Acheo volume do sólido no primeiro octante, limitado pelo ci- 
lindro x? + y? = 1 e pelo plano z = x. 

10. Ache o volume do sólido limitado pelo parabolóide х? + y? + 
+ z = 1 e pelo plano xy. 

11. Ache o volume do sólido limitado pelo parabolóide 
x? + y? + 2 = 12e pelo plano z = 8. 

12. Ache o volume do sólido limitado pelo cilindro x? + y? = 2y, 
pelo parabolóide x? + y? = 2z e pelo plano xy. 

13. Ache a massa do sólido limitado por uma esfera de raio a m, 
se a densidade de massa por unidade de volume varia com 
o quadrado da distância ao centro. A densidade é medida em 
quilogramas por metro cúbico. 

14. Ache a massa do sólido no primeiro octante interno ao cilin- 
dro x? + y? = 4x e sob a esfera x? + y? + z? = 16. A den- 
sidade de massa por unidade de volume varia com a distân- 
cia do plano xy, sendo medida em quilogramas por metro 
cúbico. 

15. Ache o momento de inércia em relação ao eixo z do sólido 
homogéneo limitado pelo cilindro r = 5, pelo cone z = re 
pelo plano xy. A densidade de massa por unidade de volume 
em qualquer ponto é k g-cm?. 

16. Ache o momento de inércia do sólido limitado por um cilin- 
dro circular reto de A m de altura e a m de raio em relação 
ao eixo do cilindro. A densidade de massa por unidade de 
volume varia com a distáncia ao eixo do cilindro, sendo me- 
dida em quilogramas por metro cúbico. 

17. Ache a massa do sólido no Exercício 13, usando coordena- 
das esféricas. 

18. Use coordenadas esféricas para encontrar o centro de massa 
do sólido limitado pelo hemisfério do Exemplo 5. A densi- 
dade de massa por unidade de volume é igual à do Exemplo 5. 


Nos Exercícios de 19 a 22, use coordenadas esféricas. 


19. Ache o volume do sólido interno à esfera x? + y? + 
+ z? = 4z e acima do cone x? + y? = z?. 
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20. Ache o volume do sólido interno à esfera x? + y? + 
+ z? = 2z e acima do parabolóide x? + y? = z. 

21. Ache o momento de inércia em relacáo ao eixo z do sólido 
homogéneo interno ao cilindro x? + y? — 2x = 0, abaixo 
do cone x? + y? = z? e acima do plano xy. A densidade de 
massa por unidade de volume em qualquer ponto é k kg-m?. 

22. Ache o momento de inércia em relacáo ao eixo z do sólido 
homogéneo limitado pela esfera x? + y? + z? = 4. A den- 
sidade de massa por unidade de volume em qualquer ponto 
é k g-cm?. 


Nos Exercícios de 23 a 28, use o sistema de coordenadas que vo- 
cê julgar melhor para o problema. 


23. Ache a massa de um hemisfério sólido de raio 2 m, se a den- 
sidade de massa por unidade de volume varia com a distân- 
cia ao centro da base, sendo medida em quilogramas por me- 
tro cúbico. 

24. Ache a massa do sólido homogêneo interior ao parabolóide 
3x + 3y? = z e exterior ао cone x? + y? = z?, se a densi- 
dade de massa por unidade de volume constarite for k kg-m?. 

25. Ache o momento de inércia em torno de um diâmetro do só- 
lido entre duas esferas concêntricas, tendo raios a e 2a cm. 
A densidade de massa por unidade de volume varia com o 
inverso do quadrado da distância ao centro, sendo medida 
em gramas por centímetro cúbico. 

26. Ache a massa do sólido do Exercício 25. A densidade de massa 
por unidade de volume é a mesma que a do Exercício 25. 

27. Ache o centro de massa do sólido interior ao parabolóide 
x? + y? = ze exterior ao cone x? + y? = z?. A densidade 
de massa por unidade de volume constante é k kg-m?. 

28. Ache o momento de inércia em relacáo ao eixo z do sólido 
homogéneo do Exercício 27. 


Nos Exercícios de 29 a 32, calcule a integral iterada, usando coor- 
denadas esféricas ou cilíndricas. 


29. IN fo pe Vx? + y? dy dx dz 


1 f/i-x? fy1-x?-y? 2 
30. [ [ bo түй“ O 
М2 + у? 


31. fo po” » a” “22 dz dx dy 


4-yi руа хі уі 1 
32. 4 
|, [ [ х? + у? 2? z dx dy 


18.8 MUDANÇA DE VARIÁVEIS 
EM INTEGRAIS MÚLTIPLAS 


Nesse parágrafo faremos um estudo geral do cálculo de integrais múltiplas através 
de mudanças de variáveis, generalizando o que já foi visto de mudanças para 


coordenadas polares, esféricas e cilíndricas. 
Trataremos do seguinte problema: dada uma integral dupla [| f(x, у) ахау 


R 


ou uma integral tripla ||| f(x, y, z) dxdydz encontre uma transformação do 


plano no plano do tipo u = 


R 
и (x, у), v = у(х, y) ou no espaço и = u(x, y, 2), 
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y = у(х, y, z) e w = w(x, y, Z) que nos permita, trocando as variáveis ini- 
ciais pelas novas, calcular efetivamente as integrais dadas. 

A demonstracáo rigorosa de todos os fatos envolvidos é mais avangada do que 
pretendemos nessa obra. Faremos a seguir uma descrição pormenorizada dos 
procedimentos usados, justificando, principalmente de forma geométrica, as fór- 
mulas obtidas. 

Observamos que ao mudarmos as variáveis ou seja, por exemplo, ao passarmos 
do plano descrito por coordenadas x e y ao plano descrito por coordenadas u 
e y, estaremos eventualmente modificando a forma da regiáo R. Assim as coor- 
denadas polares x = r cos 6, y = rsen Ө transformam um retângulo R no plano 
das coordenadas r e 6, 


R=((r,0|0<r<1,0<06 2л} 
no círculo de raio 1 centrado na origem no plano xy. 
Logo, numa mudanca de variáveis a regiáo de integracáo deverá também ser 


trocada de forma conveniente. Será necessário que a transformação leve de forma 
bijetiva uma regiáo na outra. 


Dada a transformação и = u(x, y) e v = у(х, y) onde u e v bem como suas 
derivadas parciais sáo funcóes contínuas de x e y, à expressáo 


ðu ди 
du ду _ ди àv _|дх ду - (un) 


дх ду ду dx | ду ду х, у 
dx ду 


chamaremos de Jacobiano de u e v em relação a x e y. 


EXEMPLO 1 Calcular o Jacobiano da transformação 


и = cos x + sen y 


y = — sen x + cos y 
Solucáo 
(ur) „|- жал cos Y| cos w =) 
х, у — cosx — sen у 


EXEMPLO 2 Sendo x = r cos 0 ey = r sen Ө, calcule J (+ > |] 


Solução 


(22) spog — г зеп@| _ Acos? 0 + sen? 0) =r 
г, Ө sen 8 r cos 6 


Pode-se definir de forma análoga o Jacobiano de transformações no espaço. 
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18.8.2 DEFINIÇÃO | Dada a transformação и = u(x, у, Z), v = v(x, y, z e = w(x, у, Z) onde 
и, у e w, bem como suas derivadas parciais, são funções continuas de x, y e z, 
define-se o Jacobiano de u, v e w em relação a x, y e z como sendo 


du ди ди 


дх д 


( и, Y, x) | v 
X, у, Z дх Oz 


EXEMPLO 3 Dado que 


x = р ѕеп ф cos 0 
y = р sen ф sen 6 


Zz = pcos ф 
; X, у, 2 
ueremos determinar J (22). 
a p,0, 6 
Solução 
x z sen ф cos 0 — реп ф sen O p cos $ cos 0 
(EA) - sen q cos 0 p sen q sen O p cos ф ѕеп Ө | = — р? sen ф 
p, 6, $ cos ф 0 —p sen ф 


EXEMPLO 4 Dado que 


x = гсо$ 0 
у = геп Ө 
4 = 4 


. queremos determinar o Jacobiano de x, y e z em relação a г, De z. 


Solugáo 
x cos0 -rsenO 0 
(Ez) = | sen ð rcosg8 0|=r 
r 0,2 0 0 1 


O Jacobiano tem uma aplicação muito importante no problema de mudança 
de variáveis em integrais mültiplas. Vimos em 18.4 que o elemento de área em 
coordenadas polares é dA = r dr dô e em 18.7 que em coordenadas cilíndricas о 
elemento de volume é dV = r dr d0 dz, enquanto que dV = p? sen $ dp d0 dó 
é o elemento de volume em coordenádas esféricas. 

Por outro lado, no Exemplo 2 vimos que J (=z) = r, no Exemplo 4 vimos 
que J (x) = r, enquanto que no Exemplo 3 vimos que (223) = 


= —p? sen ф. 
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Temos entáo que 


dA (2 ar do, dV = (220 a d0 dz, enquanto que 


г, 6 ғ, 0, 2 


dV = (EE) а de dg. 
| p,0, $ 2 е 


Em geral vale o seguinte teorema. 


18.8.3 TEOREMA 
PERLES Dada a transformação x = x(u, v) e y = y(u, v) no plano, tal que J (Ez > ) 


* 0, então 


Se tivermos a transformação x = x(u, v, м); y = y(u, v, w) ez = z(u, v, w) 


no espaco, tal que J (222) z 0, entáo 
и, V, W 
av = (22-2) | au av aw 
u, V, W 
Prova O teorema generaliza o procedimento de substituição de variável na 


integração para os casos de integrais duplas e triplas. Recapitulando 9.4 e 9.7, 
se tivermos a integral definida 


|а FO) ах 


uma substituição da variável do tipo x = g(f) nos leva a 
[ro ла) 9º (0 dt, 


pois dx = g'(t) dt. O objetivo dessa substituição é tornar a integral facilmente 
calculável por antiderivação. 

Vamos desenvolver um raciocínio geométrico a fim de justificar, intuitivamen- 
te, que o Jacobiano é um bom “índice corretor do elemento de área””, ou seja, 
que valem as fórmulas 


dx dy = E (22) du dv 
ou 
FIGURA 1 
DA = h) dA' 
u, v 


Consideremos o caso em que está dada a transformacáo 


x = x(u, v)e y = y(u, v) 


` que leva o retángulo R' do plano uv na figura R do plano xy. Veja as Figuras 
]1le2. 

As retas и = ug € v = vo do plano uv são levadas respectivamente nas curvas 
2 us-constante e v,-constante do plano xy. Em outras palavras, essas curvas são 
* os conjuntos de pontos (uy, v), y(u, v), vy < v < Vo + Av e (x(u, vo), 
FIGURA 2 Y(U, v), Uy < и € ug + Au, respectivamente u-constante e vo-constante. 


[uo — constante 


уо — constante 
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No ponto P de coordenadas (х(и,, Vo), y(ug, Vo)) consideremos os vetores U 
e V tangentes às curvas u,-constante e vy-constante. Vamos supor U e V unitá- 
rios, isto é, 


JU] = Iv] = 


A área dA de R será aproximada pelo paralelogramo cujos lados tém as dire- 
ções de О e de V e com comprimentos |V · Au| е |U * Av|. Se pensarmos О 
e V como velocidades e Au e At como intervalos de tempo, então |U - Au| e 
|U - Av] correspondem às distâncias percorridas em Au e Av. No limite, quan- 
do Au e Av tendem a zero, o elemento de área dA tende a coincidir com o refe- 
rido paralelogramo. Mas (veja a Secção 15.5 e a interpretação geométrica após 
a Secção 15.5.8), a área do paralelogramo pode ser calculada pelo produto ve- 
torial. Assim, 


= |[VAu-UAv| = [V - U] Au Av 
Mas | 
ôx, ‚ ду. = 2х; ду. 
v= au * ди) e U= ETE + avi 


ou pensados como vetores no espaço ` 


дх д дх . ду. 


у E | 
= 2 ij + + Ok 
M aul * aui t Ok e Us avi ET 0 
e, portanto 
! J k dx . ду 
de D oj "ay аш х, у 
У: U= du du = = J 2 k 
dx ду u, v 
dx dp o Qv ду | 
ду dv 
E, como |k|| = 
dA - |: (=> ) Au Av 
u, У 
ou no limite: 
dA - (22) du dv 
и, v 


Consideremos agora 


| ris » da 


R 


onde dA = dx dy e seja dada a а transformagáo x = x(u, v)e y = y(u, v). Temos 
entáo que 


dA = E Jau dv 
u, v 


e assim 


|| ros y aa = {| Ли, эъ), у(и, v) 
k 


R 


du dv. 


(а) 
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Da mesma forma, se tivermos 


M Дх, y, z) dv, 


R 


onde dV = dx dy dz e dada a transformação x = x(u, v, м), у = y(u, v, w)e 
z = (и, v, w), então 


dV = (272 E z) 
и, У, W 


е аѕѕіт 


du dv dw 


MES y,z2) dV = MEC v, м), y(u, v, w), z(u, v, (2s) du dv dw 


R R' 


Observamos que nas integrais à esquerda a região R será descrita em termos 
das variáveis x, y, z, enquanto que à direita a região R' descrita em função de 
u, v e w deve ser tal que R' é levada bijetivamente sobre R pela transformação 
x = x(u, v, w), у = y(u, v, w), z = z(u, v, w). ип 


Antes de passarmos aos exemplos, salientamos que mudangas de variável nas 
integrais duplas e triplas sáo utilizadas nào apenas para passar de fungóes cujas 
primitivas não são imediatamente visíveis, como também para mudar de uma 
região R dada inicialmente, eventualmente difícil de descrever, para uma re- 
giáo №’, preferivelmente retangular (nas integrais duplas) ou paralelepipédica 
(nas integrais triplas), as quais permitem calcular as integrais múltiplas como 
uma interação de integrais simples de uma só variável. 


EXEMPLO 5 Calcule a área da região E interna à elipse de equação 
x y? 
а ы =! 
Solucáo Consideremos a transformação: x = au e y = bu. Se substituir- 


mos na equação da elipse teremos и? + v? = 1 que é a equação do círculo C 
com centro na origem e raio 1 no plano uv, cuja área é л. Como 


dx dx 
xy) _| ðu ду ан 0 |= 
(22) - ay ay[=lo bi^ ^ 
du dv 
Logo, 
|| ax ay == [| а au av = ab || du av = ab: a = лаБ 
E © с 
ЕХЕМРІО 6 Ѕеја К о semicírculo de raio unitário e centro na origem. 


Calcule {| Мх? + y! dx dy. 


R 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


FIGURA 5 
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Solução Vamos fazer a transformação 


x=rcosô y = rsenó 


lembrando que ( = 5 ) = r. Temos 


> 


H УХ X y! dx dy = jh IE r? аг do - 1. =p + ури 


R 


Observe que se fosse pedida a i x Vx? + y? dx dy, então 


R 


[|o y? ах dy - |, Hm r? cos 0 do | dr =0 


R 
EXEMPLO 7 Seja А o paralelogramo de vértices (1, 0), (1, 2), (2, 1) е (0, 1). 
Mediante a transformação u = x — y, v = x + y, calcule a integral 


(1 — х? — у?) dx dy 
jJ 


R 


Solucáo Temos x = W s у еу = y 2 u , Segue que 
J (=) = ER е а região R’ aparece na Figura 5. 
u, v 2 
К PETENS" plo |a + y - 
Entáo, ffa х у?) ах ау PIRC TEE ) а ау = 0 
R 


EXEMPLO 8 Sabendo que x = x(u, v) e y = y(u, у) eque u = u(t, м) е 
У = v(t, w), queremos mostrar que 


, э , 


Solucáo Estamos supondo que os Jacobianos existam e que J (22) #0. 


, 


Pela regra da cadeia, temos 


ôx dx 

(&> - üt дь» 
tw) |B ду 
дї ðw 


Mas 


dx _ dx , ди , dx dv 
Ot | . Qu at dv дї 
dx _ дх du , dx dv 


ðw du ðw dv ðw 
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e fórmulas análogas para 2- e I. Segue entáo que 


dx du | dx dv dx ди | dx dv 

(22) = ди дг dv ðt ди ðw ду ðw 
„»/ "| 9y du | ду dv ду ди | ду àv 

| ди Ot ду dt ди ðw ду ðw 


Por outro lado, dada duas matrizes quadradas А е B, entáo sabemos que 
det(4, B) = det A - det B 


Deste resultado segue que 


dx dx || du ди 
(22) - du д» || д ðw - (= EC >) 
А») Tar а |ә а |= ev) New 


ди ду дї ðw 


Além disso, se fizermos x = te y = w teremos 
(E) (e) = (22) 2d 
X, у х, Y х, у 


ЕХЕМРІО 9 Ѕеја R а regiáo limitada pelas curvas x?— y? = 1, x? — y? = 4, 
Xy = le xy = 4, do plano xy. Calcule a integral. 


І = || (x? + y?) dx dy 


R 


mediante a transformação и = x? — y? e у = 2xy. 


Solução Temos 
du ди 
иу\ | 9х dy | (2х -2X| _ ya 2 
(Rr) - ду dv |= 2p a +?) 
дх ду 
` Cómo (der) (2) = 1, temos 
xy u, v | 
(2) eia 
u, v 4(x? + y?) 


Mas 

u = (x? — y = xt — 2x9y + y* e у? = 4х2у2 
logo 

y? — ц = xt + 2х?у? + y* = (х? + y? 
e, portanto, 


sos 
х? + у? = [v - w]? 
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Então, 
T 1 
ЫЕ — du dv 
R 4[v — 1]? 
= 1(8|(* fes DR 
= 4 M» du| dv = 2 
EXEMPLO 10 Dada a região А: 0 < x – y+22<1,1<x+y-22<2 


е0 < z < 1, calcule 


x = Hu + v) 
y = Hv - u) + 4w 
= № 


1 1 
— — 0 
X, у, Z E. 2 1 
(222) = 1 1 = — 
- -— — 4 
uU, V, W 2 2 2 
0 0 1 


Observe ainda que pela transformação dada R será levado no paralelepípedo 
R':0xuxl,ixvczt«x2e0s«sx w < 1. Então, 


us (222) au av aw 


и, У, W 
if aw Ds NI 


0 1 y 0 


I 


= + in 2 


Observe ainda que 


9 


ё o volume de А. 


du dv dw = 


ES 
2 
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EXERCÍCIOS 18.8 


1. Calcule n Мх? + y? dx dy sendo R a região limitada por 
R 
x + у? = 1ех? + у? = 4. 

2. Seja R a regiáo do plano uv limitada pelos eixos ue v e 
pela reta и + v = 2. Dada a tranformação x = и + ve 
у= и? – у: 

а) Esboce a imagem R' de R pela transformação dada. 
b) Calcule 
І = | | dx dy 
JT 4х + dy 


3. Seja R a parte da coroa circular compreendida entre 
x? + y? = lex? + y? = 4 по primeiro quadrante. Calcule 


I- || (x? + y?) dx dy 
R 
4. Calcule a integral 


І = M (x? + y?) dx dy dz 
R 
onde R é dado pelas desigualdades 


x2+y24+22<1,x>0y>0,2>0 


isto é, R é a parte da esfera de centro em (0, 0, 0), raio 1, 
no primeiro octante. (Sugestão: use a transformação 
= р sen 0 cos ф, у = р sen Ө sen фе = p cos 0.) 
5. Ѕеја R um paralelogramo de vértices (0, 0), (2, 0), (3, 1) e 
(1, 1). Mediante a transformação x = и + ve y = v, calcule 
a integral 


I = | (x, у) dx dy 


2 2 2 
6. Calcule o volume do elipsóide PE + ES " $ 


mediante a transformação x = 2u, y = 3vez = 3w. Supo- 
nha conhecido o volume da esfera. 
7. Calcule 


I- Е z) dx dy dz 


& 1, 


sabendo que f(x, y, 2) = 3e Ré o hemisfério x? + y? + 
+ z? < 1,x > 0 e mediante a transformação para coorde- 
nadas esféricas. 

8. Calcule 


І = р ах dy dz 


onde R é tal que x? + y? < 1, 0 < z < 1, usándo a trans- 
formacáo para coordenadas cilíndricas: x = r cos 6, 
у = ғ еп 0, 2 = 4. 
9. Seja R а região do espaço dado рог: 0 < х – y + 4 < 1, 
1<х+у-2<2 e 0 < 5 < 1. Calcule 
ех- > +2 
І = 11] —€ dx dy dz 
Xty-Zz 
mediante a transformação u =x- y -z,v-x-cty-z 
ew = 4. 
10. Calcule o volume da regiáo R dada no Ехегсісіо 9. 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 18 


Nos Exercicios de 1 a 8, calcule a integral terada dada. 


. fo f^» dy dx 2. fá ES a ХУ dx dy 


fe^ fo res^0drdó «f pu r? sen Ө dr 46 
5, Jo Jo fo е eve dx dy dz 


PES 
f f L5 yy 2 E dy dx 


f MI fra p? sen à cos ф dp dọ de 


fo Jo” qu 477 me^" dr dð dz 


Nos Exercicios de 9 a 12, calcule a integral múltipla. 


w = 


EA 


м 


so 


9. | xy dA; R é a região no primeiro quadrante, limitada pela 


circunferência x? + y? = 1 e pelos eixos coordenados. 


10. || (x + у) dA; R é атерїао limitada pela curva у = cos x 
R 


e pelo eixo x dex = -улах = 5л 


1 
2 


11. n 2d и S é a regiáo limitada pelos cilindros х? + z = 1 
5 
ey? + z = le pelo plano xy. 
12. M y cos(x + z) dV; S é a regiáo limitada pelo cilindro 
5 


х = у? е pelos planos х + z = іл, у = 0ez = 0. 


13. Calcule, por coordenadas polares, a integral dupla 
1 
f f cd 
-R y 


onde R é a região no primeiro quadrante, limitada pelas duas 
circunferências x? + y? = lex? + y? = 4. 
14. Calcule por coordenadas polares a integral iterada 


IN [2 " In(x? + y?) dx dy. 


Nos Exercícios 15 e 16, calcule a integral iterada, invertendo a or- 
dem de integracáo. 


15. |, |, seny? dy ах 16. |; fon t emidx dy 


Nos Exercícios 17 e 18, use integral dupla para encontrar a área . 
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da regiáo limitada pelas curvas dadas no plano xy. Раса um es- 
boço da região. 


17. 


18. 


y=x e у= х* 
у=\/х е у= х? 


Nos Ехегсісіоѕ 19 e 20, calcule a integral iterada, mudando para 
coordenadas esféricas ou cilíndricas. 


19. 


20. 


21. 


22. 


TL 


Use integracáo dupla para encontrar a área da regiáo no 
primeiro quadrante, limitada pelas parábolas x? = 4ye 
x? = 8 — 4y. Integre primeiro em relação a x. 

Use integracáo dupla para encontrar a área da regiáo no pla- 
no xy, limitada pelas parábolas y = 9 — х?еу = x? + 1. 
Integre primeiro em relacáo a x. 

Use integração dupla para encontrar a área da região no Exer- 
cício 21, integrando primeiro em relacáo a y. 


. Use integração dupla para encontrar a área da região no Exer- 


cício 22, integrando primeiro em relação a y. 


. Use integracáo dupla para encontrar o volume do sólido li- 


mitado pelos planos x = у, у = 0, 5 = 0, х = 1е4 = 1. 


Integre primeiro em relação a x. 


30. 


31. 
32. 
33. 


34. 


35. 


. Use integração dupla para encontrar o volume do sólido aci- 


ma do plano xy, limitado pelo cilindro x? + y? = 16 e pelo 
plano z = 2y. Integre primeiro em relação a x. 

Use integração dupla para encontrar o volume do sólido no 
Exercícios 25, integrando primeiro em relação a y. 


. Use integração dupla para encontrar o volume do sólido no 


Exercício 26, integrando primeiro com relação a y. 

Ache o volume do sólido acima do plano xy, limitado pelas 
superfícies х2 = 4y, y? = 4x e x? = z- y. 

Ache a massa da lámina na forma da regiáo limitada pela pa- 
rábola y = x?e pela reta x — y + 2 = 0, se a densidade 
de massa por unidade de área em qualquer ponto for 
x2y? kg-m?. 

Ache a área da superfície do cilindro x? + y? = 9 no pri- 
meiro octante e entre os planos x = ze 3x = z. 

Ache a área da superfície do cilindro x? + y? = a? que está 
dentro do cilindro y? + z? — a?. 

Use integracáo dupla para encontrar a área da regiáo interior 
à circunferência r = 1 е à direita da parábola r(1 + cos 0) = 1. 
Ache a massa da lámina na forma da regiáo exterior à lima- 
con т = 3 — cos 8 e exterior à circunferência r = 5 cos 0, 
se a densidade de massa por unidade de área em qualquer 
ponto for 2|sen 0| kg-m?. 

Ache o centro de massa da lámina retangular limitada pelas 
retas x = 3ey = 2e pelos eixos coordenados, se a densidade 
de massa por unidade de área em qualquer ponto for xy? 
kg-m?. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 
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Ache o centro de massa da lámina na forma da regiáo limita- 
da pelas parábolas x? = 4 + 4y e x? = 4 — 8y, se a densi- 
dade de massa por unidade de área em qualquer ponto for 
kx? kg-m?. 

Ache a massa da lámina na forma da regiáo limitada pelo ei- 
xo polar e pela curva r = cos 20, onde 0 < w < m. A 
densidade em qualquer ponto é r8 kg-m?. 

Ache o momento de inércia em torno do eixo x da lámina 
na forma da região limitada pela circunferência x? + y? — a?, 
se a densidade de massa por unidade de área em qualquer 
ponto for k yx? + y? kg-m?. 

Use coordenadas cilíndricas para encontrar o volume do só- 
lido limitado pelo parabolóide x? + y? = 4z, pelo cilindro 
x? + y? = day e pelo plano z = 0. 

Use coordenadas esféricas para encontrar a massa de uma es- 
fera sólida de a m de raio, se a densidade de massa por uni- 
dade de volume em cada ponto for proporcional à distáncia 


: do ponto ao centro da esfera. A densidade é medida em qui- 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 
47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


logramas por metro cúbico. 

Use integracáo tripla para encontrar o volume do sólido li- 
mitado pelo plano z = 1 e pelo menor segmento da esfera 
x? + у? + 42 = 4 delimitado por esse plano. 

Use integracáo tripla para encontrar o volume do sólido no 
primeiro octante limitado pelo plano y + z = 8, pelo cilin- 
dro y = 2x? e pelos planos xy e yz. | 
Ache o momento de inércia em torno do eixo x, da lámina 
na forma da regiáo limitada pela curva y = e*, pela reta 
X = 2e pelos eixos coordenados, se a densidade de massa 
por unidade de área em qualquer ponto for xy kg-m?. 
Ache o momento de inércia da lámina do Exercício 43 em tor- 
no do eixo y. 

Ache o momento de inércia em relação ao eixo + л da lámi- 
na homogénea na forma da regiáo limitada pela curva 
г? = 4 cos 20, se a densidade de massa por unidade de área 
em qualquer ponto for k kg-m?. 

Ache a massa da lámina do Exercício 45. 

Ache o momento polar de inércia e o raio de giração corres- 
pondente para a lámina do Exercício 45. 

Ache o momento de inércia em torno do eixo y, da lámina 
na forma da região limitada pela parábola y = x — x? e pe- 
la reta x + y = 0, se a densidade de massa por unidade de 
área em qualquer ponto for (x + y) kg-m?. 

Ache a massa do sólido limitado pelas esferas x? + y? +z? = 4 
e x? + y? + z? = 9, se a densidade de massa por unidade 
de volume em qualquer ponto for k М2 + у? + 22 kg-m?. 
Ache o momento de inércia em torno do eixo z do sólido do 
Exercicio 49. 

O sólido homogéneo limitado pelo cone z? — 4x? + 4y? en- 
tre os planos z = Oez = 4 tem uma densidade de massa 
por unidade de volume de k kg-m? em qualquer ponto. Ache 
o momento de inércia do sólido em torno do eixo z. 

Ache o centro de.massa do sólido limitado pela esfera 
x? + y? = z? — 6z = Oe pelo cone x? + y? + z? e acima 
do cone, se a densidade de massa por unidade de volume for 
kz kg-m? em qualquer ponto. 


PEEL 


EZ 
VA 


O tratamento do material neste capítulo é uma breve apresentacáo de tópicos 
desenvolvidos integralmente em Cálculo Avançado. Na Secção 19.1 discutire- 
mos campos vetoriais, que são funções que associam vetores a pontos no espa- 
ço, e a divergência e o rotacional de um campo vetorial são introduzidos. As 
integrais de linha são definidas na Secção 19.2 e são aplicadas para determinar- 
mos o trabalho realizado por um campo vetorial, ao mover uma partícula ao 
longo de uma curva. A seguir, integrais de linha independentes do caminho se- 
rão apresentadas na Secção 19.3, onde um teorema análogo do segundo teore- 
ma fundamental do Cálculo é introduzido para integrais de linha. Também na 
Secção 19.3, provamos a lei de conservação da energia, um conceito fundamental 
em Física. 


19.1 CAMPOS VETORIAIS 


19.1 Campos Vetoriais 1073 


Trés teoremas importantes em Cálculo Vetorial tém os nomes dos seguintes 
: matemáticos e cientistas: George Green, Karl Gauss e George Stokes. O teore- 
ma de Green sobre integrais de linha em curvas constitui o assunto a ser abor- 
dado na Secção 19.4. A Secção 19.5, sobre integrais de superfícies, é seguida 
da secção final, que apresenta o teorema da divergência de Gauss e o teorema 
de Stokes. Aplicações desses teoremas em Física, Química e Engenharia perten- 
cem a cursos nesses campos. Incluímos aqui aplicações de integrais de superfi- 
cies para encontrar a massa de uma superfície e o fluxo de um campo de veloci- 
dade através de uma superficie. 


Um campo vetorial associa um vetor a um ponto no espaço. Por exemplo, se 
F for uma função com valores vetoriais definida numa bola aberta B em Rº 
tal que 


F(x, у, z) = Ms у, Di + NG у, Di + К(х, у, ok Ф) 


então Е associa a cada ponto (х, у, 2) em В um vetor, sendo Е chamada de cam- 
po vetorial. Esse campo vetorial tem como seu dominio um subconjunto de R? 
e como sua imagem um subconjunto de V;. Se o domínio de um campo veto- 
rial for um conjunto de pontos num plano e sua imagem for um conjunto de 
vetores em V,, entáo o campo vetorial terá uma equacáo da forma 


FG, у) = М(х, у)і + Мо, Xj 


Se, em vez de um vetor, um escalar estiver associadó a cada ponto no espa- 
co, teremos um campo escalar; assim, um campo escalar é uma funcáo com 
valores reais. Um exemplo de campo escalar é obtido ao expressarmos a tempe- 
ratura em um ponto como funcáo das coordenadas do ponto. 

Para um exemplo de campo vetorial, consideremos o fluxo de um fluido, tal 
como a água que escoa em um cano ou o sangue que flui por uma artéria. Su- 
ponha que o fluido consista em um número infinito de partículas e que a veloci- 
dade de uma partícula dependa somente de sua posicáo; assim sendo, a veloci- 
dade é independente do tempo e, por isso, o fluxo do fluido é chamado de esta- 
cionário. Em um ponto (x, y, z), a velocidade do fluido é dada por F(x, y, z), 
definida por uma equação do tipo (1). Assim, F é um campo vetorial chamado 
de campo de velocidade do fluido. Os campos de velocidades podem descrever 
outros movimentos, tais como os dos ventos ou a rotacáo de uma roda. Os cam- 
pos vetoriais que aparecem neste livro seráo todos independentes do tempo; eles 
sáo chamados de campos vetoriais estacionários. 

Náo podemos mostrar em uma figura as representacóes de todos os vetores 
de um dado campo vetorial. Mas, tragando as representações de alguns dos ve- 
tores, podemos obter uma descricáo visual do campo vetorial, conforme indi- 
cado no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 (a) Mostre numa figura as representacóes, tendo ponto inicial 
em (x, y), dos vetores do campo vetorial 


Fx, y) = -yi + xj 


onde xé +1 ou +2eyé +1 ou +2. (b) Prove que cada representação é tan- 
gente a uma circunferéncia tendo seu centro na origem e um comprimento igual 
ao raio da circunferéncia. 
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Tabela 1 


FIGURA 1 


FIGURA 2 
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Solucáo 
(a) A Tabela 1 indica os vetores F(x, y) associados com os dezesseis pontos 
(x, y). As representações destes vetores aparecem na Figura 1. 
(b) Seja 
RG, y) = xi + yj 
o vetor de posição cujo ponto final está em (x, y). Então, 
R(x, y) Е(х, у) = (хі + yi): (yl + xj) 
—Xy + xy 
0 


Portanto, К е Е são ortogonais. Assim, a representação de Е cujo ponto 
inicial está em (x, y) é tangente à circunferência com вепіго na origem e raio 
[Re »)|. Como 


Е(х, у) = (=) + х? 
= |R, у)|| 
о comprimento de cada representação é igual ao raio da circunferência. 


‚ O campo vetorial do Exemplo 1 é similar ao campo de velocidade determina- 
do por uma roda girando na origem. 

Um exemplo de um campo vetorial em V, decorre da lei do inverso dos qua- 
drados de Newton da atração gravitacional. Essa lei estabelece que a medida 
da intensidade da força gravitacional entre duas partículas com massas M e m 
unidades, respectivamente, é 


GMm 
а? 


onde d unidades é a distáncia entre as partículas е С ё uma constante gravita- 
cional. Assim, se uma partícula com M unidades de massa estiver na origem 
e uma partícula com 1 unidade (m = 1) de massa estiver num ponto P(x, y, z) 
e se F(x, y, z) for a forca gravitacional exercida pela partícula na origem sobre 
a partícula em P, temos 


GM(1 
||К(х, У, 2) = Ræ, ^ ar 


onde R(x, y, z) = xi + yj + zk. Para obter o vetor F(x, y, z) que representa 

a força, precisamos também da direção e sentido de F. Como a direção é radial 

e o sentido aponta para a origem, podemos caracterizá-los pelo vetor unitário 
1 


“TRI R. Como o módulo foi dado anteriormento, temos 


F(x, y, z) = GM (- IRE y, 2) ) 


IR y, APA ВС y, 2)| 


. Como, |R(x, у, 2| = vx? + y? + z?, obtemos 


—GM _ . 
sm (xi + yj + zk) | (2) 


Кы» = gap + дуп 


O campo vetorial definido por (2) é chamado de campo de forcas. A Figura 
2 mostra algumas representações dos vetores nesse campo de forças, onde o ob- 
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jeto na origem é uma esfera (a Terra, por exemplo) e |R|| é maior do que o raio 
da esfera. Cada representação aponta para a origem. As representações de ve- 
tores próximos da origem sáo maiores do que aquelas em pontos longe da ori- 
gem e os comprimentos sáo os mesmos em pontos situados a uma mesma dis- 
táncia da origem. Em virtude dessas propriedades, o campo de forcas definido 
por (2) é chamado de campo de forcas central. 

O gradiente de um campo escalar é um campo vetorial. Se ф for um campo 
escalar e F for o campo vetorial definido por F = Уф, entáo F será chamado 
de campo vetorial gradiente e é será denominado função potencial para Е. Um 
campo vetorial gradiente também é chamado de campo vetorial conservativo. 
A expressão conservativo ficará clara após a leitura da Secção 19.3. 


>» ILUSTRAÇÃO 1 Considere o campo vetorial definido por 
F(x, y) = (y? + 2x + 4ji + (2xy + 4y — 5)j 

Da Ilustração 1 da Secção 17.5, segue que, se 
ф(х, y) = ух + x? + 4x  2y? — Sy 

entáo 


F(x, y) = Уф(х, y) 


Assim, F é um campo vetorial conservativo e ф é uma função potencial de F. 
4 


A ilustracáo a seguir mostra que о campo de forcas gravitacional definido 
por (2) é conservativo. 


> ILUSTRAÇÃO 2 No Exemplo 5 da Secção 17.1 mostramos que, se 
1 


V(x, У, 2) = 5 
мх? + y? + 2? 
entáo 
-1 . А 
VV(x, y, 2) = Ga у? + gp (xi + y T zk) 
Assim, se 
GM 
ф(х, y, 2) = 5 
YX + у +2 
: —GM . . 
Vó(x, у, 2) = Qa ya 23 (хі + yj + zk) 


Comparando essa equacáo e (2) observamos que 


F(x, y, 2) = Уф(х, y, 2) 
Portanto, Е é conservativo e ф é uma função potencial de Е. : | < 


Nas duas ilustrações acima é simples provar que o campo vetorial é conserva- 
tivo, pois conhecemos uma função ф da qual F é o gradiente. Um problema 
mais difícil é decidir se um dado campo vetorial é conservativo e, se for, achar 
uma função potencial. Com essa finalidade aplicamos os Teoremas 17.5.1 e 
17.5.4, conforme mostram os dois exemplos a seguir. 
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EXEMPLO 2 Se F for um campo vetorial definido por 


Fly) = i-i 
prove que F é conservativo e ache uma função potencial para F. 
Solucáo Seja 
1 x 
MG, у) = 5 №) = = 
міх, у) =-=3 N(s»--4 
y y 


Como Mix, y) = Nx, y), segue do Teorema 17.5.1 que Е é um gradiente e, 
portanto, um campo vetorial conservativo. Uma funcáo potencial ф satisfaz a 
equação 


F(x, y) = Vó(x, y) 
Logo, 


1 x 
x Xx, =- X, y ) = 72 (3 ) 
PAX, у) y Фу у? 
Integrando em relacáo а x ambos os membros da primeira das fórmulas (3) temos 
x 
ф(х, y) = у + g(y) (4) 


onde g(y) é independente de x. Derivando parcialmente ambos os membros de 
(4) em relacáo a y, temos 


Фук.) = +90) 


Igualando os segundos membros dessa igualdade e a segunda das fórmulas (3), 
obtemos 


=z +9) = -3 
90)=0 
g(y) = С 


Com esse valor de g(y) em (4) temos 
Xx 
Ф(х, y) = y +C 


que é a função potencial pedida. 


EXEMPLO 3 Se F for o campo vetorial definido por 
F(x, y, 2) = (2? + Di + 2yzj + (2х2 + y?)k 


prove que F é conservativo e encontre uma função potencial para F. 
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Solução Para determinar se P é conservativo, aplicamos o Teorema 17.5:4 
para nos certificarmos de que F é um gradiente. Seja 


М(х, у,2) =z? +1 N(x, y,z)=2yz R(x, у, 2) = 2х2 + y? 


Мух, у, 2) = 0 Nx, у, 2) = 0 К.х, y, 2) = 22 
Mix, y, 2) = 22 №, у, 2) = 2у Кух, у, 2) = 2у 
Logo, 


Мух, у, 2) = N(x, y, 2) Max y, z) = Rx, y, 2) Nox, y, z) = Кух, y, 2) 


Assim, pelo Teorema 17.5.4, F é um gradiente e, portanto, um campo vetorial 
conservativo. Vamos encontrar agora uma função potencial ф tal que F(x, y, z) = 
= Vó(x, y, х); portanto, 


bdo yz =z? +1 фу у, 2) = 2у2 ФАХ, у, z) =2xz + y? (5) 
Integrando em relação а x ambos os membros da primeira das relações (5) temos 
ф(х, y, 2) = xz? + x + g(), 2) (6) 
Derivando parcialmente com respeito a y ambos os membros de (6) obtemos 
dx, y, 2) = 9); 2) 


Igualando os segundos membros da relação anterior e a segunda das relações 
(5) temos | 


IA), 2) = 2yz 


Agora, integrando com respeito a y ambos os membros da igualdade acima, 
obtemos 


gy, 2) = yz + h(z) 
Substituindo essa igualdade em (6) obtemos 
ф(х, y, z) = xz? + x + yz + h(z) (7) 
Derivando parcialmente com respeito a z ambos os membros de (7) obtemos 
Px, у, 2) = 2xz + y? + h'(z) 
Igualando agora os lados direitos dessa relação e da terceira das relações (5) temos 
2xz + y? + h'(z) = 2х2 + y? 
h'(z) = 0 
h(z) = С 


Substituindo C para A(z) em (7) obteremos a função potencial desejada $, па 
forma 


ф(х, y, z) = xz? + x + у? + С 


Existem dois campos obtidos do campo vetorial F por meio de derivações 
parciais. Um deles é o campo vetorial denotado por rot F (diz-se rotacional de 
F) e o outro é o campo escalar denominado divergente de F. Antes de dar as 
suas definições, mostraremos como o simbolo V é usado como um operador. 
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Recordemos que se f for uma função escalar de trés variáveis x, y e z, entáo 
o gradiente de f será dado por 


Vf, у, 2) = fx, у, Di + lx, у, 2) + flo, y, z)k (8) 
Denotaremos agora o operador del em trés dimensóes por 
0 


i— + } = Pu 
ax Jay “дт 
Assim, a operação V sobre a função escalar f significa 


-Yi LUND k 
усе to tat 


о que está de acordo com (8). 


Seja F um campo vetorial numa bola aberta B em R?, tal que 
FO, у, z) = М(х, у, Di + Мх, y, Di + Rœ, y, ӘК 


Entáo, o rotacional de F é definido por 


шень » а = (2E A) + (ам. э), (эм зм.) 


ду дх ду 


se essas derivadas parciais existirem. 
Uma regra mnemónica para calcular o rotacional de F é estender a notação 


do produto vetorial de dois vetores ao produto vetorial do operador V com o 
campo vetorial F e escrever 


rot F=V xF 
i j k 
ја аа 
| |дх ду dz 
M N R 


Recordemos que ao utilizarmos a notação de determinante para o produto ve- 
torial, foi ressaltado que nem todos os elementos. do determinante eram núme- 
ros reais, ao contrário do usual. No ‘“‘determinante” acima, a primeira linha 
é formada de vetores, a segunda linha de operadores de derivação parcial, en- 
quanto que a terceira linha é formada por funções escalares. 


EXEMPLO 4 Ache o rot F, se F for o campo vetorial definido por 
F(x, y, z) = е2 + 3x?yzj + Qy?z + x)k 


Solução 
i j k 
0 0 д 
rot F(x, y, 2) = óx ду as 


e? 3x!yz 2у22 + х 


= (4yz — 3x?yJi + (0 — Dj + (6xyz — Ok 


= (4yz — 3x?yJi — j + 6xyzk 
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19.1.2 DEFINIÇÃO | Seja Е um campo vetorial numa bola aberta B em R^, tal que 
F(x, у, 2) = М(х, у, Di + Мх, у, 2) + R(x, у, ©К 


Entáo o divergente de F, denotado por div F, será definido por 


IM IN, ӘР 
дх ду д 


div F(x, y, z) = 


se essas derivadas parciais existirem. 


Vamos aplicar a notação do produto escalar de dois vetores ao “produto es- 
calar”? do operador V com o campo vetorial F para calcular o divergente de 
F, escrevendo 


| д ‚д. д А s 
-( нізка) (Mi + Nj + Rk) 


E" 
_ ôM & ON "nu 
© дх ду дг 


ЕХЕМРІО 5 Ache o div Е, sendo Е o campo vetorial do Exemplo 4. 
Solucáo 
div F(x, y, z) = V * F(x, y, 2) 
"E 


д д 
- Can, Cu Cao 
= e ауе" yz) + zz (0у2+ x) 


= 2е2* + 3x?z + 2y? 


A importância física do rot F e do div F no estudo do movimento dos fluidos 
será discutida nas Secções 19.4-19.6. Nesta secção estamos interessados em apren- 
der como calculá-los e em provar algumas de suas propriedades. Duas dessas 
propriedades são dadas nos dois teoremas a seguir. Será pedido que você prove 
esses teoremas nos Exercícios 47 e 48. 


19.1.3 TEOREMA | Suponha que F seja um campo vetorial numa bola aberta B em Rº, tal que 


F(x, y, 2 = M(x, y, Di + Мх, у, Di + R(x, у, Dk 


Se as derivadas parciais segundas de M, N e А forem contínuas em B, епідо 


div(rot F) = 0 


19.1.4 TEOREMA | Se f for um campo escalar numa bola aberta B em R? e as derivadas parciais 
segundas de f forem contínuas em B, entáo 


TOt(Vf) = 0 


A expressáo no Teorema 19.1.4 estabelece que o rotacional do gradiente de 
fé igual ao vetor nulo. Consideremos agora o divergente do gradiente de f, isto 
é, V - (Vf), que também pode ser escrito como V · Vf ou V?f. 
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Por definicáo, 


B NES 0 of. Of, f 
У?/(х,у,2)=[1-—— +j— +k —j+>—k 
fo y, 2) E рУ x) (zi Ea т 
д? д? д? 
у p dm 2h 24 +25 
dy? Oz 
A expressáo à direita dessa igualdade é chamada de laplaciano de f. A seguinte 
equacáo obtida ao igualarmos a zero o laplaciano é chamada de equacáo de 
Laplace: 


Of Of Qf 
me arts 


Uma função escalar que satisfaça a equação de Laplace é chamada de harmóni- 
ca. Essas funções têm importantes aplicações em Física, no estudo da transfe- 
rência de calor, radiação eletromagnética, acústica e outros. 

Se Е for um campo vetorial em algum disco aberto B em №2, tal que F(x, y) = 
= М(х, у,)і + N(x, y)j, então o rotacional de Е e o divergente de Е em duas 
dimensões serão definidos por 


rot Е(х, y) = (2 М 


. ôM 
ду к div F(x, у) = 


дх 


"М 
Ше? 


se essas derivadas parciais existirem. О laplaciano em duas dimensóes é defini- 
do por 


V?f(x, y) = 5 + 5 


ЕХЕМРІО 6 Se F(x, y) = 30уі — 2xy^j, ache (a) rot F(x, y) e (b) div F(x, y). 


Solução Como F(x, y) = 3xyi — 2xy'j; М(х, у) = Ipe N(x, у) = -2xy*. 
Logo, 


: ON | 0M 24 ON 
(a) rot E(x, y) = (E — sk . (b) div F(x, y) = p ду 
= (—2y? — 3x?)k | © = бху — бху? 


Nos Exercícios de 1 a 6, mostre numa figura as representações Nos Exercícios de 7 a 14, ache ит campo vetorial conservativo 
dos vetores do campo vetorial dado, tendo ponto inicial em tendo a função potencial dada. 


(x, y), onde x é +1 ои t2eyé +1 ои +2. 


1. F(x, y) 2 xi — yj 


3. F(x, y) = 
5. F(x, y) = 


6. Fx, у) = 


4yi + 3xj 


1 "M 
3 bi + yj) 
мх? + у 


yi + 2j 


F(x, y 
F(x, y 


у= —xi + yj 7. f(x, y) = 3x? + 2y? 
) = —3yi + 4х] 8. f(x, у) = 2x* — 5x?y? + 4y* 
9. f(x, у) = tg! x?y 
10. f(x, у) = ye — xe” 
11. f(x, y, 2) = 2х5 — 3х?у + xy? — Ay? 


12. f(x, у, 2) = yx? + y? + 2? 
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-4z 


13. f(x, y, z) = x?ye 
14. f(x, y, 2) = 2 sen(x? — y) 


Nos Exercicios de 15 a 20, determine se o campo vetorial dado 
é conservativo. 


. F(x, y) = (3x? — 2y?ji + (3 — 4xy)j 

. F(x, y) = (ехе? + 6e?*ji + (ехе? — 2e"jj 

. F(x, y) = y cos(x + y)i — x sen(x + y)j 

„ F(x, y, z) = (3x2 + 2у2)і + (2х2 + 6yz)j + (2xy + 3y? — 2z)k 
. F(x, y, z) = (2ye?* + е*)ї + (3ze9 + e + (xe + ek 

. F(x, y, 2) = y sec? xi + (tg x — z sec? yj + x sec z tg zk 


Nos Exercícios de 21 a 32, prove que o campo vetorial dado é 
conservativo e ache uma fungáo potencial. 


21. F(x, y) - 
23. F(x, y) = 
. F(x, y) = 


yi + xj 22. F(x, y) 2 xi + yj 
e* sen yi + e* cos yj 
(sen y senh x + cos y cosh х)і 
+ (cos y cosh x — sen y senh x)j 
5. F(x, у) = Qxy? — yd)i + Qx?y — 3xy? + Dj 
‚ F(x, y) = (3х2 + 2y — yei + (2x — 2ye*)j 
. F(x, y, 2) = (x? — yji — (x — 32j + (z + 3y)k 
. F(x, y, z) = yzi + xzj + хук 
. F(x, y, 2) = (ze + ei + (xe — ej + (— уе“ + ek 
. F(x, y, 2) = (tg y + 2xy sec z)i + (x sec? y + x? sec z)j 
+ sec 2(х2у tg z — sec.z)k 
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46. f(x, y, 2) = 
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31. F(x, y, 2) = (2x cos y — 3)i — (x? sen y + 2?)j — (2yz — 2)k. 
32. F(x, y, 2) = (2y? — 8х22)і + (бху? + Dj — (8x?z + 3z?)k 
Nos Exercícios de 33 a 42, ache rot Y e div F para o campo veto- 
rial dado. 
33. F(x, y) = 2xi + 3yj 34. F(x, y) = cos xi — sen yj 
35. F(x, y) = e* cos yi + е^ sen yj 
1 
36. Fix, у) = -Ži +j 
x x 


. F(x, y, z) = х21 + y?j + 2?k 


38. F(x, y, 2) = xz?i + y?j + x?zk 

39. F(x, y, z) 2 cos yi + cos zj + cos xk 

40. F(x, y, 2) = (y? + z3)i + хе? cos zj — xe” cos zk 

41. F(x, y, 2) = Vx? + y? + li + x? + y? + 1j + zk 
x А y : 

42. F(x, y, z) ур. + ga ууз? 3 +k 


Nos Exercícios de 43 a 46, prove que a função escalar dada é 
harmônica, mostrando que seu laplaciano é nulo. 


43. f(x, y) = е sen x + е* cos y 
44. f(x, y) = In(yx? + y?) 

45. f(x, y, 2) = 2x? + 3y? — 52? 
(x? + y? EN 22)- 42 
47. Prove o Teorema 19.1.3. 
48. Prove o Teorema 19.1.4. 


INTEGRAIS DE LINHA - No Capítulo 5 o conceito de área foi usado para motivar a definicáo de integral 


definida. Para motivar a definicáo da integral de um campo vetorial vamos usar 
o conceito físico de trabalho. 

Mostramos na Secção 14.2 que se uma força constante F move uma partícula 
ao longo de uma linha reta de um ponto A até um ponto B, entáo se W for 
a medida do trabalho realizado, 


W = Е. V(AB) 


(1) 


Suponha agora que o vetor que representa forca náo seja constante e, ao invés 
de ter o movimento ao longo de uma linha reta, ele seja descrito ao longo de 
uma curva. Suponha que a forga exercida sobre a partícula no ponto (x, y), em 
algum disco aberto B em R?, seja dada pelo campo de forcas 


F(x, y) = 


М(х, yji + N(x, у)) 


onde M e N são continuas em В. Seja C a curva que está em В e tem a equação 


vetorial 


R(t) = fi + a(o 


a<xt<b 


Vamos exigir que as funções f e g tenham derivadas f" e д’ contínuas em [a, b]. 
Queremos definir o trabalho realizado pelo campo de forças variável F ao 
mover a partícula ao longo de C, do ponto (fa), g(a)) até (Rb), g(b)). 
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FIGURA 1 


R(t; -i) 
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No ponto (Д0), g(t)) em C a força é 

FOCO), gl) = MO, g(0)i + NO (O, ge) (2) 
Seja A uma partição do intervalo [a, 5]: 

a—ío «t, «t; <... <b- «xt, = Б 


Seja Р, o ponto (x, y) = (ft), g(t)) em C. Consulte a Figura 1. O vetor 
V(P; ., P) = R(t) — RC. 1); logo, 


V(P,-,P) = (ый + д] — [ft Di + glt- i] 

V(P,-,P) = Lit) — f(t- DJi + Lotto — alt=) O 
Como f’ e g' são contínuas em [a, b], segue do teorema do valor médio que 
existem números c; e d; no intervalo aberto (t; _ |, £), de modo que 

St) — Јал) = Set — t;-1) 

glt) — glt;- 1) = g(dt; — t; - 1) 


Expressando Af = t; — f, _ |, e substituindo as duas relações acima em (3), 
obtemos 


УФ LP) = [сї + gi] Аи NC 
Para cada i consideremos o vetor 
Е, = M(f(cà, glc) + NCf(dj), gd.) (5) 


Cada um dos vetores F/i = 1, 2, ... , п) é uma aproximação do vetor F(.f(t), g(t)), 
dado por (2), ao longo do arco c de P, _ , até Р,. Observe que mesmo sen- 
do С, e d,, de modo geral, números diferentes no intervalo aberto (t; _ |, £j), os 
valores dos vetores FG), g(t)) são próximos do vetor F,. Além disso, aproxi- 
mamos o arco de C de Р, . , até Р, pelo segmento de reta P; _ ,P,. Assim, apli- 
camos a fórmula (1) e obtemos uma aproximagáo para o trabalho realizado pe- 
lo vetor F(f(/), g(£)) ao mover a partícula ao longo do arco de C, de P,_,a 
P,. Denotando essa aproximação por A,W, temos, da fórmula (1) e das rela- 
ções (4) e (5), 


AW = [M(flc), g(c))i + МОЛ), gdi] * [f (epi + g'(djj] ^it 
=> AW=[M(fc), DS e] ^it + М7), gld))g'(d)] As 


Uma aproximação da medida do trabalho realizado por F(f1), g(1)) ao longo 


de Се Y AW ou, equivalentemente, 
i=l 


X [M((cà, gef (c] At + X [N(f(d), g(d))g'(4)] Ait 


Cada uma dessas somas é uma soma de Riemann. O primeiro somatório é uma 
soma de Riemann para a função com valores M( (t), g(t)) S (t), e o segundo so- 
matório é uma soma de Riemann para a função com valores N(f(t), g(t)) g' (0). 
Se n crescer sem limitação, essas duas somas aproximam-se da integral definida: 


|. EMG. INTO + NO. HDI] de 


Temos, portanto, a definição a seguir. Na definição, a notação F(R(£)) é usada, 
em vez de F(A, g(t)). 


19.2.1 DEFINICÁO 
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Seja C uma curva contida num disco aberto B em R?, com equação vetorial 
R(?) = Abi + g(0j, onde f’ e g’ são continuas em [a, b]. Além disso, conside- 
remos um campo de forças em B definido por F(x, y) = М(х, Yi + Мх, Yi, 
onde M e N sáo contínuas em B. Entáo, se W for a medida do trabalho realiza- 
do pelo campo de forças Е ao mover uma partícula ao longo de C de (Да), ala) 
até (tb), g(b)), temos 


w- |, MU, DIO + NU, gO) dt (6 
ou, equivalentemente, usando a notação vetorial 


= (MU, 90), NUR, 90) + (O, 9º(0) dt 


e W= ү FR) © R'() dt 


EXEMPLO 1 Suponha que uma partícula se move ao longo da parábola 
y = x? do ponto (— 1, 1) ao ponto (2, 4). Ache o trabalho total realizado, se 
o movimento for causado pelo campo de forças F(x, y) = (x? + y? + 3xyj. 
Suponha que os arcos sejam medidos em metros e a força em newtons. 


Solução As equações paramétricas da parábola são 
х=: e y=t  -i«t«2 
Assim, uma equação yaona da parábola é 
В() = +12) e R@=i+2tj 
Como F(x, у) = (x? + y?, 3x?y), então 
F(R()) = F(t, t°) 
= (12 + 1“, 314) 
Se W J for o trabalho realizado, entáo, de (7), 
W= f ?, F(R() - К) dt (8) 


= |. й? t5, 31%) - (1,2) dt 


= f? (0+1 +06) а 


Pp tË er 
=+ +t 

OS | 
=$+32+64-(-}-4+1) 
363 


Logo, o trabalho realizado ё 283 y, 


As integrais nas fórmulas (6) e (7) sáo chamadas de integrais de linha. Para 
a integral de linha dà fórmula (6), uma notacáo comumente usada, envolvendo 
a forma diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy é 


fe Mos y) dx + М(х, y) dy 


1084 


19.2.2 DEFINICÁO 


Introducáo ao Cálculo de Campos Vetoriais 


Essa notação é sugerida pelo fato de que como as equações paramétricas de 


C são x = fl) e y = g(t), então dx = f'(t)dt e dy = g'(f)dt. Uma notação 


vetorial para a integral de linha da fórmula (7) é 


[¿F-dR 


Essa notação é sugerida ao considerarmos a equação vetorial de C que é 
R(9) = f(0i + g(0j, expressando dR = R'(£) dt. Então, 


F(R(t) · ZR = F(R(2) -+ R(t) de 


Temos, assim, a definicáo formal a seguir. 


Seja C uma curva contida em um disco aberto B em R? e tendo a equação ve- 
torial | 


R() = fOi + g(Di axt<b 


tal que f'eg' sejam continuas em la, b]. Seja Е um campo vetorial em B defi- 
nido por 


FG, у) = MG, Yi + N(x, Yi 


onde M e N sáo contínuas em В. Entáo, a integral de linha de 
М(х, y)dx + Мх, y)dy sobre C é dada por 


[, MG дах + Nos ydy = |? IMSO, ISO + NAO, Og Oar 


ou, equivalentemente, usando a notação vetorial, a integral de linha de F sobre 
C é dada por 


[E -R= { F(R()) · R'(fdt 


Ambas as notações na forma diferencial e na forma vetorial são usadas para 


integrais de linha. Conseqüentemente, usaremos as duas notacóes.* 


> ILUSTRAÇÃO 1 No Exemplo 1, a integral na equação (8) que define W é uma 
integral de linha. Com a notação vetorial, essa integral de linha pode ser deno- 
tada por 


f F- dR 
onde F(x, у) = (x? + у)і + 3x?yj e R() = & + £j. Com a notação na for- 
ma diferencial essa integral de linha pode ser denotada por 


fel? + y?) dx + 3x%y dy (9) 


я 

Se uma equação de C for da forma у = Р(х), então x poderá ser usado como 

um parámetro, em lugar de /. Analogamente, se uma equacáo de C for da for- 
ma x = .G(y), então y poderá ser usado como um parámetro de /. 


"> ILUSTRAÇÃO 2 No Exemplo 1 e na Ilustração 1, a equação de C é y = x?, 


que é da forma y = F(x). Logo, podemos usar x como um parámetro, em vez 


*N. do R.: Observe, todavia, que a notagáo IE : dR pressupóe que a curva C seja orientada. 


FIGURA 2 
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de t. Assim, na integral (9) da Ilustração 1 podemos substituir y por x? e dy 
por 2x dx, e obteremos 


4 2 
W= | (x? + x*) dx + 3x?x*(2x dx) 
= f. (x? + x* + бх?) dx 


Essa integral é a mesma que a terceira integral da solução do Exemplo 1, exceto 
que a variável é x, em vez de г, < 


Se a curva C na definição de integral estiver no intervalo fechado [a, b] sobre 
o eixo x, então y = 0 e dy = 0. Assim, 
f M(x, y) dx + N(x, y) dy = f ” М(х, 0) dx 


Portanto, nesse caso, a integral de linha reduz-se a uma integral definida. 
Na definicáo de integral de linha, se C tiver a equacáo vetorial 


R(t) = f(di + gj  a«t«b 


exigimos que f' е g' sejam contínuas em [a, b]. Se, além dessa exigência de 


continuidade, f’ (1) e g' (£) não forem ambas nulas em cada ponto do intervalo 
aberto (a, b), então C será dita suave em [a, b]. Se um intervalo 7 puder ser 
dividido em um número finito de subintervalos nos quais C é suave, entáo C 
será dita seccionalmente suave em 7. 
> ILUSTRAÇÃO 3 (a) A curva definida pela equacáo vetorial 

R(t) = 2 cos ti + 2sentj 0<t< 2x1 


é uma circunferéncia com centro na origem e raio 2. Veja a Figura 2. Para esta 
curva, i : ү 


f(t) 2 2 cost g(t) 2 2sent 
Р) = —2sent  g(t)=2cost 


Como f’ e g' são contínuas para todo ź e f’ (f) e g' (2) não são ambas nulas em 
qualquer ponto, a circunferência é uma curva suave. * 
(b) A curva definida pela equacáo vetorial 


R(t) = a(t — sen tji + a(1 — cos t)j te(—co, +00) 


é uma ciclóide. Essa curva foi estudada na Secção 14.3 e um esboço de seu grá- 
fico no intervalo [—2za, 4za] está na Figura 3. Para a ciclóide, 


f()-a(t—sent) ` g(t)-a(1— cost) 


f (t) = alt — cos t) g'(t) = asent 


FIGURA 3 
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As funções f" e g' são contínuas para todo г, mas f" (f) e 9' (f) são ambas nulas 
set = 2n, onde n é um inteiro qualquer. Logo, a ciclóide náo é suave. 
Mas, a ciclóide é seccionalmente suave, pois é suave em cada subintervalo 
[2zn, 2x(n + 1)], onde n é um inteiro qualquer. 4 


As Figuras 4 e 5 mostram duas outras curvas seccionalmente suaves. Pode- 
mos estender o conceito de uma integral de linha para incluir curvas que sejam 
seccionalmente suaves. 


19.2.3 DEFINICÁO | Suponha que a curva C consista em arcos suaves C, Ca, ..., C,. Então a inte- 


gral de linha de M(x, y)dx + N(x, y)dy sobre C será definida por 


n 


C; 


iz] 


{ MG, дах + Na, pay = E ( fo, ME, ах + NG, pay) 


ou, equivalentemente, usando a notação vetorial, a integral de linha de F sobre 
C será definida por 


С, 
FIGURA 4 


n ‚ай = 2 ( fe FERO) - в'оа) 


ЕХЕМРІО 2 Calcule a integral de linha 
Je 4xy dx + (2x? — 3xy) dy 


se a curva C consistir no segmento de reta de (—3, —2) a (1, 0) e no arco do 
C, P primeiro quadrante da circunferência x? + x? = 1 de (1,0) а (0,1), percorrido 
na direcáo anti-horária. 


| Solucáo A Figura 6 mostra a curva C composta dos arcos C, e C,. O 

Ci arco C, é o segmento de reta. Uma equação da reta que passe pelos pontos 

FIGURA 5 (-3, -2) e (1, 0) ёх — 2y = 1. Logo, C, pode ser representado parame- 
tricamente por 


х=1+21 yet —2<t<o0 


O arco C,, que é o arco do primeiro quadrante da circunferência x? + y? = 1, 
pode ser representado parametricamente por 


x=cost у= еп  Oxt«in 


Aplicando a Definicáo 19.2.2 para cada um dos arcos C, e C,, temos 


(-3, —2) 
f. 4xy dx + (2x? — 3xy) dy 


FIGURA 6 
= (^, 41 + 20Q de) + [2(1 20? — 3(1 + 201] de 


= f? (81 + 16? +2 +81 + 8? — 31 — 61?) dt 
= f° (180? + 13t + 2) de 
= 6% + 02 + ap, 


= —(—48 + 26 — 4) 
= 26 
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e 
f. 4xy dx + (2x? — 3xy) dy 
| = p 4 cos t sen t(—sent dt) + [2 cos? t — 3 cos t sent ](cos t dt) 
= [e (—4 cos t sen? t + 2 cos? t — 3 cos? tsen t) dt 
= J^ [ —4 cos t sen? t + 2 cos t(1 — sen? t) — 3 cos? tsent) dt 
B je (2 cos t — 6 cos t sen? t — 3 cos? t sent) dt 


/2 
— 2 sent — 2 sen? t 4- cos? Ji 


=2-2-1 


Logo, da Definição 19.2.3, 


|. 4xy dx + (2x? — 3xy) dy = 26 + (—1) 
= 25 


Vamos estender agora o conceito de integral de linha para trés dimensóes. 


Seja C uma curva contida numa bola aberta B em R? tendo a equação vetorial 
R() = fHi + g(0j + A(Dk astsb 


tal que f’, g' e h’ sejam contínuas em fa, b]. Seja Е um campo vetorial em 
B, definido por 


F(x, у, 2 = М(х, y, Di + N(x, y, 2j + R(x, y, 2k 


onde M, М е К sáo contínuas em B. Entáo, a integral de linha de 
М(х, y, z) dx + Мх, y, z) dy + R(x, y, 2) dz sobre C será dada por 


[, Méx. y, 2) dx + N(x, у, 2) dy + R(x, y, 2) de 


= PMPO, 00, ADIO + NO, 90, KI O + REO, gO), MODA (OI dt 


ou, equivalentemente, usando a notação vetorial, a integral de linha de F sobre 
-| C será dada por | 


fer -dR = | FRO - R'(0) dt 


Podemos definir o trabalho realizado por um campo de forças sobre uma partí- 
cula em movimento ao longo de uma curva em R? como uma integral de linha, 
como foi feito na Definição 19.2.1 para uma curva em А2. Essa definição será apli- 
cada no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 3 Uma partícula percorre a cübica retorcida 


R()=ti+tj+tk  0<t<1 
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Acheotrabalhototalrealizado, seo movimento foi causado pelo campo de forças 
F(x, y, z) = еї + хеј + x sen xy?k 
Suponha que o arco seja medido em metros e a forca em newtons. 
Solução 
R()-ti--t?j--0Ck  R()=i+2t6+30k 
Como F(x, у, 2) = (ех, хех, x sen xy?) então 
F(R(t)) = E(t, 12, t?) 
= (e, te”, t sen nt^» 


Se W J for otrabalho realizado, então, da notação vetorial paraa integral delinha, 
na Definição 19.2.4 


W=[.F-dR 
E f F(R(t)) - R'(t) dt 
- f Le, te”, t sen nt*) - (1, 2t, 32) dt 
= fh (е + 22e" + 313 sen nt*) dt 


2 3 i 
= e +2 e? — —— cos «t| 
3 4n o 


-— € Tu 1 PCM 
x 3 4л 3 4m 


23 "e 3 5 

(3 2л 3 

Logo, o trabalho realizado é E le - 1) + il J. 

EXEMPLO 4 Calcule a integral de linha 
|. 3x dx + 2xy dy + z dz 

se a curva C for a hélice circular definida pelas equações paramétricas 
x=cost y =sent z=t 0<t<2x 


Solucáo Da notacáo com forma diferencial para uma integral de linha na 
Definicáo 19.2.4 


[o 3x dx + 2xy dy + z dz 


= fr 3 cos t(—sent dt) + 2(cos t)(sent)(cos t dt) + t dt | 


= [i З зеп є cos t + 2 cos? tsent + t) dt 


—$sen?t — 2 cos? t + je] 
—$(0) — 3(1) + 3(417) + 2(0) + 3(1) + 200) 
= 2л? 


2n 
0 
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EXERCÍCIOS 19.2 


Nos Exercícios de 1 a 22, calcule a integral de linha sobre a curva 
dada. 


1. Еа Fe) = yi £x; C R) = die nO (e 1L. 
2. [¿F+dR; F(x, y) = 2xyi - 3x} C R() = 3i - i 0<1<1 


3. fe F - dR; F(x, y) = 2xyi + (x — 2y)j; 
С: R(t) = зеп ti — 2 cos tj, O0 < t S m. 

4. n - dR; F(x, y) = æi — y?j; C: R(t) = t^i + 2), do ponto 
(1, 1) ao ponto (4, — 8). 

5. [E - dR; F(x, y) = (x — Yi + (у + xj; С: a circunferência 
x? + y? = 4 do ponto (2, 0) no sentido anti-horário. 

6. { F-dR; F(x,)) = (x - 2) + xj; 
C: R(t) = 3cos fi + 2 sen tj, 0 < € in. 

7. [E - dR; F(x, у) = y sen xi — cos xj; C: o segmento de reta de 
(+1, 0) a (лт, 1). 

8. ni : dR; F(x, у) = 9x?yi + (5x? — y)j; С: a curva 
y = x? + 1de(1,2)a (3, 28). 

9. NS + xy) dx + (у? – 


ponto (2, 2). : ў 
10. А integral де linha do Exercício 9; C: a parábola х? = 
origem ao ponto (2, 2). 
11. A integral de linha do Exercício 9; C: o eixo x da origem até 
(2, 0) e depois a reta x = 2 de (2, 0) a (2, 2). 


ху) dy; C: areta y = x da origem ao 


2y da 


Я NA dx + (x + y) dy; C: areta y = —x da origem ao ponto 
(1, — 1). 
. A integral de linha do Exercício 12; C: a curva y = — x? da 


origem ao ponto (1, — 1). 
14. A integral de linha do Exercício 12; C: o eixo y da origem a 
(0, — 1) еа seguir, a reta y = —1 de (0, — 1) a (1, —1). 


15. [od + (4х2 — 3y) dy; C: areta y = 2x + 3de(0,3)a (3, 9) 
e a seguir, a parábola y = x? de (3, 9) a (5, 25). 

16. А (ху ~ 2) dx + ех dy + y dz; С: o segmento de reta de 
(1, 0, 0) a (3, 4, 8). | 

17. KS + Y dx + (у + z) dy + (x + 2) dz; C: o segmento de reta 


da origem ao ponto (1, 2, 4). 


19.3 


Integrais de Linha Independentes do Caminho 


18. 


19. 
20. 
21. 


22. 
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A integral de linha do Exercício 16; С: R(?) = (t+ Di + £?j + 


+ 4k,0< 1 <2. 
k F : dR; (x, y, 2) = zi + xj + yk; C: a hélice circular 


R(/) = a cos fi + asen tj + (k,0 < £ < 2л. 


[E - dR; F(x, y, 2) = 20% + (6y? — xz)j + 10zk; C: a cúbica 
retorcida R(/) = й + 19 + Pk,0O«t« 1. 

A integral de linha do Exercício 20; C: o segmento de reta da 
origem ao ponto (0, 0, 1); a seguir, o segmento de reta de 
(0,0, 1)a(0, 1, D) edepoisosegmento dereta de (0, 1, 1) a (1, 1, 1). 


A integral de linha do Exercício 20; C: o segmento de reta da 
origem ao ponto (1, 1, 1). 


Nos Ехегсісіоѕ е 23 a 36, acheo trabalho total realizado pelo cam- 
pode, forças dadosobreuma partícula que percorreoarcodecurva 
C. Suponha que o arco seja medido em metroseaforçaemnewtons. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


F(x, y) = 2z9i + (x? + y?)j; C: o segmento de reta da origem 
ao ponto (1, 1). 

O campo de forças do Exercício 23; C: o arco da parábola 
y? = x, da origem ao ponto (1, 1). 

F(x, y) = (у — Mi + x?yj; C: o segmento de reta do ponto 
(1, ра (2, 4). 

О campo de forças do Exercício 25; С: o arco da parábola 
y = x?, do ponto (1, 1) a (2, 4). 

O campo de forças do Exercício 25; C: o segmento de reta de 
(1, Da 2, 2) e, a seguir, o segmento de reta de (2, 2) a (2, 4). 


. F(x,y) = —x?yi + 2yj; С: o segmento de reta de (a, 0) a (0, а). 
29. 


O campo de forças do Exercício 28; C: R(£) = a cos ti + 
+ asen tj, 0 < t < 5л. 

O campo de forças do Exercicio 28; C: o segmento de reta de 
(a, 0) a (a, a) e depois o segmento de reta de (a, a) a (0, a). 
F(x, y, 2) = (у + Di + (x + 2j + (x + y)k; С: o segmento 
de reta da origem ao ponto (1, 1, 1). 

F(x, y, z) = z?i + y?j + xzk; C: o segmento de reta da origem 
ao ponto (4, 0, 3). 

F(x, y, 2) = e + ej + ek; 

C: R(t) = ti + 12] + tk, 0«t« 2. 

F(x, y, 2) = (хуа + х)і + (x?z + у)ј + Gy + ФК; C: o arco 
do Exercício 33. 

O campo de forças do Exercício 34; C: o segmento de reta da 
origem ao ponto (1, 0, 0); a seguir, o segmento de reta de 
(1,0,0) a (1, 1,0); daí o segmento de reta de (1, 1, 0) a (1, 1, 1). 
F(x,y,z2) = хі + yj + (xz - xk; 


C: R(t) = 24 + tj + 4Pk, 0 & t « 1. 


INTEGRAIS DE LINHA Aprendemos na Secção 19.2 que o valor de uma integral de linha é determinado 


INDEPENDENTES DO CAMINHO pelo integrando e pela curva C entre dois pontos P, e P,. Mas, sob certas condi- 
ções, o valor da integral de linha depende somente do integrando e dos pontos P, 
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e P,, e não do caminho de P, e P,. Tal integral de linha é denominada indepen- 
dente do caminho. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Suponha que o campo de forças 
F(x, y) = (y? + 2x + 4i + (2xy + 4y — 5)j 


mova uma partícula da origem ao ponto (1, 1). Vamos mostrar que o trabalho total 
realizado será o mesmo, se o caminho for ao longo (a) do segmento de reta da ori- 
gem ao ponto (1, 1); (b) do segmento da parábola y = x? da origem a (1, 1) e (c) 
do segmento da curva x = y? da origem a (1, 1). 

Se W for a medida do trabalho realizado, entáo 


W = [| (у# + 2х +4) dx + Оху + 4y — 5) dy (1) 
(a) Veja a Figura 1. Uma equação de C é y = x. Usamos x como parâmetro e 
expressamos y = xe dy = dx em (1). Entáo. 
W = IN (x? + 2x + 4) dx + (2x2 + 4x — 5) dx 
= [o Gx? + 6x — 1) dx 
= x? + 3х? — x| 
=3 


(b) Veja a Figura 2. Uma equação de C é y = x?. Novamente, tomamos x co- 
mo parámetro e em (1), expressando у = x? e dy = 2x dx, temos 


W= N (x* + 2x + 4) dx + (2х3 + 4х2 — 5)2х dx 
= [o Gx* + 8х2 — 8x + 4) dx 
= х? +2x* — 4x? + 4x], 
=3 


(c) Veja a figura 3. Uma equação de Cé x = y?. Tomamos y como parámetro 
e em (1) expressamos x = y? e dx = 3y?dy. Então, 


W = [^ (y? + 292  43y! dy + Qy* + dy — 5) dy 
= [^ (6y* + Sy* + 12y? + 4y — 5) dy 
= уб + y? + 4у? + 2y? — sy], 


=3 «4 


Na Ilustração 1 vimos que o valor da integral de linha é o mesmo em trés cami- 
nhos diferentes, de(0, 0) a (1, 1). Na verdade, o valor daintegral de linha éo mesmo 
sobre qualquercurva seccionalmente suave da origem a (1, 1); assim, essa integral 
de linha é independente do caminho. (Esse fato está provado na Ilustragáo 2.) 


19.3.1 TEOREMA 


19.3 Integrais de Linha Independentes do Caminho 1091 


Vamos enunciar e demonstrar agora um teorema que, além de dar condições 
para que a integral de linha seja independente do caminho, também apresenta uma 
fórmula para encontrar o valor de tal integral de linha. 


Seja C qualquer curva seccionalmente suave, contida num disco aberto B em R? 
do ponto (x,, y,) ao ponto (x,, Y2). Se F for um campo vetorial conservativo con- 
tínuo em B еф for uma função potencial para Е, então a integral de linha 


[ F: ак 


será independente do caminho C e 


[F : dR = ф(х, X) — AMX, Y) 


Prova Daremosa demonstração para C suave. Caso C seja apenas seccionalmente 
suave, consideraremos as partes separadamente, aplicando a demonstracáo seguinte 
a cada parte suave. 

Sejam as equacóes paramétricas de C 


х=] y-gt t,<tst, 
Assim, a equação vetorial de C é 
К) = /(01+ 900)  t&t&t; 
Além disso, o ponto (xi, yı) é (4), g(t)) e o ponto (x, у,) é Mt). 9g(t2). 


Como ф é uma funcáo potencial para F, уф, y) = F(x, у) onde 
F(x, y) = М(х, Yi + N(x, у)). Logo, 


fF dR = f Vo- dR 
= [ VORO) Ro dt 
= f? VASO, 9(0) RO de 
- f Ñ MAO, gO), NEO, a()» * 700, g'(D» de 
= (^ puro. INTO dt NO. ADO dr] o 


Observe que como М(х, y) dx + N(x, y) dy = dé(x, y), então 
MOTO, g(t))f'(t) dt + NULO, g(t))g'(t) dt = афу), g(t)) 


Substituindo essa equação em (2) e aplicando então o segundo teorema fundamental 
do Cálculo (Teorema 5.8.2), obtemos 


вак = [? ао), 90) 


= é(f), a] 


= $(f(t;), g(t2)) — Ati), 9(t1)) 
= ф(х›, уз) — AMX, yi) 


que é o que queríamos provar. ш 
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Lembre-se da Secção 17.5, onde mostramos que dizer que o campo vetorial 
M(x, Yi + N(x, y)j é conservativo equivale a afirmar que a forma diferencial 
М(х, y) dx + Мх, y) dy é exata. Assim, concluímos, do Teorema 19.3.1, que a 


integral de linha { М(х, y)dx + N(x, y)dy é independente do caminho C, se o 


integrando for uma diferencial exata. 
Devido a semelhança do Teorema 19.3.1 com o segundo teorema fundamental 
do Cálculo, ele é chamado, às vezes, do teorema fundamental para as integrais 


de linha. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Vamos usar o Teorema 19.3.1 para calcular a integral de li- 
nha da Ilustração 1: 


f O? + 2x + 4) dx + (Оху + 4y — 5) dy 


Com notação vetorial essa integral de linha torna-se 


[848 


onde 
F(x, y) = (y? + 2х + 4ji + (2xy + 4y — 5)j 


Na Ilustracáo 1 da Secção 19.1 mostramos que F éum campo vetorial conservativo 
com a função potencial 


Ф(х, y) = y?x + x? + 4х + 2y? — Sy 


Logo, do Teorema 19.3.1, a integral delinha éindependente do caminho e C pode 
ser qualquer curva seccionalmente suave de (0, 0) a (1, 1). Além disso, do Teorema 
19.3.1, 


[o + 2x + 4) dx + (2xy + 4y — 5) dy = ф(1, 1) — ф(0, 0) 
=3-0 
=3 
Esse resultado está de acordo com o obtido na Ilustração 1. 
Observe que o integrando dessa integral de linha é uma diferencial exata, pois 
аф(х, у) = (y? + 2х + 4) dx + (2xy + 4y — 5) dy < 


EXEMPLO 1 Calcule a integral de linha 


fE aR 


se F(x, у) = (e^? — 2x)i — (xe-? + sen y)je C for o arco no primeiro quadrante 
da circunferência 


R(t) = x cos ti + x sen tj 0<t< ir 


» Solução No Exemplo 2 da Seccáo 17.5 mostramos que 


V(xe^? — x? + cos y) = (e? — 2х)і — (хет? + sen y)j 


19.3 Integrais de Linha Independentes do Caminho 1093 


Logo, F é um campo vetorial conservativo e aplicamos o Teorema 19.3.1 com 
ф(х, y) = xe” — x? + cos у. O ponto onde t = 0 ё (л, 0) e o ponto onde 
t = іл ё (0, л). 


f F- dR = фо, л) — ф(л, 0) 


= cos x — (n — n? +1) 


=л?—-л—2 


Se o valor de uma integral de linha for independente do caminho, nào será ne- 
cessário encontrar uma função potencial $. Vamos ilustrar este procedimento no 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 2 SeF(x, y) = Si — Sal e Cfor qualquer curva seccionalmente suave 
do ponto (5, — 1) ao ponto (9, — 3), mostre que o valor da integral de linha 
fL E- dR 
Cc 
é independente do caminho e calcule-a. 
Solucáo Mostramos, no Exemplo 2 da Secção 19.1, que Fé um campo veto- 
rial conservativo. Logo, aintegral delinha éindependente do caminho. Tomamos 


então, como caminho, o segmento de reta de (5, — 1) а (9, — 3). Uma equação da 
retaéx + 2y = 3. Expressando y = — tex = 3 + 2t, uma equação vetorialdaretaé 


R(t) = (3 + 2t)i — tj 1<t<3 
Calculamos o valor da integral de linha aplicando a Definição 19.2.2. 


fL E- ав = f, FRO) RO dt 


= f FG + 2s, -9:-Q, —1) dt 


Ш 

| 
~ | шә 
ра) 
= w 


> ILUSTRAÇÃO 3 No Exemplo 2 da Secção 19.1 obtivemos a seguinte função po- 
1 x 


tencial para o campo vetorial conservativo F(x, y) = F — ya: 


x 
--4K 
ф(х, y) y 
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onde K é uma constante arbitrária. Assim, se o Teorema 19.3.1 for usado para 
calcular a integral de linha do Exemplo 2, temos 


fe F-dR=6(9, —3) — ф(5, — 1) 


(69-9 


que está de acordo com o resultado anterior. 4 


Observe, na Ilustração 3, que a constante arbitrária К não aparece, pois 
K — К = 0. Daqui para frente, quando aplicarmos o Teorema 19.3.1, omitiremos 
aconstante arbitrária para a funcáo potencial; o que significa escolher como fun- 
ção potencial aquela para a qual К = 0. 

Se C for a curva definida pela equação vetorial 


R()=/0i+g90j a<t<b 


o ponto inicial A(f(a), g(a)) e o ponto B(f(b), g(b)) coincidem, então a curva C 
é dita fechada. A Figura 4 mostra uma curva fechada onde os pontos 4 e B coinci- 
dem. Oseguinteteoremaa respeito de integrais de linha deum campo vetorial con- 
servativo sobre uma curva fechada seccionalmente suave decorre imediatamente 
do Teorema 19.3.1. 


Se Cfor qualquer curva fechada seccionalmente suave, contida em um disco aber- 
to Bem А? ese F for um campo vetorial conservativo em В, então 


[8748 =0 


Prova Aplicamos o Teorema 19.3.1, e como Сё fechada, o ponto (x,, y,) coinci- 
de com o ponto (х,, у,). Logo, 


f. F -dR = ф(х›, у) — ф(х\, y 1) 
=0 a 


EXEMPLO 3 Uma partícula movimenta-se sobre a circunferéncia 
R(t) = 2 cos й + 2 sen tj 0<t<2x 


Ache o trabalho total realizado pelo campo de forças 


1 4x 
F =|4 =Ji+—j 
(x, y) ( lay «ii y j 


Solucáo Seja 
1 4 
М(х, y) = 41 3y + — Мх, у) = = 
х y 
4 4 
Мух, у) = – Nix, у) = – 
бу у 


19.3.3 TEOREMA 


19.3  Integrais de Linha Independentes do Caminho i 1095 


Como Mx, y) = Nx, у), F é conservativo. Além disso, Сё uma curva fechada. 
Logo, se W for a medida do trabalho realizado, temos, do Teorema 19.3.2, 


W= f¿F-dR 
=0 


Vamos estender agora nossa discussão para funções de três variáveis. O enun- 
ciado e a demonstração do teorema a seguir são análogos aos do Teorema 19.3.1. 
A demonstração será deixada como exercício (veja o Exercício 32). 


Seja C qualquer curva seccionalmente suave contida em uma bola aberta B em R?, 
do ponto (x,, уу, zı) ao ponto (х,, у,, Z2). Se F for um campo vetorial conservativo 
em Be à for uma função potencial para Е, então a integral de linha 
| Е· а 

с 


será independente do caminho С, e 


for : dR = 405, Y» 2) — ФО, Yo 4) 


> ILUSTRAÇÃO 4 No Exemplo 5 da Secção 17.5 mostramos que o campo veto- 
rial definido por 


F(x, y z) E (e* senz + 2у2)і + (2х2 + 2y)j T (е cos z + 2xy + 322)k 
é um gradiente Vf(x, y, 2), e 
Tx, у, z) =esenz+ 2xyz + y? + 23 


Assim, F é um campo vetorial conservativo. Logo, se С for uma curva seccio- 
nalmente suave de (0, 0, 0) a (1, —2, z), segue do Teorema 19.3.3 que a integral 
de linha 


[F-4R 
será independente do caminho e seu valor será 
ЛІ, —2, п) — f(0, 0, 0) = (e senn — 4n + 4 + 2?) — 0 
-3-—4n44 4 


EXEMPLO 4 Mostre que a integral de linha 
[o + 2y — z) dx + (2х — 2y + z) dy + (—x + y + 22) dz 


éindependente do caminho ecalcule a integral, se Cfor qualquer curva seccional- 
mente suave, de (4, —2, 1)a(— 1, 2, 0). 


Solucáo A integral de linha é independente do caminho se o integrando 
for uma diferencial exata. Seja 


M(x,y,2)=4x+2y=z N(x, y,z)=2x—2y+z R(x, y,z)= –-х+у+ 22 
Мух, y, 2) = 2 Мух, y, z) 22 Rx у, 2) = —1 
M £x, y, 2) = -1 Nx, pz)-1 Кух, у, 2) = 1 
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Como 

Мух, у, 2) = Nx, y 2) Máx у, 2) = Rx, у, 2) Nx, y, z) = Rx, y, z) 
o integrando ё uma diferencial exata e a integral de linha ё independente do 
caminho. Tomamos como caminho o segmento de reta de (4, —2, 1) a (— 1, 2, 0). 
Um conjunto de números direcionais dessa reta é [5, — 4, 1]. Logo, as equações 
da reta sáo 


х+1_у—2_ z 


5 wer 
As equacóes paramétricas do segmento de reta sáo 
х= — 51 — 1 у= 4+ 2 z--—t —-1%<1t<0 
Logo, | 
fa (4x + 2y — 2) dx + (2x — 2y + z) dy + (—x + y +22) dz 
= f [4(—5t — 1) + 2(4t + 2).— (010—5 di) 
+ f. [2(—5t — 1) — 2(4t + 2) + (- ](4 de) 
+ P [St 1) (e 2) + 2 - 9) C di) 


f^, (28: – 27) dt 


148 – 210], 
= -13 


A integral de linha do Exemplo 4 pode ser calculada se acharmos uma fun- 
ção potencial para o campo vetorial conservativo (4x + 2y —z)i + (2x — 2y + 
+ д} + (7x + y + 22) e aplicarmos o Teorema 19.3.3. Você deverá fazer 
isso no Exercício 31. 


EXEMPLO 5 Suponha que F seja o campo de forças gravitacional exercido 
por uma partícula com M unidades de massa na origem sobre uma partícula 
com massa unitária по ponto Р(х, у, 2). Então, da Secção 19.1, 

—GM 


тут (xi + yi + zk) 


Fend) = ur угу дуз 


Ache o trabalho realizado pela força F sobre a partícula com massa unitária 
no movimento, ao longo de uma curva suave C de (0, 3, 4) a (2, 2, 1). 


Solucáo Na Ilustracáo 2 da Secgáo 19.1 mostramos que F é conservativo 
e que uma funcáo potencial para F é dada por 
GM 


ф(х, y, 2) = === 
Мх? + y? + 2? 


Se W for a medida do trabalho realizado sobre a partícula com massa unitária 
ao longo de C, 


W= | Е: ав 


19.3  Integrais de Linha Independentes do Caminho 1097 


Do Teorema 19.3.3, a integral de linha é independente do caminho e 
W = $, 2, 1) y p(0, 3, 4) 


я GM GM 
y22 +22 +12 40 +3? + 4? 
. GM GM 
3 5 
= GM 


Vamos mostrar agora como os resultados dessa seccáo levam a conclusóes 
importantes em Física. Se o movimento de uma partícula for causado por um 
campo de forças conservativo F, a energia potencial da partícula no ponto 
(x, y, z) será definida como sendo um campo escalar E, tal que 


F(x, У, 2) = —VE(x, y, z) 


Isto é, — E é uma função potencial de F. Usaremos a notação E(P) para deno- 
tar a energia potencial da partícula no ponto P. Se W for a medida do trabalho 
realizado por F ao mover uma particula ao longo de uma curva seccionalmente 
suave, C, do ponto A até o ponto B, então, do Teorema 19.3.3, 


W= | F-dR 


W = — E(x, y, 2] 
W = —[E(B) – Е(А)] 
W= Е(А) – ЕВ) ./ (3) 


Assim, W é a diferenca da energia potencial da partícula em A e B. 
Suponha agora que a partícula esteja num ponto A, no tempo /, e em В no. 
tempo f, e que a curva C tenha a equagáo vetorial 


R(t = fti + 909) + h)k — t «t&t; 
Então, os vetores velocidade e aceleração em t são V(t) e A(t), definidos por 
V(t) = R'(t) A(t) — V'(t) 


A velocidade escalar da partícula em t é denotada por v(t), onde v(?) = |V|. 
Entáo, outra fórmula para o cálculo de W é dada por 


W= [.F-dR 
W = [е FRO): R de | 
W= (^ FRO) VO de . (4) 


A segunda lei do movimento de Newton estabelece que se a força F estiver agin- 
do sobre uma partícula com m unidades de massa, entáo 
F(R(t)) = mA(t) 
<> F(R(t)) = mV(t) 
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Substituindo essa equação em (4), temos 
W= [| " m[V'( VD] dt 

Como D,[V(r) - V()] = 2V'(0 - VO e V(O - VO) = [v(DP, obtemos 
W = im Í DEVE) У@] dt 


W — im { “ D [vo]? dt 
W = impor | 


W = im[v(t)l? — 3m[v(t)? | (5) 
Em Física, a energia cinética de uma partícula é definida como sendo +mvy?. 
Logo, a equação (5) estabelece que o trabalho realizado quando uma partí- 
cula se movimenta ao longo de C, do ponto A ao ponto B, é igual à variação 
na energia cinética da partícula. Se usarmos a notação K(P) para indicar a ener- 
gia cinética de uma partícula no ponto P, a equação (5) poderá ser escrita como 


W = K(B) — K(A) 
Igualando os valores de W de (3) e da equacáo acima, temos 


E(A) — E(B) = K(B) — K(A) 
E(A) + K(A) = E(B) + K(B) 


A igualdade acima estabelece que as somas das energias potencial e cinética nos 
pontos inicial A e final B sáo iguais. Como A e B podem ser quaisquer pontos 
sobre C, a soma das duas energias é constante ao longo de C; isto é, a energia 
total de uma partícula permanece inalterada durante o movimento. Esse fato 
é um dos grandes princípios da Física, chamado de lei de conservação da ener- 
gia. É por essa razáo que a expressáo conservativo é usada para um campo de 
forcas que é um gradiente. 


EXERCÍCIOS 19.3 


Nos Exercícios de 1 a 12, use os resultados do exercício indicado $, | (3х2 + 2y — у?е”) dx + (2х – 2ye-) ау; 
nos Exercícios 19.1 para provar que o valor da integral de linha c 

dada é independente do caminho. Entáo calcule a integral de li- А é (0, 2) e B é (1, —3); Exercício 26. 

nha, aplicando o Teorema 19.3.1 ou o Teorema 19.3.3 e usando 7. f (х2 — y) dx - (х 32) dy + (Z + 3y) dz; 
a função potencial encontrada no exercício indicado. Em cada c 

exercício, C é uma curva qualquer seccionalmente suave, ligan- A 6 (-3, 1, 2) e B é (3, 0, 4); Exercício 27. 


do o ponto A ao ponto B. 8. [ yzdx + xz dy + xy dz; Аё (0, -2, 5уе B é (4, 1, —3); 
1. fe y dx + x dy; A é (1, 4) e B € (3, 2); Exercício 21. Exercício 28. 


2. lex dx + y dy; Aé (-5, 2) e B é (1, 3); Exercício 22. 
3. {езеп y dx + е* cos y dy; A é (0, 0) e B é (2, +7); Exerci- 
cio 23. 


4. n (sen y senh x + cos y cosh x) dx 


+ (cos y cosh x — sen y senh x) dy 1 . o. 
A é (1, 0) e B é (2, л); Exercício 24. A ё (2, y, 0) e B é (3, л, л); Exercício 30. 


9. n (ze* + e”) dx + (хе? — e?) dy + (—ye* + ех) dz; 
A ё (1, 0, 2) e B é (0, 2, 1); Exercício 29. 


10. | (tg y + 2xy sec z) dx + (x sec? y + x? sec z) dy 
с + sec 2(х2у tg 2 — sec 2) dz 


5. n (2ху? — y?) dx + Qx?y — 3xy? + 2) dy; 11. n (2x cos y — 3) dx — (x? sen y + 22) dy- yz — 2) dz; 
A é (-3, -—- 1) e Bé (1, 2); Exercício 25. Aé(-1,0,3)e B é (1, z, 0); Exercício 31. 
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12. E Qy? — 8xz?) dx É (6xy? + 1) dy — (8x?z + 322) dz; 
A é (2, 0, 0} e Bé (3, 2, 1); Exercício 32. 

Nos Exercícios de 13 a 20, mostre que o valor da integral de linha 

P Е · dR para os dados Fe C é independente do caminho e 


calcule a integral. 


13. F(x, у) = Ux — yji + 2(3y — x)j; C ёо arco do primeiro 
quadrante da circunferéncia x? + y? = 9, do ponto sobre 
o eixo x ao ponto sobre o eixo y. 

14. F(x, у) = (3х2 + бху — 2y2i + (3x? — 4xy + 3y?)j; Се 
o arco do primeiro quadrante da elipse 4x? + 9y? = 36, do 
ponto sobre o eixo x ao ponto sobre o eixo y. 

15. F(x, y) = (de* — Зехе?)і + (2e? — 3e*e?)j; С é o arco da 
parábola y? = 4x, do vértice ao ponto de intersecção entre 
a parábola e a corda que passa pelo foco e é paralela à dire- 
triz, no primeiro quadrante. 

16. F(x, y) = e* cos yi — e* sen yj; C é o segmento de reta 
3x + 4y = 12, do ponto onde ela intercepta o eixo y ao pon- 
to onde ela intercepta o eixo x. 

17. F(x, y, 2) = 2хі + 3y?j + k; C é o traço do elipsóide 
4x? + 4y? + z? = 9, no plano xz, do eixo x positivo ao ei- 
xo z positivo. 

18. F(x, y, 2) = (ху + z?ji + (x? - 2y2)j + Qxz — у2)Ҝ; С 
é o traço da esfera x? + y? + z? = 1, do plano yz, do eixo 
y positivo ao eixo z positivo. 

19. F(x, y, 2) = 2ye%i + e*j + 3z?k; C é qualquer curva sec- 
cionalmente suave, do ponto (In 2, 1, 1) ao ponto (In 2, 2, 2). 


1 Pal (A 
mr a 


C é qualquer curva seccionalmente suave, do ponto (1, 2, — 1) 
ao ponto (2, —4, —2). 


Nos Exercícios de 21 a 30, mostre que o valor da integral de li- 
nha é independente do caminho e calcule o valor de qualquer ma- 
neira conveniente. Em cada exercício C é uma curva qualquer, 
seccionalmente suave, ligando o ponto A ao ponto B. 


21. [,o- х) dx + (у? + 2х) d; A é 0, -De Bé (1, 2). 
22. INLE + 2y) dx + (e + 2х) dy; A é B, De Bé (1, 3). 
23. o te» dx + x + хес y dy; Aé(-2,0) e Bé (4, 1a). 


24. [o sen y de + (sen y + xcos y) dy; Aé(-2,0 e Bé 
(2 


, Л). 
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A e (1, 0, 0) e B é (1, 2, 3). 

21. [,o + g) dx + (x + zdy + (x + y) dz Aé(0,0,0)e 
B é (1, 1, 1). 

28. NZ + x) dx + (xz + у) dy + (y + z) dz; A6(0,0,0)e 
Bé (1, 1, 1). 

29. f. (e* sen y + yz) dx + (e* cos y + z sen y + xz) dy + 
+ (xy — cos у) dz; А ё (2, 0, 1) e B é (0, л, 3). 

30. n (2х In yz — Sye) dx — (Se* – х?у-!) dy + 


+ (eg! + 22) dz; А é (2,1, De Bé (3, 1, e). 
31. Calcule a integral de linha do Exemplo 4, achando uma fun- 
ção potencial para o campo vetorial conservativo 


(Ax + 2y - zji + (2x — 2y + 2j + (—x + y + 22k 


e aplicando o Teorema 19.3.3. 
32. Prove o Teorema 19.3.3. 


Nos Exercícios de 33 a 36, ache o trabalho total realizado pelo 
campo de forcas F ao deslocar urna partícula ao longo de um 
arco da curva C dada. Suponha que o arco seja medido em me- 
tros e a força seja medida em newtons. (Sugestão: primeiro mostre 
que F é conservativo.) 


33. F(x, y) = 3(x + yři + 3(х + yYj; C: o arco da parábola 
y — x? do vértice ao ponto (2, 4). 

34. F(x, y) = Qxy — Sy + 2y29 + x? — 5x + 4xy)j; Céo 
quarto da circunferência R(f) = 2 cos fi + 2 sen Д, 
0<1< 5л. 

35. F(x, у, 2) = 2y?zi + Axyz?j + 6xy?z?k; C: o arco da cú- 
bica retorcida R(?) = fi + tj + ГК дег = lat = 2. 

36. F(x, y, 2) = 4у241 + 8xyzj + 482? + xy2)k; C: o arco da 
hélice circular R(f) = 3 cos fi + 3 sen tj + k det = 0а 
t = olm. 

37. Se F for o campo de força definido por 


F(x, y, z) = k(xi + yj + zk) 
172 (x? + y? + zy"? 

ache o trabalho realizado por F ao mover uma partícula ao 

longo do segmento de reta do ponto (3, 0, 0) a (3, O, 4). Cal- 

cule a integral de linha por dois métodos: (a) usando uma 

funcáo potencial para F; (b) nào usando uma fungáo poten- 

cial para F. 


19.4 0 TEOREMA DE GREEN 


Há um teorema que expressa uma integral dupla sobre um regiáo plana R em 


termos de uma integral de linha ao longo da fronteira de R, chamado Teorema 
de Green. Esse nome é uma homenagem ao matemático e físico inglés George 
Green (1793-1841), que introduziu o teorema em um trabalho escrito sobre apli- 
cações de Matemática à Eletricidade e Magnetismo. Antes de enunciar o teore- 
ma é necessário revisar e introduzir alguns termos referentes a curvas planas. 
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A definição de curva suave está na Secção 19.2 e a de curva fechada, na Secção 
19.3. Uma curva C é chamada de simples, caso não se intercepte. Isto é, se uma 
equacáo vetorial de C for 


R() = f()i + gi 


e se A for o ponto (f(a), g(a)) e B o ponto (f(b), g(b)), então C será simples 
entre А e B se (f(t,), g(t,)) não for o mesmo ponto que (f(t), 9(,)) para todo 
t € h, distintos, no intervalo aberto (a, b). 


DS cs so 


(a) Simples e fechada (b) Simples mas não fechada (c) Fechada mas nào simples (d) Nem simples, nem fechada 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


19.4.1 TEOREMA 
Teorema de Green 


A circunferência e a elipse são exemplos de curvas fechadas simples e suaves. 
Na Figura 1(a)-(d) aparecem mais exemplos de curvas:suaves que podem ou não 
ser simples e fechadas. Em (a) a curva é tanto simples como fechada; em (b) 
a curva é simples, mas não fechada; em (c) a curva é fechada, mas não simples 
e em (d) a curva nem é simples, nem fechada. 

No enunciado do teorema de Green iremos nos referir a uma integral de li- 
nha ao longo de uma curva C, fechada, simples e seccionalmente suave que for- 
ma a fronteira de uma região R no plano e o sentido ao longo de C é anti-horário. 
Na Figura 2 é mostrada tal região R com a curva de fronteira C requerida. A 


integral de linha em torno de C no sentido anti-horário é denotada por ф : 


Sejam M e N funções de duas variáveis x e y, de tal modo que tenham derivadas 
parciais primeiras contínuas em um disco aberto B em R?. Se C for uma curva 
fechada simples seccionalmente suave, contida inteiramente em B, e se R for 
a regiáo limitada por C, entáo 


$ М(х, у) dx + Мх, y) dy = | (2 Е м) аА 


А demonstracáo do teorema de Green para todas as regióes limitadas por cur- 
vas que sáo fechadas, simples e seccionalmente suaves é matéria de um curso 
de Cálculo Avancado. Mas, provaremos o teorema para um tipo particular de 
regiáo, onde cada reta horizontal ou vertical intercepta-a em no máximo dois 


-pontos. À prova está a seguir. 


Prova Seja R a regiáo do plano xy que pode ser definida por, 


К = {(х, ya < x < b, fi(x) & y < f(x) (1) 


no 


К = {(х, у)|с < у < d, дуу) & x < 99) | (2) 


FIGURA 3 


y 


FIGURA 5 


х = gi(y) 


х 
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onde as funções fı, f,, 9, e g, são suaves. A Figura 3 mostra tal região R, que 
deve ser considerada definida por (1) na Figura 4 e por (2) na Figura 5. 
A prova consistirá em mostrar que 


dem y) dx = J| “Мы (3) 


ON 
d N(x, y) dy = [ E dA (4) 
R 


Para provar (3), tratamos R como a regiáo definida por (1). Consulte a Figu- 
ra 4. Seja C, o gráfico de y = f(x) dex = аах = b; isto é, C, é a parte mais 
baixa da curva de fronteira orientada C, indo da esquerda para a direita. Seja 
С, o gráfico de y = № (х) dex = bax = a; isto é, С, é a parte superior da 
curva de fronteira orientada C, que vai da direita para a esquerda. Considere- 
mos a integral de linha $. M(x, y) dx. 


ф ме, y) dx = fe. Mes y dx + f, MG, y dx 

= |? Mx, лод) dx + f мо, f269) dx 

= (^ мо, Ло) dx — | мо, f269) dx 

= f EMG A) — Мо, 209) dx (5) 
Vamos considerar agora a integral dupla | T dA, onde R é ainda tratada 


como sendo definida por (1). Então, 
SA IM 
dA = f f — dy dx 
| 157 fio» dy 
£209) 
ge e 
sun O 
f 293 
= -f М(х, DAE: (х) 
= f? [M л) — мо, f(2))] dx © 


“Comparando (5) е (6), segue que a igualdade (3) é válida. 


Para provar (4), R é considerada como uma região definida por (2), como 
na Figura 5. Os detalhes da demonstração serão deixados como exercício (veja 
o Exercício 43). 

Somando os termos correspondentes das igualdades (3) e (4), obtemos o teo- 
remas de Green para essa região R. a 


P ILUSTRAÇÃO 1 Usaremos o teorema de Green para calcular a integral de li- 


nha $ Y dx + 4xy dy, onde C é a curva fechada que consiste no arco da pa- 
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rábola y = x?, da origem ao ponto (2, 4) e no segmento de reta de (2, 4) até 
a origem. A regiáo R com a curva de fronteira orientada C está mostrada na 
Figura 6. Do teorema de Green, 


д д 
$ y? dx + 4xy dy = [|| E (4xy) — ду 03] dA 
R . 


= f? (7 y — 29) dy dx 


(2 212 | 
T do y |е dx 
- IN (4x? — х“) dx 


2 


4x3 _ 145 
=3х° — $X 
$ - per 


Para mostrar a vantagem de usar o teorema de Green, vamos calcular a mes. 
ma integral de linha pelo método da Secgáo 19.2. Se C, for o arco da parábo- 
la y = x? de (0, 0) até (2, 4) e C, for o segmento de reta de (2, 4) até (0, 0), 
entáo 


dy dx + 4xy dy = ф y? dx + 4xy dy +$, y? dx + 4ху dy . 


As equacóes paramétricas de C, sáo 
x=t y=ť 0<t<2 


Logo, 


ф y dx + 4xy dy = fe (P) dt + AMP 4) 


О arco С, pode ser representado parametricamente por 
x-t y = 2t dei=2at=0 

Assim, 
$. , y? dx + 4ху dy = IN (20)? dt + 41)(20)(2 dt) 

IN 20? dt 

жө] 


2 
160 
3 
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Logo, 


ф y dx + 4xy dy = 288 — ago 
64 


m| 
UN 


que está de acordo com o resultado obtido, usando o teorema de Green. « 


EXEMPLO 1 Use o teorema de Green para encontrar o trabalho total reali- 
zado ao mover um objeto no sentido anti-horário, uma vez em torno da circun- 
feréncia x? + y? = @, se o movimento for causado pelo campo de forças 
F(x, у) = (sen x — у)і + (e" — x?)j. Suponha que o arco seja medido em me- 
tros e a forca seja medida em newtons. 


Solucáo Se W J for o trabalho realizado, entáo 
W =$ benx — y) dx + (е? — x?) dy 


onde С é a circunferência x? + y? = a?. Do teorema de Green, 


W = [|| E (е? — x?) — 2. (seno = y aa 
R 


= [[(—2х + 04A 
R 


Usaremos coordenadas polares para calcular a integral dupla, com x = r cos 0 
e dA = r dr d0. Então, 


и = f fem cos 0 + 1)r dr 40 


E n ar cos O + r) dr d6 


2 2 Ta 

ed 7] 

= —z P cos 0 + —'| de 
| 3 2 | 


2x 2 a a? 
-f (0 cos 0 + —- do 


2 М a? 2n 
734 seno +5 | 


= na? 


Logo, o trabalho realizado foi de xa? J. 


O teorema a seguir, que é uma conseqiiéncia do teorema de Green, fornece 
um método útil para o cálculo da área de uma regiáo limitada por uma curva 
seccionalmente suave, simples e fechada. 


Se R for uma regiáo tendo por fronteira uma curva C fechada simples e seccio- 
nalmente suave, e А unidades de área for a área de R, entáo 


-4 E 
А = 2 ф x ay y dx 
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Prova No enunciado do teorema de Green, seja М(х, y) = — +yeN( y) = 
= 4x. Então, 
1 1 д [1 д 1 
р paes 
pl) a) 
R 
= ff& * 544 
R 


zuo 


Como ff aa é a medida da área de R, 
R 


1 
$ х йу – уйх= А E 
2 Jc 
EXEMPLO 2 Use o Teorema 19.4.2 para encontrar a área da região encerra- 
da pela elipse 
x? y? 
Кис 
Solucáo As equações paramétricas da elipse são 


x=acost y=bsent 0<t<2x 


Então dx = —a sen t dt e dy = b cos t dt. Se C for a elipse e А unidades for 
a área da regiáo encerrada por C, entáo, do Teorema 19.4.2, 


1 
4-38 х dy — y dx 
2 Jc 


= > i [(a cos t)(b cos t dt) — (b sent)(—a sent dt)] 
0 


1 2n 

= ‚| ab(cos? t + зеп? t) dt 
2 Jo 

= lab Lu dt 

= nab 


Logo, a área é лар unidades. 


EXEMPLO 3 Use o teorema de Green para calcular a integral de linha 


ф 6* — 3y) dx + Qy? + 4x) dy 


2 2 
onde C é a elipse 0 + T zc 


FIGURA 7 
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Solucáo Do teorema de Green, 


$ (x* — 3y) dx + (2y? + 4х) dy = || E (2y? + 4x) — СА (x* — zI dA 
C x ду 


= (ft + 3) ал 


ZI 


A integral dupla n dA é a medida da área da regiáo encerrada pela elipse. 
` R 


Do Exemplo 2, com a = 3eb = 2, a medida da área da regiáo encerrada pela 
elipse é бл. Logo, 


$ (x* — Зу) dx + (2y? + 4x) dy = 421 


Há duas formas vetoriais do teorema de Green que iremos obter. Seja C uma 
curva fechada, simples e seccionalmente suave no plano xy. Vamos supor que 
uma equação vetorial de C seja 


R(s) 2 xi + yj 


ех = f(s), y = 9(5), onde s unidades são o comprimento do arco medido no 
sentido anti-horário de um ponto particular P, em C ao ponto P em C. En- 


‚ táo, se T(s) for o vetor tangente unitário de C em P, do Teorema 14.6.3 temos 


T(s) = D, R(s). Assim, 


dx. dy, ; 
T) = 3 1+ 3 (7) 
O vetor N(s), definido por 
dy, dx, | 
N(s) = — i — — 
(9) = 21-6) (8) 


ё о vetor normal unitário de C em Р. Para verificar esse fato, observe que 
T(s) - №5) = Ое os módulos de T(s) e N(s) são iguais. O vetor normal unitário, 
definido por (8), foi escolhido ao invés de seu negativo, de tal forma que quan- 
do o sentido de percurso ao longo de C for anti-horário, N(s) irá apontar para 
fora da regiáo R, limitada por C e será chamado de normal exterior unitário. 
Veja a Figura 7. Seja 


F(x, y) = М(х, Yi + N(x, y)j 
onde M e N satisfazem as hipóteses do teorema de Green. Como 
: ау dx, 
F(x, y) E N(s) ds = [M(x, yji + N(x, y)j] dat =] ds 
: ds ds 
= M(x, y) dy — N(x, y) dx 


entáo 


$ F(x, y) - N(s) ds =$ — N(x, y) dx + M(x, y) dy 
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Aplicando o teorema de Green à integral de linha à direita dessa relação teremos 


0 0 
$ F(x, у), N(s) ds = || ES — Zm] dA 
дм дм 
ze 


R 
= ff div F da 
R 


Essa forma vetorial do teorema de Green será enunciada formalmente como 
O teorema a seguir, cujo nome é uma homenagem ao matemático e cientista 
alemáo Karl Gauss (1777-1855). 


19.4.3 TEOREMA 
Teorema da Divergéncia 
de Gauss no Plano 


Sejam as funções Me N, a curva Ce a região R idênticas áquelas que foram 
definidas no teorema de Green. Se F(x, y) = М(х, yi + Мх, y)j e N(s) for 
o vetor normal exterior unitário de C em P, onde s unidades é o comprimento 
do arco medido no sentido anti-horário de um ponto particular P, em C até 
P, então 


Pernas = [farda 


EXEMPLO 4 Verifique o teorema da divergência de Gauss no plano se 


F(x, y) = 2yi + 5xj 
e R for a regiáo limitada pela circunferéncia x? + y? = 1. 


Solucáo A fronteira de R é a circunferéncia unitária que pode ser repre- 
sentada parametricamente por 


x = COS S y —sens 0<s<2x 


onde s unidades é o comprimento de arco entre o ponto onde s = 0 ao ponto 
P em C. Entáo, uma equacáo vetorial de C é 


R(s) = cos si + sen sj 0<s<2x 
De (8), o vetor normal exterior unitário é 
N(s) = cos si + sen sj 
Em um ponto P(cos s, sen s) em C, F é 2 sen si + 5 cos sj. Logo, 
$. F:Nds- fe (2 sensi + 5 cos sj) * (cos si + sen sj) ds 
E a (2 sens cos s + 5 sens cos s) ds 
2n 
-7 f. sen 5 cos s ds 
А 2n 
ү can 
= 5 sen з], 


0 


FIGURA 8 
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2м. IN 


= 0, e como N = 5x, — = 0. Assim, 


Como М = 2y, =— dy 


fera [fet 


=0 


Portanto, verificamos o teorema da divergéncia de Gauss no plano para F e R. 


Observe, no Exemplo 4, que é mais fácil calcular J div F dA que 


$F- N ds. 


Se F for um campo vetorial e div F = 0, então F será dito corpo de divergên- 
cia nula. O campo vetorial no Exemplo 4 é de divergência nula. No estudo de 
Hidrodinâmica (movimento fluido), se o campo de velocidades de um fluido 
for de divergência nula, ele será chamado de incompressível. Na teoria de Ele- 
tricidade e Magnetismo, um campo vetorial de divergência nula é chamado de 
solenoidal. 

Vamos usar agora o teorema da divergência de Gauss no plano, para dar uma 
interpretação física da divergência de um campo vetorial. Sejam as funções M 
e N, a região R e a curva C, conforme foram definidas no teorema de Green. 
Suponhamos que F seja um campo de velocidades de um fluido bidimensional 
(profundidade constante) e F seja definida por F(x, y) = M(x, yi + N(x, Yi. 
Suponhamos que o fluido flua através de uma região R, tendo a curva C como 
fronteira, e que o sentido ao longo de C seja anti-horário. Vamos supor que 
o fluido tenha uma densidade constante em R e, por conveniência, seja unitária 
a medida da densidade. O fluxo do campo de velocidades F através de C é a 
taxa segundo a qual o fluido atravessa C na direção perpendicular a C*. Mostra- 
remos como esse fluxo pode ser expresso como uma integral de linha. 

Sejam s unidades o comprimento de arco da curva C, medido a partir de um 
ponto particular P,, até o ponto P. Vamos dividir a curva C em n arcos e seja 
A,s o comprimento do i-ésimo arco contendo o ponto P;(x,, y), onde s; ё o 
comprimento de arco de C, de P, até Pj. Como Е é contínua, uma aproxima- 
ção da velocidade do fluido em cada ponto do i-ésimo arco é F(x, y). А quan- 
tidade de fluido que atravessa o arco por unidade de tempo é dada aproxima- 
damente pela área de um paralelogramo, tendo um par de lados opostos de com- 
primento A,s e uma altura de comprimento F(x, y) · N(s), onde №5) é o ve- 
tor normal exterior unitário a C em Р(х, у). Veja a Figura 8. A medida da 
área do paralelogramo é F(x, y) · N(s;) A;s. A quantidade total de fluido que 
atravessa C por unidade de tempo é, aproximadamente, 


X F(x; y) * №) A;s 


Tomando o limite dessa soma quando 7 cresce sem limitação e quando cada 
A;s tende a zero, obtemos a integral de linha 


ф Fix, y) + М) ds 


que é chamada de fluxo de F através de C. 


*N. do R.: A taxa refere-se ao tempo e o fluxo é a quantidade de massa por unidade de tempo 
que atravessa C; positivo se de dentro para fora e negativo, em caso contrário. 
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Agora, seja P(x, y) um ponto particular na regiáo R. Consideremos uma 
circunferência tendo seu centro em P e tendo um pequeno raio ô, e vamos denotar 
essa circunferência por C;. Seja R, a região encerrada por Cs. Então 


fluxo de F através de C; = $ E(x, y): Nds 
Cs 
Aplicando o Teorema 19.4.3, temos 
fluxo de F através de С; = [ div F dA 
Se M, е №, forem contínuas em Rs, então div Е será contínua lá e para ó pe- 
queno, div F em R, será aproximadamente div F(x, y). Assim, 


fluxo de Е através de С, = || div FŒ, y) dA 
R 


Como div F(x, y) é constante e | dA é a área da circunferência de raio 5, temos 


: Re 
fluxo de Е através de С; = div F(x, y) (zô?) (9) 


Lembre-se de que o fluxo de Е através de С, é a quantidade total de fluido que 


“atravessa С, por unidade de tempo. Logo, de (9), div F(x, y) pode ser inter- 


pretada como a medida aproximada da taxa de fluido por unidade de área, 
afastando-se do ponto (x, y). Se div F(x, y) > 0, dizemos que o fluido tem uma 
fonte em (x, y). Se div F(x, y) « 0, dizemos que o fluido tem um sumidouro 
em (X, y). Se F for de divergência nula em todos os pontos de uma região, então 
nào existem nem fontes, nem sumidouros na regiáo. Conforme mencionado aci- 
ma, em tais casos o fluido é incompressível. 

A palavra fluxó normalmente significa escoamento; contudo, o termo fluxo 
é aplicado a campos vetoriais em geral, mesmo que nada tenham a ver com ve- 
locidade de um fluido. Assim, se F for um campo vetorial 


fluxo de F através de С = $ F - Nds (10) 


EXEMPLO 5 О campo de velocidades de um fluido é definido por 
F(x, y) = (5x — у)і + (x? — Зу) 


Ache a taxa de escoamento do fluido para fora da regiáo R, limitada por uma 
curva fechada, suave, C e cuja área seja 150 cm?. 


Solucáo A taxa de escoamento do fluido é dada pelo fluxo de F através 
de C. De (10) e do teorema da divergéncia de Gauss no plano, 


fluxo =$ F - N ds 
= ff div F da 
- || [e -»+ ө — an | 4А 
= (f6- 244 
R 
= 2 [[ал 
К 


19.4.4 TEOREMA 
Teorema de Stokes 
no Plano 
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Como a área de А é 150 cm, n dA - 150. Logo, 


R 


fluxo = 300 


Portanto, a taxa de escoamento do fluido para fora da regiáo é 300 cm? por 
unidade de tempo. 


[WE mm 


Para obter a segunda forma vetorial do teorema de Green, vamos considerar 
o produto escalar de F(x, y) pelo vetor tangente unitário T(s), definido pela igual- 
dade (7). Temos 


F(x, y) - T(s) ds = [M(x, уі + N(x, у): (+ +-- 25) ds 


= M(x, y) dx + N(x, y) dy 
Assim, 
ф к, y) To) ds =D, Mix, y) dx + Мх, y) dy (11) 


O rotacional de F em duas dimensões foi definido na Secção 19.1 como 


Logo, 


tF ——— 
rot F(x, у)‘ k = ах y 


Assim sendo, dessa equagáo e de (11), a fórmula do teorema de Green pode 
ser escrita como 


ф F(x, y) T(s) ds = ff rot F(x, y) k da 


Essa forma vetorial do teorema de Green está enunciada formalmente como 
o teorema a seguir, cujo nome foi dado em homenagem ao matemático e físico 
irlandés George Stokes (1819-1903). 


Sejam as fungóes M e N, a curva C e a regido R definidas como no teorema 
de Green. Se F(x, у) = М(х, у)і + N(x, у)і e T(s) for o vetor tangente unitário 
de C em P, onde s unidades é o comprimento de arco de C medido a partir 
de um ponto P, até P, entáo 


$r T ds = нын 


А 5 mem 


EXEMPLO 6 Verifique o teorema de Stokes no plano para F e R do Exem- 
plo 4. 


Solucáo Como no Exemplo 4, o campo vetorial F é definido por 


F(x, y) = 2yi + 5xj 
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FIGURA 9 


фет ds <O 
с 


FIGURA 10 
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e uma equacáo vetorial de.C é 
R(s) = cos si + sen sj 0<s<2x 

DR(), 

T(s) = —sensi + cos sj 

Num ponto Р(соѕ s, sen s) em С, Е ё 2 sen si + 5 cos sj. Logo, 
$ К.Т ds = f (2 sen si + 5 cos sj) - (—sensi + cos sj) ds 


= s (—2 sen? s + 5 cos? s) ds 


21 | — 2n ; 
-2 | | 1 + соз 25. 
о 2 : о 2 


2n 
= —s+3¿sen2s + $s + ¿sen2s]! 


2n 
2s + ¿sen 25] 


3л 


aN 


Como N = 5x, —— ôM 


= 5 e como M = 2y, — = 


fm rss [aa 
= Jf- 244 
LE 


= Зд 


2. Assim, 


Assim sendo, para esse Е e esse R о teorema de Stockes no plano está veri- 
ficado. 


Se F for o campo de velocidades de um fluido, o produto escalar F - T será 
a componente tangencial de F e a integral de linha $, Е · T ds será chamada de 


circulacáo de F em torno da curva fechada C. De uma forma intuitiva, pode- 
mos considerar a circulação como sendo a soma das componentes tangenciais 
de F em torno de C. Se o movimento em torno de C for no sentido anti-horário e 


$. F-Tds> 0, então o fluido estará circulando no sentido anti-horário; 
veja a Figura 9. Se $ F - Т ds < 0, a circulação do fluido será no sentido 


horário veja a Figura 10. 
Seja P(x, y) um ponto dado na regiáo R e seja C; a circunferéncia tendo seu 
centro em P com um pequeno raio ô. Se R, for a região encerrada por С,, 


$ F-Tds=ffrotF-k aA 
Re 
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Se M, e N, forem contínuas em Rs, então, rot Е · К será contínua ali e para 


ô pequeno, rot F - К em R, será aproximadamente, rot F(x, y) · К. Logo, 


$, F-Tds o rot FG, y) -k ff da 
Re 


$. F + T ds x rot F(Z, y) - лб?) 


“Assim, interpretamos a rot F(x, y). К como a medida aproximada _da taxa de 


circulacáo por unidade de área no sentido anti-horário, no ponto P. Quando 
Е e T forem vetores ortogonais, Е - T = 0 e, então, rot F = 0. Em tal caso, . 
F será chamado de irrotacional. Essa terminologia é usada, mesmo que F náo 


seja um campo de velocidades de um fluido. 


EXERCÍCIOS 19.4 


Nos Exercícios de 1 a 8, calcule a integral de linha pelo teorema 
de Green. Verifique, então, o resultado pelo método da Secção 
19.2. 


1. $, 4y dx + 3x dy, onde C é o quadrado com vértices em 


(0, 0), (1, 0) e (0, 1). 
2. $ y? dx + х? dy, onde C é o quadrado do Exercício 1. 
E 


3. $, 2xy dx — x! y dy, onde C é o triângulo com vértices em 


(0, 0), (1, 0) e (0, 1). 

' 4. A integral de linha do Exercício 3, onde C é o triángulo com 
vértices em (0, 0), (1, 0) e (1, 1). - 

5, $ xy dx — yx dy, onde C é a circunferência x? + у? = 1. 


6. $. (х2 — y) dx + 2xy dy, onde C é a circunferéncia 


x + у? = 1. 

7. A integral de linha do Exercício 5, onde C é a curva fechada 
que consiste no arco de 4y = x? de (0, 0) a (2, 2) e no seg- 
mento de reta de (2, 2) a (0, 0). 

8. A integral de linha do Exercício 6, onde C é a curva fechada 
'do Exercício 7. 


Nos Exercícios de 9 a 20, use o teorema de Green para calcular 
a integral de linha. 


| 9. $. (x + y) dx + xy dy, onde C é a curva fechada, determi- 


nada pelo eixo x, pela reta x = 2 е pela curva 4y = x*. 
10. $ y? dx + x! dy, onde C é a curva fechada, determinada 
Cc 


pelo eixo x, pela reta x = 1 e pela curva y = x^. 
11. $. (— х2 + x) dy, onde C é a curva fechada, determinada 


pela reta x — 2y = 0 e pela parábola x = 2y. 
12. $ (х2 + y) dx, onde C é a curva fechada, determinada pelo 
с 


eixo x e pela parábola у = 4 — x^. 
13. $ cos y dx + cos x dy, onde C é o retángulo com vértices 
с 


'em (0,0), ($x, 0), (1л, 47) е (0, тл). 


14. $ ex * dx + e** " dy, C é a circunferência x? + y? = 4 
15. $ (sent x + е2) dx + (cos? y — е) dy, onde С é a curva 
с 


# + у = 16. 
16. $ x sen y dx — y cos x dy, onde C é o retângulo com vér- 


tices em (0, 0), (m, 0), (Fr, ул) e (0, 47). 
17. $ E > DA dx — tg ^! x dy, onde C é a elipse 4x? + 25y? = 
с? +1 


= 100. 
18. $ ecos x dx + е sen x dy, onde C é a curva х5 + y^ = 10. 


19. $ (e* — xiy) dx + 3x2y dy, onde C é a curva fechada, de- 
Cc 


terminada por y = %ex= y. 
20. фиш» dx — хів? y dy onde C ёа elipse x? + 4y? = 1. 


Nos Exercícios de 21 a 26, use o Teorema 19.4.2 para calcular 
a área da regido dada. 


21. A regiáo cuja fronteira é o quadrilátero com vértices em (0, 0), 
(4,0), (3, 2) e (1, 1). 
22. A região cuja fronteira é a circunferência 2 + у? = a?. 
23. A região limitada pelos gráficos de y = x? e y = Vx. 
24. A região limitada pela parábola y = 2x? e pela reta y = 8x. 
25. A região limitada pela hipociclóide, tendo equações paramé- 
tricas 
x = a cos t у = asert a>0 0<1< 2л 


26. A regiáo limitada abaixo pelo eixo x e acima por um arco 
da ciclóide, tendo equacóes paramétricas 


x= t — sent у = 1 — cost Oxt«2n 


Nos Exercícios de 27 a 30, verifique o teorema da divergéncia 
de Gauss no plano e o teorema de Stokes no plano para FeR 
dados. 


27. F(x, y) = 3xi + 2ује R é a região limitada pela circunferén- 
ciax? + y? = 1. 

28. F(x, y) = Зуі – 2xj e R é a região limitada por 
xX + y = 1, 
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29. F(x, y) = xi + y?je R é a região limitada pela elipse 
4x? + 25y? = 100. 

30. F(x, у) = yi + je R ёа região limitada pela circunferén- 
cia x? + y? = 4. 


Nos Exercícios de 31 a 34, use o teorema de Green para encon- 
trar o trabalho total realizado pelo campo de forcas F(x, y) ao 
mover um objeto no sentido anti-horário, uma volta em torno 
da curva C dada. Suponha que o arco seja medido em metros 
e a forca em newtons. | 


31. C ёа elipse x? + 4y? = 16; F(x, у) = (3x + у)ї + (4x — 5y)j. 

32. С ёа circunferência х? + y? = 25; F(x, y) = (е + Si + 
+ (ху + cos y)j. 

33. C é o triángulo com vértices em (0, 0), (2, 0) e (0, 2); F(x, y) = 
= (e? + y)i + (е? + улуу, 

34. C consiste na parte superior da elipse 9x? + 4y? = 36 e no 
intervalo [—2, 2] no eixo x; F(x, y) = (xy + Yi + хуй. 


Nos Exercícios de 35 a 38, ache a taxa de escoamento do fluido 
para fora de urna regido R, limitada pelo arco de curva C dado, 
se F for o campo de velocidades do fluido. Suponha que a velo- 
cidade seja medida em centímetros por segundo e a área de R 
seja medida em centímetros quadrados. 


35. F(x, у) = О? + бх)і + (2y — xj; Cé a elipse xX + 4»? = 4. 
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36. F(x, y) = (5y — y?ji + (3x — 2y)j; C é o triángulo retán- 
gulo com vértices em (1, 2), (4, 2) e (4, 6). 

37. F(x, у) = xi + y; C é a circunferência x? + y = 1. 

38. F(x, y) = xyi + yx?j; C é a circunferência x? + y? = 9. 


Nos Exercícios de 39 a 42, F é o campo de velocidades de um 
fluido em torno da curva fechada C, sendo o movimento na di- 
reção anti-horária. Use o teorema de Stokes no plano para cal- 


cular $. Е - T ds e pelo resultado determine qual das afirmações 
se aplica: (i) a circulação do fluido é anti-horária; (ii) a circula- 
cdo do fluido é horária, (iii) F é irrotacional. 


39. F(x, у) = 4yi + 6x3; С ёо triângulo com vértices em (0, 0), 
(3, 0) e (3, 5). 

40. F(x, y) = 8yi + 3х); С é a elipse 4x? + 9? = 1. 

41. F(x, y) = sen? xi + cos? yj; C é a elipse 92, y? = 9. 

42. F(x, у) = yi + xij; C é a circunferência x? + y? = 25. 
_ {ӘМ » 

43. Prove que $. N(x, ydy = | Әх dA se R for a regiáo 

definida рог R = ((х, у) | c < y < d, sg 0) < х < 2,0), 

onde g, e 2; sáo suaves. 


19.5 


INTEGRAIS DE 
SUPERFÍCIES 


Agora aplicaremos o conceito de uma integral de linha àquele de uma integral 
definida sobre a superfície. Começaremos considerando uma região fechada no 


plano xy. Nesta seccáo usaremos o símbolo D em vez de R, para denotar uma 
regiáo no plano xy, a fim de evitar confusáo com a fungáo definida por R(x, y, z) 
usada mais tarde na discussão. Suponha que S seja uma superfície sobre D e tenha 
a equacáo z = f(x, y), onde f e suas derivadas parciais sáo contínuas em D. 
Então, se o for a medida da área da superfície S, temos, do Teorema 18.5.1, 


d = JINT y) + fox, y) + 1 dx dy (1) 


Podemos generalizar a integral em (1), considerando uma função С de três va- 
riáveis x, y e z, onde С é contínua em S. Prosseguimos agora numa forma simi- 
lar à discussáo na Seccáo 18.5 que precede o enunciado do Teorema 18.5.1. 
uu Seja А uma partição da região D em n sub-regiões retangulares, onde o i-ésimo 


Q(& Yi fce у,)) 


FIGURA 1 i=1 


retângulo tem dimensões de medidas A;x e A,y e uma área de medida A,A. Se- 
ја (5,, y) um ponto qualquer no i-ésimo retângulo, e no ponto Q(E, ү, ME, YD) 
sobre a superfície S, consideremos o plano tangente à superfície. Projetando 
verticalmente para cima o i-ésimo retângulo sobre o plano tangente, seja Ajo 
a medida da área dessa projeção. Veja a Figura 1. O número Ас é uma apro- 
ximação da medida da área da superfície que está acima do i-ésimo retângulo. 
Mostramos na Secção 18.5 que 


Ajo = Jf Eis y) + f, E. y) + 1 Aid (2) 


Se formarmos a soma 


Y GE vo 6, Уд) Ао 


FIGURA 2 
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e tomarmos o limite dessa soma quando a norma da particáo tende a zero, temos 


lim Y GE, Yo Es Уд) Ат 6) 


ПАН-0 ¿=1 


. Esse limite é chamado de integral de superfície de G sobre S, sendo denotado por 


ff G(x, y, z) do 
5 


Para obter uma fórmula para o cálculo dessa integral de superfície, substituí- 
mos (2) em (3), obtendo 


lim DGE Yo Ss TAE д + IAE у) + 1 MA 


[|!А|—>>04=1 


. Esse limite é uma integral dupla sobre a região D, no plano xy. Assim, 


Hu G(x, y, 2) do = |! G, у, /(х, УМРО, У) + fio Y) + 1dA | (4) 
S { р 


. Se G(x, y, 2) = 1, então (4) torna-se 


ffae = f[ Veo ў + 1705 у) + 14А 
5 р 


Comparando essa relagáo com (1), observamos que para essa С а integral de 
superfície de G sobre S dá a medida da área da superfície S. 

Para a integral de superfície em (4), z = f(x, y) é uma equação da superfície 
S, projetada sobre a regiáo D no plano xy. Se uma equacáo da superfície S for 
da forma y = g(x, z) e S for projetada sobre uma regiáo D no plano xz, sendo 
g e suas derivadas parciais primeiras contínuas em D, entáo 


n G(x, y, 2) do = |! G(x, 9,(х, 2), IVA + 905,2) + 1dA (5) 


5 р 


- Além disso, se uma equação da superfície S for da forma x = h(y, y e S for 


projetada sobre uma regiáo D no plano yz, sendo Л e suas derivadas parciais 
primeiras contínuas em D, entáo 


|| се. >. 2 do = [| GO, d, y», 2/0, 2 + HO, д + Тал | © 
D з : 


S 


. EXEMPLO 1 Calcule a integral de superfície 


[рег do 
so A 
onde 5 é a parte do cone x? + у? = z entre os planos z = lez = 2. 


Solucáo A Figura 2 mostra a superfície S e a projecáo de S sobre a regiáo 
D do plano xy. A regiáo D é limitada por dois círculos de raios 1 e 2, cujos 
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centros estão na origem. Resolvemos a equação de S em z, onde z > 0, e obte- 
mos z = yx + y^. Logo, 


y 


cos 205) 2 o * m 
fo у) = х + y Рх, y) М2 + у? JAx y) Jy 


De (4) com G(x, у, zZ) = x?z?, obtemos 


2,2 26.2 2 x? y d 
= OE e A | 
ffe: do [|е + у?) UN A uera A 
S D 
= ffe + у2) 2 dA 
D 


Calculamos a integral dupla usando coordenadas polares, onde x = r cos 6, 
№ + у = r edA = rdr dð. Logo, 


x?z? do = 2 |7" (^ (r2 cos? 8)rA(r dr 40) 
ПЕРС 
= 2 [ [> cos? 6r* dr do 


2n r$ 2 
= № |. ES en 40 


pipe 40 


Se a medida da densidade de massa por unidade de área no ponto (x, у, z) 
sobre uma superfície S for p(x, y, z) e se M for a medida дап massa total de 
S, então 


M= m p(x, y, z) do (7) 


S 


EXEMPLO 2 Ache a massa da parte do plano x + y + z = 1 no primeiro 
octante, se a densidade em qualquer ponto (x, y, z) sobre a superfície for 
kx? kg-m?, onde k é uma constante. 


Solucáo A Figura 3 mostra S, que é a superfície do plano dado no primei- 
ro octante e a regiáo D, que é a projecáo de S sobre o plano xy. Resolvemos 
a equação do plano em z e obtemos z = 1 — x - y. Logo, 


fe y-i-x-y fóxy--! Му) = – 


FIGURA 4 


(4, Y) 
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De (7), com р(х, у, 2) = Кх, se M kg for a massa da superfície, 


M = ff kx? do 
S 
= [о Mos Y +7206 у) + 1 dà 
D 
= ffi ADA 144 
D 
= V5k bo ho Ex? dy dx 
= зк [py]; “ax 
=V3k |, e? — x°) dx 
3 471 
ар] 
= 1/36 


Assim, a massa é + 4/3 k kg. 


Vamos apresentar agora uma aplicacáo das integrais de superfície ao escoa- 
mento de um fluido. Seja F o campo de velocidades de um fluido definido por 


F(x, y, 2) = М(х, y, zji + N(x, y, 2)) + R(x, y, z)k 


Além disso, vamos supor que o fluido escoe através de uma superficie S, tendo 
a equação z = f(x, y), que está sobre uma região fechada D, no plano xy. Su- 
ponha que f e suas derivadas parciais primeiras sejam contínuas em D. Em ca- 
da ponto de S há dois vetores unitários normais a S. A normal unitária tendo 
uma componente k positiva é chamada de normal unitária superior e aquela 
com uma componente k negativa é chamada de normal unitária inferior. 

Como na discussão que precedeu (2), tomamos uma partição de D em n sub- 
regiões retangulares. Escolhemos um ponto (É, y) no i-ésimo retângulo. Pro- 
jetamos verticalmente para cima o i-ésimo retângulo sobre o plano tangente a 
S no ponto Q(£, у, ДЕ, Уд) e seja Ajo dado por (2) uma aproximação da me- 
dida da área dessa projecáo. Novamente nos referimos à Figura 1. Seja N, a 
normal unitária superior a S no ponto Q e seja F, o vetor velocidade do fluido 
em O. A quantidade de fluido que atravessa a projecáo por unidade de tempo 
é dada, aproximadamente, pelo volume do paralelepípedo, tendo uma base com 
Ае unidades de área e uma altura com Е, - №, unidades de comprimento. Ve- 
ja a Figura 4. A medida do volume do paralelepípedo é Е, · ЇЧ, Ag. A quanti- 
dade total de fluido que atravessa S por unidade de tempo é dada, aproximada- 
mente, por 


Ms 


F, * N; Ajo 


i=1 


Tomando o limite desse somatório quando л cresce sem limitação e cada Ас 
tende a zero, obtemos a integral de superfície 


[ема | (8) 
S 


que é chamada de fluxo de F através de S. 
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Para calcular a integral de superfície (8), escrevemos a equacáo de S na for- 
ma g(x, y, z) = 0, onde 


glx, y, z) = z — f(x, y) 
Do Teorema 17.2.2, um vetor normal unitário à superfície definida por 
g(x, y, 2) = 0é 
M 
vall. 
_ AL, уй — (х, yj + k 
М(х, у) + f os у) + 1 


Assim, 
г Я —fd —fj + К 
F:Ndo-— DAA 
JJ с [[ба+м+ ль (RAE) с 
- || IA A 


Jf) xf) +1 


Logo, concluímos que 


| M F: N do = f (- Mf, - Nf, + К) dA (9) 


5 р 


onde N ё uma nórmal unitária superior. Se N for uma normal unitária inferior 
(onde a componente de k é negativa) 


F-Ndo= (Mf, + Nf, – В) dA (10) 
[fon ae = [Jr + м 


D 


.Essa fórmula é provada de maneira similar àquela usada para provar (9). 


‚ EXEMPLO3 О campo de velocidades de um fluido é dado por 
E(x, y, z) = yi — xj + 8k 


e a superfície S é a parte da estera 2 + № + 2 = 9 que está acima da região 
D no plano xp, encerrada pela circunferéncia x? + y? = 4. Ache o fluxo de 
F através de S. | 


Solucáo A Figura 5 mostra a superfície S e a regiáo D no plano xy. Resol- 
vemos a equação da esfera em z, сот z > 0, e obtemos z = 4/9 — x? — y. 
Logo, E Ro 


y) = fx? y кеа. EN ш Е 


X 
fe= —— 
2 


Рог definicáo de fluxo temos 


FIGURA 5 


fluxo de F através de S = ff * N do 
S 
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Do campo de velocidades dado, M = y, N = —xeR = 8. Logo, de (9), 
fluxo de F através de S = [см — Nf, + К) дА 


D 
ТЕСЕК 
2 2 
р 
= 8 ffaa 
р 
Como Р ё а regiáo encerrada pela circunferéncia х? + y? = 4, А = 4л. Assim, 


fluxo de Е através de S = 8(4л) 
= 327 


Concluímos, então, que o fluxo através de S é de 327 unidades de volume do 
fluido por unidade de tempo. 


Р У Suponhamos que S seja uma superfície fechada, como por exemplo, parale- 
1 


lepípedos retangulares, esferas e elipsóides. Quando usamos (8) para calcular 
o fluxo de F através de uma superfície fechada, escolhemos N como a normal 
unitária exterior, que é a normal que aponta para fora do sólido limitado pela 
superfície*. Em particular, se S for um elipsóide, conforme mostra a Figura 
6, consideraremos como sendo formada por uma superfície superior S; e uma 
inferior S,, como está indicado na figura. Em tal caso, o fluxo de F através de S é 


| f[F-N ао = [[к-м,4с+ [fF - ас 
S $i $2 


FIGURA 6 


PS A 


Para a integral de superfície através de S,, N, é a normal unitária superior, e 
para a integral de superfície através S,, N, é a normal unitária inferior. 


EXEMPLO 4 O campo de velocidades de um fluido é dado por F(x, y, z) = 
= 5zk, e S é a esfera x? + y? + z? = 16. Ache o fluxo de Е através de S, se 
o comprimento for medido em centímetros e o tempo for medido em horas. 


Solucáo A Figura 7 mostra a esfera e a regiáo D no plano xy, que é a cir- 
cunferéncia x? + y? = 16. Como F(x, y, 2) = Szk, M = 0, N = Oe R = 54. 
O fluxo de F através de S é 


S/F-N do = ffr - Ni do + ffF- Ni do ^ (0) 
S Si S2 
onde S, é a metade superior da esfera e S, é a metade inferior. Para S,, N, é 
a normal unitária superior e uma equação de S, éz = y16 — x? — y?. As- 


sim, f(x, y) 2 y16 — x? — y?. De (9), 
ffF Ni do = [fL- Mf. — №, + К) da 
81 р А 


= [| 5: da 
р 
5 [0862 у da 
р 


FIGURA 7 N. do R.: Diz-se neste caso que a superficie fechada S é orientada positivamente. 
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=5[ f$ 167 rarae 


2n 1 
=5 | —-(16— 
| 


320 [27 
= | 49 


= 6407 


23/2 |4 
r?) ра 


Para S,, М, é a normal unitária inferior e como equação de S, temos 


- 416 =x? - y*. De (10), 


= —y16 — х? — yi. Portanto, f(x, y) = 
ffr No ac = [fim + Nf — к] da 
S2 D 


= ff- szaa 
D 
=5 [[16— х2 y? dA 
D 


Como no cálculo do fluxo de F através de S, obtemos 


[fr en do = 5327 


Então, de (11), 


[fr N do = EM + $29, 
1280 


1230 


Logo, а taxa de escoamento do fluido através da esfera, isto é, o fluxo é de 


129 cm?/h. 


O conceito de fluxo náo está limitado ao campo de velocidades de fluidos. 
Por exemplo, se F for um campo elétrico, entáo a integral de superfície (8) será 
um fluxo elétrico, e se F for um campo magnético, a integral de superfície será 
um fluxo magnético. A integral de superfície (8) também pode representar um 


fluxo de calor. 


EXERCÍCIOS 19.5 


Nos Exercícios de 1 a 14, calcule a integral de superficie. 
|| G(x, у, z) do рага С e S dados. 


S 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 
6. 


G(x, у, 2) = 2; Sé o hemisfério x? + y? + z? = 4 acima 
do plano xy. 

G(x, у, z) = x; Sé a parte do plano x + y + z = 1 no pri- 
meiro octante. 

G(x, у, 2) = х + 2y — z; S é a parte do plano x + y + 
+ z = 2 no primeiro octante. 

G(x, у, 5) = z; S ёа parte do plano 2x + 3у + = = 6 
no primeiro octante. 

G(x, y, Z) = xyz; S é o mesmo que по Exercício 4. 

G(x, у, 2) = x^; Sé a parte do cilindro x? + y? = 1 entre 
o plano xy e o plano z = 1 no primeiro octante. 


7. G(x, y, 2) = x; Sé a parte do cilindro z = x? no primeiro 
octante, limitada pelos planos coordenados e pelos planos 
x=ley=2. 

8. G(x, у, 2) = y; Sé a parte do cilindro z = 4 — y? no pri- 
meiro octante, limitada pelos planos coordenados e pelo plano 


= 3. 
9. G(x, y, Z) = z^; Sé a parte do cone x? + y? = z? entre os 
planos z = lez = 2. 


10. G(x, у, z) = xyz; Sé a parte do cone x? + y? = z? entre 


os planos z = lez = 2. 


11. G(x, у, 2) = x + y; S é a parte do plano 4x + 3y + 6z = 12 


no primeiro octante. 


12. G(x, y, 2) = 4x? + y? + 22% Sé a parte do cone 


x? + y? = z? емге o plano xy e o plano z = 2. 
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13. G(x, y, z) = xyz; Séa parte do cilindro x? + y? = 4 entre 


os planos y = le y = 3. 
14. G(x, y, 2) = x?; Sé о hemisfério x? + y? + z? = 9 acima 
do plano xy. 


Nos Exercicios de 15 a 20, ache a massa da superfície S dada, 
se a densidade de massa por unidade de área em qualquer ponto 
(х, y, 2) na superfície é р(х, y, z) kg-m?. 


15. S é o hemisfério x? +. y? + z? = 4 acima do plano 
xy; р(х, y, Z) = kx? + y? + z?, onde k é uma constante. 
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Nos Exercícios de 21 a 24, ache o fluxo de F através da superfí- 
cie S onde F(x, y, z) dá o campo de velocidades de um fluido. 


21. F(x, y, z) = xi + yj + zk; Sé a parte do plano 3x + 2y + 
+ z = 6 no primento octante. 

22. F(x, y, z) é o mesmo que no Exercício 21; S é o hemisfério 
x? + y? + z? = 1, acima do plano xy. 

23. F(x, y, 2) = - 2yi + 2xj + 5k; S é aquela parte da esfera 
x? + y? + z? = 16 que está acima da região no plano xy, 


16. Sé a parte do plano 3x + 2y + z = 6 no primeiro octante; 24. 


р(х, y, 2) = y + 24. 


17. Sé a parte do parabolóide z = 9 — x? — y? acima do pla- 25. 
l/J4x? + 4y? + 1. 


= ] abaixo do plano 


no ху; р(х, у, z) = 

18. S ё o hemisfério x? + y? + z? 
ху; р(х, у, z) = x? + y’. 

19. Sé a parte do cone x? + y? 
= 3; р(х, y, 2) = y. 


20. S ёа parte da esfera х? + y? + 22 = 16 по primeiro ос- 
kz?, onde k é uma constante. 


tante; p(x, y, z) = 


19.6 TEOREMA DA 
DIVERGÉNCIA DE GAUSS E 
TEOREMA DE STOKES 


19.6.1 TEOREMA DA DIVERGÉNCIA 
DE GAUSS NO ESPACO 


= z?entre os planos z = 2e 


encerrada pela circunferéncia x? + y? = 9. 
F(x, y, z) = 3xi + 3yj + 6zk; S é a parte do parabolóide 
= 4 – x? — y? acima do plano xy. 

Suponha F(x, у, 2) = x?i + xyj + 2zk, e seja S o cubo no 

primeiro octante, limitado pelos planos coordenados e pelos 

planos х = 1, y = lez = 1. Ache o fluxo de Е através de 

S, calculando seis integrais de superfície, uma para cada fa- 

ce do cubo. 

26. Se F(x, y, z) 2 3xi + y?j + yzk, e S for o cubo do Exercí- 
cio 25, ache o fluxo de F através de S calculando seis inte- 
grais de superfície, uma para cada face do cubo. 


A discussão da Secção 19.4 dizia respeito ao tratamento do teorema de Green 
e de suas duas fórmas vetoriais, o teorema da divergência de Gauss e o teorema 
de Stokes, ambos no plano. Essas idéias podem ser estendidas ao espaço tridi- 
mensional. Uma apresentação rigorosa desses tópicos é dada num curso de Cál- 
culo Avançado; contudo, nesta secção vamos dar uma breve introdução intuitiva. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Seja F(x, у) uma função contínua e com derivadas contínuas 
no plano. Do teorema de Green temos que 
-$ F dy 


|| ж aro = $. F dye [97% = 


onde С é o contorno de R. Observe que se trata de uma generalização do se- 
gundo teorema fundamental do Cálculo (Teorema 5.8.2), isto é, se F for uma 
função definida e derivável em a < x < b, então 

Ea 


= F(b) – F(a) 


Sejam M, N e R funções das três variáveis x, y, e z tais que suas derivadas parciais 
de primeira ordem são contínuas numa bola aberta B em R?. Seja S uma super- 
ficie seccionalmente suave contida em B e E a região de R? limitada por B. 
Se F(x, y, 2) = М(х, y, Di + N(x, у, Dj + RG, y 2KkeN = cosi + cosf j + 
+ cos y k for um vetor normal exterior unitário de S, entáo 


m - Ndo = [ff div F av 
S E 
Prova Em termos de suas componentes, a equação acima pode ser escrita como 


д. 
MERA 


26 \ av ay de = = || соза + Ncos B + Rcos y) do 


S 
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É suficiente então estabelecer as trés equações: 


ji M dx dy dz = || M cos a do 


i So dx dy dz = \| М cos a do 


jj DR. dx dy dz = Jj R cos a do 


e somar os resultados. Vamos começar pela última destas equações e prová-la 
em condições especiais. 

Vamos supor que E é um conjunto de pontos (x, y, z) satisfazendo a uma 
relação do tipo g(x, у) < z < f(x, y) para todo (x, у) em V, onde V é uma 
regiáo conexa do plano xy. Vamos supor que as fungóes f e g sáo contínuas 
em Ve satisfazem em V a relação g(x, y) < f(x, y). Isto significa que V é a proje- 
ção de E no plano xy. Se conduzirmos por um ponto de V uma reta paralela 
ao eixo z ela interceptará E em dois pontos que sáo as extremidades de um seg- 
mento de reta que une a superfície z = g(x, y) à superfície z = f(x, y). A super- 
fície S fica entáo dividida numa calota superior S,, dada por z = f(x, y), nu- 
ma calota inferior S, dada por z = g(x, y) e possivelmente de uma parte cilín- 
drica S, gerada por uma reta paralela ao eixo z percorrendo o contorno de V. 
A normal externa а S tem em S, uma componente z náo-negativa, em S, uma 
componente z não-positiva e em S, a normal é paralela ao plano xy. 

A idéia da demonstracáo é bem simples. Vamos expressar a integral tripla 
como uma integral dupla estendida a todo V. Mostraremos entáo que a integral 
dupla tem o mesmo valor que a integral de superfície do teorema. 

Temos 


ПЕС ЕЕ 


Mas, a integral 


zœ» OR 
— d 
| ec.» OZ 


pode ser calculada pelo segundo teorema fundamental do Cálculo, Secção 5.8.2, 
resultando: 


| jj M dx dy dz = || IR, у, 70, У) — Е, у, д(х, YN) dx dy 


V 


Quanto à integral de superfície temos 
|| R cos y do = [| R cos y do + M R cosy do + | R cos y do. 
S Si 5, 5; 


Mas em S, a normal é paralela ao plano xy; resulta pois que cos у = 0 e a in- 
tegral sobre $, é nula. 
Sejam 


Р(х, y) = хі + yj + f(x, Ук 
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Р(х, у) = хі + yj + g(x, y)k 
as representações de S, e S,. Em S, a normal N tem a mesma direção que 


— X GP. assim podemos escrever 
дх dy” р 


(| К cosy do = M R dx dy = M R[x, y, f(x, »)) dx dy 


S Si у 
Em S, a normal М tem a direção oposta à de GP x 2P assim 
dx dy 
(| R cos у do = — (| R dx dy = n Rix, y, g(x, y)] dx dy 
S, 5, y 
Entáo, 


(| (Rix, у, /(х, Y] — Rix, y, g(x, »)]] dx dy 


V 


\| R cos y do 


Segue entáo que 


10 T dx dy dz = | R cos y do 


A demonstracáo das duas primeiras fórmulas é análoga. 


EXEMPLO 1 Use o teorema da divergéncia de Gauss para resolver o Exem- 
plo 4 da Secção 19.5. 


Solução F(x, y, 2) = SzkeSéa esfera x? + y? + z? = 16. 
Do teorema da divergéncia de Gauss, o fluxo de F através de S é 


ffr Nac = ff div F dV 
S E 


Como F(x, y, 2) = Szk, div F = x (52); isto é, div F — 5. Assim, 


[[r Nas 5 [fav 


Como o volume de E é o da esfera de raio 4, temos 


f f Е · №0 = 5[£n(4)] 
S 


= 12807 


Comparando a solugáo do exemplo acima com aquela do Exemplo 4 na Sec- 
ção 19.5, observamos como o teorema da divergência de Gauss pode simplifi- 
car o cálculo de uma integral de superfície. 
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EXEMPLO 2 Se F(x, y, 2) = x?yi + y?j + xzk, e S é cubo no primeiro oc- 
tante, limitado pelos planos x = 1, y = 1, 2 = 1 e pelos planos coordenados, 
ache o fluxo de F através de S. 


Solução O cubo está na Figura 1. O fluxo de F através de S é 
ffF- Nac 
NS. | 


Para calcular essa integral de superfície diretamente, teríamos que calcular seis 
integrais de superfície, uma para cada face do cubo. Aplicando o teorema da 
divergéncia de Gauss com 


FIGURA 1 


. 21025 5 д 
PESE ) + = (кә) 


= 2ху +2y+x 


temos 
ffr Nac = fffaiv rav 
5 Е 
- f; f; IN (2xy + 2y + x) dz dy dx 
E INN (2xy + 2y + x) dy dx 
= (В [x + jg x] dx 
o = [x n4 | 


= х? + x 
о 
=Z 


Na Secção 19.4 vimos uma segunda forma vetorial do teorema de Green, co- 
'nhecida como teorema de Stokes no plano (Teorema 19.4.4): 


PF-Tas = ffrotF-k da m 
EE : 


onde C é uma curva fechada simples, seccionalmente contínua em R?^ e Dé a 
região limitada por C. Estenderemos agora esse teorema para o espaço tridi- 
mensional. 


19.6.2 TEOREMA 
Teorema de Stokes 


Sejam M, Ne R funções de três variáveis x, y <, tais que elas tenham derivadas 
parciais primeiras contínuas em uma bola aberta B em ЁЗ. Seja S uma super- 
| fície seccionalmente suave contida em B e seja C uma curva fechada simples 
e seccionalmente suave que é a fronteira de S*. Se F(x, y, 2) for М(х, y, Di + 
+ N(x, y, Dj + R(x, y, Dk, М for o vetor normal unitário para cima de S e 
T for o vetor tangente unitário de C, onde s unidades é o comprimento do arco 
medido desde um dado ponto P, sobre C até P, entáo 


F:Tds- || rct F- Ndo 
adr uat | 


S 


*N. do R.: A curva C também é denominada bordo de S e denotada por dS. 
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O teorema de Stokes estabelece que a integral de linha da componente tan- 

gencial de um campo vetorial F ao longo da fronteira orientada C de uma super- 
. fície S pode ser calculada através da integral de superfície da componente nor- 
mal da rotação de F sobre S. 

O Teorema 19.6.2 está restrito a superfícies para as quais N é uma normal 
dirigida para cima de S. Um enunciado completo do teorema de Stokes, envol- 
vendo superfícies com uma orientação e para as quais a normal unitária N pode 
ser adequadamente definida, pode ser encontrado em textos de Cálculo Avan- 
cado, onde também pode ser encontrada a demonstracáo do teorema. 

. A Figura 2, mostra uma superfície S com uma curva de fronteira orientada 
C para a qual o Teorema 19.6.2 se aplica. Uma equagáo de S é da forma 
z = f(x, y), onde f tem derivadas parciais primeiras contínuas na região. D que 
é a projecáo de S sobre o plano xy. A curva C é a projeção de C sobre o plano 
xy, e C e D estáo definidas como no teorema de Green (Teoréma 19.4.1). O 
sentido positivo ao longo de C é o mesmo que o sentido positivo ao longo de 
C, que é anti-horário. A Figura 2 também mostra as representações dos vetores 
N.e T. 

Uma outra forma da equação do Teorema de Stokes obtém-se ao escrever 
dR no lugar de T ds na integral de linha. Temos entáo 


Prova Lembrando-se que T ds = ахі + dyj + dzk, segue que devemos provar 


M M ES 


(6-50) 


Y No teorema da divergéricia é suficiente estabelecer as trés fórmulas a seguir 


$ мах = aas - ®у dx dy 
$ 


FIGURA 2 ф Nay = ge dedo - DN dy dz 
. S 
фка = ore у dz — E de dx 
S 


e entáo somar os resultados. 
Vamos nos limitar ao caso em que S pode ser representada por 


z — f(x, y) para (x, y) em D 


onde D é a projeção de S sobre o plano xy (ver Figura 2). A curva C tem por 
projeção em xy a curva C. Enquanto (x, y, 2) percorre uma volta sobre C, no 
sentido indicado na Figura 2, o ponto (x, y, 0) sua projecáo no plano xy, per- 
corre uma vez C, no sentido correspondente. 

Pelo teorema de Green, temos 


ф MG y, 2) dx = | Mix, » Дх, Y) dx = - 1 + A LL) ка, 
c D 
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Por outro lado, da Secgáo 19.5 e das fórmulas (9) e (10), temos 


2 de as: – y dx dy - mno 2 - A) dx dy 


Segue entáo que 


ðM 


Jv dx dy 


M 
ф ма = (SE ас ах = 
C 92 
.s 
Do mesmo modo estabelecemos as fórmulas análogas para N e R. 

Se trocarmos o sinal de N, ambos os membros da fórmula acima mudarão 
de sinal e ela continua válida. O caso geral pode ser tratado usando uma de- 
composição num número finito do que foi feito aqui, seguido por um processo 
com limites. 


EXEMPLO 3 Seja o campo de forças F definido por 
F(x, y, z) = —4yi + 2zj + 3xk 


€ suponha que $ seja a parte do parabolóide z = 10 — x? — y? acima do pla- 
no 2 = 1. Verifique o teorema de Stokes para esse F e para S, calculando cada 
um dos seguintes: 


(a) $ Е - dR onde uma equação vetorial de C é R(r) = 3 cos й + 3 sen rj + k; 
(b) $, F-T ds; 


(с) [frotr-N ac. 
S 


Solucáo A Figura 3 mostra a superfície S e a regiáo D, que é a projegáo 
de S sobre o plano xy. A regiáo D é limitada pela circunferéncia x? + y? = 9. 
A curva C, que é a fronteira de S, é a circunferéncia com centro em (0, 0, 1) 
e raio 3 no plano z = 1. 


(a) Temos a seguinte equação vetorial de C: 
R(t) = 3 cos ti + 3 sentj + К Oxt«2nz (2) 
Assim, 
R'(t) = —3senti + 3 cos tj (3) 
$. F + dR = | ЕВ): R(0 de 
Е ("12 sendi + 2j + 9 cos tk) - (—3sen ti + 3 cos tj) dt 


- | (36 sen? t + 6 cos t) dt 


2n 10 22 

=з | RE ao | cos t dt 
0 2 0 

2n 

= 18t — 9 sen 2t + беп E 


= 36x 
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(b) Para calcular $ F + T ds, obtemos uma equação vetorial de C, tendo 
C 
s como um parámetro, onde s unidades é o comprimento de arco medido do 


ponto onde £ = 0. Como E = [R'(t)| temos de (3) 


ds 
— = 4/9 sen? t + 9cos? t 


dt 


= 3 sen? t + cos? t 


Portanto, s = 3t + C, e como s = 0 quando / = 0, С = 0. Assim, 
S = 3t | | 
De (2) com t = is, obtemos 
R(s) = 3 cos 151 + 3 sen 15) + k 0<s< бп 
Como T(s) = DjRG, temos 
Т(5) = —senási + cos ¿sj 0<5< бл 
Logo, 
$ F-Tas= f. FR(9) - T(9 ds 
E. f (— 12 sen 451 + 2j + 9 cos 3sk) · (—sen 151 + cos ásj) ds 


= E (12 sen? 35 + 2 cos 15) ds 


бя | — cos 25 6n i 
zl Lh cos 35 ds 


= 6s — 9'sen2s + 6sen 5], 
= 36л 
(c) Primeiro calculamos rot F. 
i j k 
0 o д 
Е >| —– >= — 
d Dx vo Z 
—4y 2z 3x 
= —2i — 3j 4k 
Assim, 


ff rot F Nae = ff(-2i — 3) + 4k) - N do 
5 s : 


Para calcular essa integral de superfície aplicamos (9) da Seccáo 19.5, pois 
N é uma normal unitária superior. O campo vetorial é —2i — 3j + 4k; 
assim M = —2, N = —3 e R = 4. Como uma equação da superficie é 
z-10-x'- y 


Јо, у) = 10-х? у?  fíxwy--2x  fyey--2y 


1126 


(0, 0, 4) 


C4 


(2, 0, 0) 


x 
FIGURA 4 


(0, 3,0) 
y 
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Logo, 

ff rot F `N do = [[[—(—2(—2х) - (3-29 + 4] dA 

S D 

= ff (—4x — бу + 4) dA 

D 

= EE (—4r cos 0 — 6r sen 0 + 4)r dr do 
2n 4 3 

- | —= r° cos 0 — 2r'sen6 + 2r? | 10 
о 3 0 


= |; (—36 соз 6 — 54 sen8 + 18) 40 


— 36 sen @ + 54 cos Ө + 180" 


= 367 
Os resultados das partes (a), (b) e (c) são todos 367. Verificamos, portanto, 
о teorema de Stokes para esse F e para S. 


EXEMPLO 4 Use o teorema de Stokes para calcular a integral de linha 


ф-та 


se F(x, y, 2) = xzi + хуј + уче С for a fronteira orientada da superfície que 
consiste па parte do cilindro z = 4 — x? по primeiro octante que ё delimitada 
pelos planos coordenados e pelo plano y = 3. . 


Solucáo A Figura 4 mostra a superfície S e a fronteira orientada C que 
é composta de quatro arcos Cj, С,, C, e C,. Do teorema de Stokes, 


фета = [[ rot F -Ndo 
| $ 


i j К 
0 0 ð 
F = + + 
rot Ox Oy Oz 
xz xy y? 
= 2yi + xj + yk 
Assim, 


$ F-Tas- ffQyi «xi + yk) Nac 
S 


Como N é um vetor unitário superior, calculamos o valor da integral de super- 
fície aplicando (9) da Secgáo 19.5. Como o campo vetorial é 2yi + xj + yk, 
então М = 2y, М = xe R = y. Uma equação de S éz = 4 — x?. Logo, 


foy-4-x' М, у) = -2х Ју) = 0 


Assim, temos 


$.F-T4s- (ft- (21-29 — x(0) + y] dA 
D 


= ffxv + y da 
D 


Exercícios 19.6 1127 
A regiáo D está encerrada pelo retángulo no plano xy, limitado pelos eixos x 
e y e pelas retas x = 2e y = 3. Logo, 


$, F-Tds= fé o (4x + y) dy dx 


2 t 1 3 

- | ES +2 y| dx 
o 2” Jo 

= IN (18x + 3) dx 

= 9х? + Ap 


= 45 


EXERCÍCIOS 19.6 


Nos Exercícios de 1 a 4, verifique o teorema da divergéncia de 


xi + yj + zk ‚ . " 
. DY = >i f f 
Gauss para F e S. 16. F(x, y, 2) xia yb. S é a fronteira da regiáo fora 
da esfera x? + y? + z? = 1e dentro da esfera x? + y? + 


1. F(x, y, z) = 2zk; Sé a esfera x? + y? + z? = 1. + 22 = 4. 
2. F(x, y, z) = xi + yj + zk; S ёа esfera x? + y? + z? = 9. 
3. F(x, y, Z) = xyi + yzj; S é o cubo limitado pelos planos coor- Nos Exercícios de 17 a 22, verifique o teorema de Stokes para 


denados e pelos planos x = 1, y = lez = 1. F e S dados. 
4. F(x, y z) = 4d — 2yj + zk; S é a parte do parabolóide 
z =x? + y? abaixo do plano z = 4. 17. F(x, y, 2) = yi + x?j + z?k; Sé o hemisfério 


x? + y? + z? = 1 acima do plano ху. 
Nos Exercícios de 5 а 8, para o Е e o S do exercício indicado 18. F(x, y, 2) = хі + y?j + z?k; S é o hemisfério 


nos Exercício 19.5, encontre o fluxo de F através de S pelo teo- x? y? 4 z? « ] abaixo do plano xy. 
rema da divergéncia de Gauss. 19. F(x, у, 2) = y% + xj + z?k; S é a parte do parabolóide 
z — x? + y? abaixo do plano z = 1. 
5. Exercício 21 20. F(x, y, z) = xyi + y? + 2k; S é a superfície do Exer- 
6. Exercício 22 cício 19. 
7. Exercício 25 21. F(x, y, 2) = -3yi + 3j + 2k; Sé a parte do plano z = 1 
8. Exercício 26 dentro do cilindro x? + y? = 9. 
22. F(x, y, 2) = 2@ + 3xj + 4zk; S é a parte do parabolóide 
Nos Exercícios de 9 a 16, use o teorema da divergéncia de Gauss z = 4 — x? — y? acima do plano xy. | 


para calcular a integral de superfície | F-:-Ndo para F e 
S dados. $ Nos Exercícios de 23 a 28, use o teorema de Stokes para avaliar 


o i inh $ F: Td 
9. F(x, y, 2) = x?yzi + xy?zj + xyz?k; S é o cubo no primei- a integral de linha С s para Fe С 


ro octante, limitado pelos planos х = 1, у = 2ez = 3. 23. F(x, y, z) = 4yi — 3zj + xk; C é o triángulo com vértices 


10. F(x, y, 2) = бхі + 3yj + 2zk; Sé o tetraedro com vértices em (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, O, 1). 
na origem e os pontos (3, 0, 0,), (0, 1, 0) e (0, O, 2). 24. E(x, у, 2) = (y — Xi + (x - 2) + (x — Nk; C é o triángulo 
11. F(x, y, zZ) = хі + yj + zk; S é a esfera x? + y? + z? = 4. com vértices em (2, 0, 0), (0, 2, 0) e (0, 0, 1). 
12. F(x, y, 2) = хі + yj + zk; Sé a fronteira da região delimita- 25. F(x, у, z) = —yi + xj + zk; Cé a circunferência x? + y?=4 ` 
da lateralmente pelo cilindro x? + y? = 9, abaixo pelo pla- no plano xy. 
no xy e acima pelo plano z = 4. 26. F(x, y, z) = yz + xyj + xzk; C é o quadrado em vértices 
13. F(x, y, z) = xi + y?j + 2?k; S é a superfície do Exer- em (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0) e 2, 2, 0). 
cício 12. 27. F(x, y, Z) = (2y + sen! xi + eri + (х + ln(z? + Ok; 
14. F(x, у, 2) = xi + y? + z?k; S é a superfície do Exer- C é o triángulo com vértices em (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, O, 2). 
cício 11. 28. F(x, y, 2) = (2z — e*)i + (x? + sen yj + 0? - tg 2k; 
15. F(x, y, z) = 2 + 2yzj + 3zk; S é a fronteira da região en- C tem a equação vetorial R(t) = cos fi + sen fj + К, 


cerrada entre os planos coordenados e o plano x + y +z = 1. 0x t « 2л. 
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EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 19 


Nos Exercícios 1 e 2, ache o campo vetorial conservativo tendo 
a função potencial f. 


= 2х?у + 3xy (b) f(x, y, Z) = xe” — уде? 
1 
x + у? +4? 


1. (a) f(x, у) 
2. (а) f(x, у) = е^ соз y + хеп у; (b) f(x, y, 2) = 


Nos Exercícios de 3 a 6, prove que o campo vetorial E é conser- 
vativo e ache a função potencial. 


_ 2у2 by. 
3. Fœ, у) = 1+ ay ++ 4х2у%) 
4. F(x, y, 2) = (6x — 4у)і + (z — 40)j + (у – 82k 


5. F(x, у, х) = z? sec? хі + 2уе? + (3y?e* + 22 tg xk 
6. F(x, у) = (у sen x — sen у)і — (x cos y + cos x)j 


Nos Exercícios de 7 a 10, ache rot F e div F para o campo veto- 
rial dado. 


7. E(x, y, 2) = еі + еј + ek 
8. F(x, y) = sen уі + sen xk 


1 2x. 
9. F(x, = — - — 
( ) = 7 у) 


10. F(x, y, 2) 


х 
= Ži + Lj + k 
y 2 x 


Nos Exercícios de 11 a 18, calcule a integral de linha sobre a cur- 


va C. 


11. (Ес dR; E» = 3yi - 4}; C R(t) = 211 - 1,0<t< 1. 


12. for : AR; F(x, y) = (x + yji + O -xjCcR()- Di 4 (Cj 
do ponto (8, 4) ao ponto (1, 1). . 

13. Los + 3y)dx + xydy; C R(t) = 4sen fi — cos, 0 < t < л. 

14. [.Qx + y) dx + (х.— 2y) dy; C x? + y? = 9. 

15. f. y! dx + 22 dy + x? dz; C: R(t) = (t — Di + (t + Dj + £^k, 
Oxtx1. 

16. fe хе? dx — xe dy + e dz; C: R) = гі + 12) + Pk, 0<t<1 
1. [E - dR; F(x, y, 2) = 3xyi + (Ay? — хој + 6zk; C: a 
cúbica retorcida R(1) = fi + 1% + Pk, 0s t « 1. 

18. for : dR; F(x, у, 2) = 2xi + 3yj + zk; C: a hélice circular 

R(f) 2 cos й + 2 sen tj + К, 0 < t < 2л. 


Nos Exercícios de 19 a 26, prove que o valor da integral de linha 
dada é independente do caminho e calcule o valor da maneira 
mais conveniente. Em cada exercício, C é qualquer curva seccio- 
nalmente suave de A até o ponto B. 


19. [oe dx + xe” dy; А é (1,0 e Bé (3, 2). 


20. E - ) ax + (-&- )an a0. 1) e B é (6, 3). 


21. n : dR; F(x, у) = (cosy — y cos xi — (sen x + хеп y)j; 
A é (0, +1) e B é (л, 0). 

2. ler ; dR; F(x, у) = (Оху - 2y)i + (x? — 2x + 3y?)5 А 
é (2, -DeBé(3,2)- 

23. f. 3y dx + (3х + 4уау + 2z dz; А ё (0, 1, -1) e B 
ё (1, 2, 0). 

24. | z sen y ах + xz cos y dy + xsen y dz; A = (0, 0, 0) 
e Bé (2, 3, +7). 

= ramsa- (1-A) (adC 
AéQ, -1, l)e Bé (4, 2, —2) 

26. [E - dR; 


F(x, у, 2) = Qxy + 3ygi + (х? - 
A€(0,2,1)eB€(1, -1, 4). 


4yz + 3xz)j + xy - 2y?)k; 


Nos Exercícios de 27 a 30, use o teorema de Green para calcular 

a integral de linha. 

21. $. (3x + 2y) dx + (3x + y?) 2, onde С é a elipse 
16x? + 9y? = 144. 


28. $ mo + D dx 7 


determinada pela curva VX + Vy = 2 е pelo intervalo [0, 4] 
nos eixos x e y. 


dy, onde C é a curva fechada, 


29. $. e* sen y dx + e* cos y dy, onde C é qualquer curva fe- 
chada suave. 

30. $. (x? — y?) dx + (у? + x) dy; onde Céa circunferén- 
cia x? + y? = 1. 

Nos Exercicios 31 e 32, use o Teorema 19.4.2 para encontrar a 

área da regiáo dada. 


31. A regiáo encerrada pela parábola y = xle pela reta y = x + > 
32. А regiáo encerrada pelas duas parábolas у = x?ex? = 18 — 


Nos Exercícios de 33 a 36, ache o trabalho total realizado quando 
um objeto é deslocado ao longo do arco C dado, sob ação do 
campo de forcas dado. Suponha que o arco seja medido em me- 
tros e a forca em newtons. А - 


33. к y) = 2х2уі + (x? + 3y); С: é o arco da parábola 
= 3x? + 2x + 4 de (0, 4) a (1, 9). 
34. Fo y) = хуй — x?yj; C: o arco da circunferência x? + y? =4 
de (2, 0) a (0, 2). , 


Exercícios de Revisáo do Capítulo 19 


35. F(x, у, 2) = (ху - Zi + yj + zk; C: o segmento de reta 
da origem ao ponto (4, 1, 2). 

36. F(x, y, 2) = хуа + ej + (x + 2k; С: R(t) = 36 + Pj + 
+ 21fk;0 < 1 < 3. 


Nos Exercícios 37 e 38, verifique o teorema da divergéncia de 
Gauss no plano e o teorema de Stokes no plano para Y e R dados. 


37. F(x, у) = 4yi + 3xje А ёа região limitada por x?? + y?? = 1, 
38. F(x, у) = 3х2 + 4y?j e А é a região limitada pela elipse 
9x? + 16y? = 144. 


Nos Exercícios 39 e 40, use o teorema de Green para encontrar 
o trabalho total realizado pelo campo de forcas dado em virtude 
do deslocamento de um objeto no sentido anti-horário, uma volta 
em torno da curva C. Suponha que o arco seja medido em me- 
tros e a força em newtons. 


39. C é a circunferéncia x? + y? = 4; 

F(x, у) = (xy? + cos xi + (x? + ej. 
40. С ёа elipse 9x? + y? = 9; 

F(x, y) = (2x — 3у)і + (x + 2y)j. 


Nos Ехегсісіоѕ 41 e 42, ache a taxa de escoamento do fluido pa- 
ra fora da regiáo R limitada pela curva C dada, se F for o cam- 
po de velocidades do fluido. Suponha que a velocidade seja me- 
dida em centímetros por segundo e a área de R seja medida em 
centímetros quadrados. 


41. F(x, у) = (4x — 3yJi + (Sy — 4x?)j; С ё o triángulo retán- 
gulo com vértices em (0, 1), (0, 4) e (4, 4). 

42. F(x, у) = (y? + 129)i + (4y — х2); Céaelipsex? + 4y? = 16. 

43. Ache o valor da integral de linha 


| ——À— dx +——^— ау 


C x? + y x? + y? 
se C for o arco da circunferência x? + y? —:4 de (42, 4/2) 
a (- 42, 42). 


44. Aplique o teorema de Green para calcular a área do quadii- 
látero com vértices nos pontos (0, 0), (3, 2), (1, 5) e(-2, 1). 


45. Calcule a integral de superfície || xy do, onde S é a parte 
s 
do plano 3x + 2y — z = 0 no primeiro octante, abaixo do 
plano z = 6. 


46. Calcule a integral de superfície [| x? do, onde S é a parte 


$ 
do cilindro x? + y? = 1 no primeiro octante, limitada pelo 
plano xy e pelo plano z = 1. 
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47. Calcule a integral de superfície |! x do, onde S ёа parte 
5 
do cilindro 5 = 9 — x? по primeiro octante, limitada pelos 
planos coordenados e pelo plano y = 2. 


48. Calcule a integral de superfície | | xyz do, onde S é a parte 


$ 
do cilindro y? + z? = 9 entre os planos x = lex = 4. 

49. Ache a massa da parte da esfera x? + y? + z? — 4 no pri- 
meiro octante, se a densidade de massa por unidade de área 
em qualquer ponto (x, y, z) da superfície for kz? kg-m?, on- 
de k é uma constante. 

50. Ache a massa do hemisfério x? + y? + z? = 4 acima do 


plano xy, se a densidade de massa por unidade de área em 
qualquer ponto (x, y, z) sobre a superfície for (4 — z) kg-m?. 

51. Um funil tem a forma da parte do cone x? + y? = z? entre 
os planos z = 1 ez = 4. Se a densidade de massa por unida- 
de de área em qualquer ponto (x, y, z) sobre a superfície for 
(10 — z) kg-m?, ache a massa do funil. 

52. Suponha que a superfície S seja a parte da esféra x? + y? + 
+ 2? = 9 que está acima da regiáo D no plano xy, encerra- 
da pela circunferéncia x? + y? = 1. Se o campo de veloci- 
dades do fluido for dado por F(x, y, z) = — yi + xj + 3k, 
ache o fluxo de F através de S. 


` 53. O campo de velocidades de um fluido é dado por F(x, y, z) = 


= 2xi + 2yj + 34К e a superfície S é a parte do parabolóide 
z= 4 — x? — y? acima do plano xy. Ache o fluxo de Е 
através de S. 

54. Verifique o teorema da divergéncia de Gauss se F(x, y, z) = 
= HieS fora esfera x? + y? + z? = 4. 


Nos Exercícios 55 e 56, use o teorema da divergência de Gauss 
para avaliar a integral de superficie | F - N para F e S. 
S 


‚55. F(x, y, 2) = 2xi + yj + 2zk; S é a fronteira da região deli- 


mitada lateralmente pelo cilindro x? + y? = 16, abaixo pe- 
lo plano xy e acima pelo plano z = 2. 

56. F(x, y, z) = хі + y? + z?k; Sé a fronteira da região de- 
limitada pelo cone z = yx? + y? e pelo plano z = 1. 


Nos Exercícios 57 e 58, verifique o teorema de Stoken para F e S. 

57. F(x, y, 2) = zi + 4xj + 2zk; Sé a porção do parabolóide 
z = 9 — x? — y? acima do plano xy. 

58. F(x, y, 2) = xyi + yzj + xzk; Sé o hemisfério x? + y? + 
+ z? = 16 acima do plano xy. 


Nos Exercicios 59 e 60, use o teorema de Stokes para calcular a 
integral de linha $. F - T ds para F eC. 


59. F(x, y, z) = (z + ln(x? + 1)i + (cos y — x?)j + (3y? - 
— e*)k; C tem a equação vetorial R(t) = cos fi + sen tj; + k, 
onde 0 < f < 2л. 

60. F(x, y, z) = —2yi + 3xj + zk; C é a circunferência 
x? + y? = 1 no plano xy. 


К 


O problema central das equações diferenciais, em sua forma mais simples, já 
foi estudado na Secção 5.1 em Antidiferenciação e nas Secções 5.8.1 e 5.8.2 
nos Teoremas Fundamentais do Cálculo. Trata-se de determinar qual a funcáo 
J(t) cuja derivada f’ (7) é conhecida, ou seja, dado que 


Р = 90 
entáo ; 
/@ = [20 + с 


А constante с ё determinada através do conhecimento de algum valor particu- 
lar da função f(t). Por esta razão, a resolução de uma equação diferencial é 
chamada de integração. 


* N. do E.: Este capítulo foi especialmente preparado para a edição brasileira. 
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As equações diferenciais têm uma importância muito grande nas aplicações 
de matemática. Sempre que indagarmos sobre a evolução de um dado fenôme- 
no susceptível de tratamento matemático, do qual sabemos algo sobre como 
varia no tempo, estaremos pretendendo resolver uma equação diferencial. Va- 
mos dar alguns exemplos a seguir. 


(a) Se y(t) for a porcentagem de individuos numa dada população abertamente 
contra a política do governo e (1 — y(r)) a porcentagem dos que são a fa- 
vor, é razoável supor que a variação desta porcentagem é simultaneamente 
proporcional aos dois tipos de atitude. Assim, 


dy(t 
SO = куба - у0) k »0 
(b) Uma das regras do capitalismo é que todo capital empregado deve render 
juros, ou seja, que a variação do capital C(£) no tempo deve ser proporcio- 
nal ao capital. Assim, 


20. = кС() к> 0 


onde о fato da derivada ser positiva caracteriza C(t) como função crescente. 


(с) Em geral, a variação da concentração C(t) de determinada substância no 
sangue é proporcional à concentração inicial e tende a diminuir com o tem- 
po. Assim, 


“СО. = кси к> 0 


onde o fato da derivada ser negativa caracteriza C(r) como função de- 
crescente. 


Passaremos agora a estudar os conceitos básicos e a seguir os métodos de 
resolução das equações diferenciais. 


Uma equação do tipo 
F(t, у(0), Vs PD) = 0 (1) 


onde y = y(t) é a função procurada, é chamada de equação diferencial de or- 
dem n. Assim sendo, a ordem de uma equação diferencial é a ordem da deriva- 
da mais alta da função incógnita que aparece no problema. A função y = ф(/) 
que transforma a equação (1) numa identidade é chamada solução da equação 
diferencial enquanto que o gráfico de p (t) é chamado de curva integral. A solu- 
ção representada implicitamente por $ (t, y) = 0 é chamada usualmente de uma 
integral de (1). 


> ILUSTRAÇÃO 1 Consideremos a equação y'(t) — y(t) = 0. Sabemos que, 
a menos de uma constante, a única função cuja derivada é ela mesma é a expo- 


nencial е!. E de fato, £ [е] ^e! = 0. Convém observar que, sendo c uma 


constante qualquer, 2. [ce] – се‘ = 0 4 
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20.1.1 DEFINICÁO 


Equacóes Diferenciais 


> ILUSTRAÇÃO 2 А função y(t) = e? é uma solução da equação diferencial 


de = эжей pos 4e" — 5QeU) + 6e = 0 < 


- à 
> ILUSTRACAO3 A função y(t) = $ é uma solução da equação diferencial 


(2) i 2: 22. +" = 0 poi (P – 2) + 1? = 0 4 


> ILUSTRAÇÃO 4 A função y(t) = e é uma solução de 


E - у = 0 pois (21е?) – (е!) = 0 ^ 


> ILUSTRAÇÃO 5 Consideremos as equações diferenciais 


JUNO + 21 y(1) = 0 (1) 
йу = (Y — y) dt (2) 
2 
(4) + уі = 1 | (3) 
x 
2 
Elas sáo todas de primeira ordem, enquanto que 25. - 3 + + 2у = 0 
é de segunda ordem. К f « 
EXEMPLO 1 Sabe-se que num movimento retilíneo uniformemente varia- 


do, como o próprio nome diz, a aceleração a = c é constante. Supondo que 


ds 


o movimento parte do repouso e sabendo que v = ai determine s(t). 
A dv _ = 
Solucáo Como DE a, então 
v(t) = | aat + C 
= at * c sendo t > 0 e c, constante 


Na expressão de v(t), fazendo ! = 0 obtemos v(0) = c, e, como o movimento 
começa do repouso, segue que c, = 0 e portanto v(t) = at. Assim, 
ds 
vt) = — = at 
(1) di 
entáo 


s(t) = [ar dt + с, 
= > at? + c, sendo t > 0 e с, constante 
Tomando / = 0 na expressão de s(t), teremos 5(0) = с, e então 


s(t) = + at? + s(0). 


Uma função y(t) definida implicitamente pela equação 6 (t, y, с, С, ..., Cn) = 0, 
que contém n constantes arbitrárias e é solução da equação diferencial (1), é 
chamada de solução geral da equação na região onde (1) é dada. Atribuindo 
valores às constantes су, Ca, ..., C,, obtemos uma solução particular de (1). 
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> ILUSTRAÇÃO 6 Retomando o Exemplo 1, temos que v(/ = at + c, e 


s(t) = E at? + c, são soluções gerais das equações diferenciais 
dv ds 
<= = q e = at 
dt dt 


Pudemos eliminar c, na expressão de v(t), pois sabiamos que v(0) = 0, e en- 
tão v(t) = at é uma solução particular da equação. No caso da solução geral 


s(t) = > at? + c4, c; só poderá ser determinado no caso de conhecermos al- 
gum valor particular da função s(t). Digamos que s(0) = 0 então c; = 0, e 


s(t) = i at? é uma solução particular da equação. «4 


O valor da função que permite eliminar a constante é chamado de condição. 
As condições são classificadas conforme o ponto em que são dadas, assim se 
a equação diferencial estiver definida para : e [a, b] e a condição for dada em 
a teremos uma condição inicial. Caso a condição seja dada num ponto t = a, 
ela é chamada de condição de contorno. O número de condições necessárias 
para a completa eliminação das constantes é igual à ordem da equação. 


Retomando o Exemplo 1, caso sejam dados v(0) e s(0), temos condições ini- 
ciais. Sendo a < 0, poderíamos considerar s(t,) como sendo o espaço percor- 
rido até a parada do móvel, teríamos então um problema de contorno. 


O grau de uma equação refere-se ao expoente da derivada de maior ordem 
que aparece na equação. 
Consideremos as equações diferenciais: 


dy TEE 

(a) di + ely 0 
dy Y а 

b 2. = 2, DY = 
( (2 дуга ар. TUM 

dy «dy у= 
(с) de 5 dt бу = 0 | 
(a) e (c) são do primeiro grau, enquanto que (Р) é do segundo grau. 


> ILUSTRAÇÃO 7* .O processo de difusáo de moléculas através da membrana de 
uma célula é bastante complicado. Existe uma aproximacáo simplificada da rea- 
lidade baseada na Lei de Fick: **o fluxo através de uma membrana é proporcio- 
nal à área da membrana e à diferença de concentração entre os meios separados 
por ela, se esta diferença de concentração for pequena.” 

Suponhamos que uma célula de volume constante V esteja mergulhada em 
um meio líquido homogêneo de concentração C,. O processo de difusão garan- 
te que existe um fluxo de moléculas através da membrana da célula em ambas 
as direções, até que a concentração da solução em seu interior C = C(t) seja 
igual a C,. (Veja a Figura 1) 

Sejam = m(t) a massa da solução no interior da célula, então pela definição 
de concentração, 


m(t) = V: C(t) 


* BASSANEZI, К. & FERREIRA Jr, W. Equações Diferenciais com Aplicações. São Paulo, 
HARBRA, 1988. p. 45. 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
LINEARES DE PRIMEIRA 
ORDEM 


Equações Diferenciais 


O fluxo pode ser representado por dm (taxa de variação da massa). Assim, 


a lei de Fick é expressa matematicamente por: 


dm 
DD = кА — 
; (С, С) 


Сото 


dm _ y. dC 


dt dt 
temos 

ac kA 

= = — (C,- С 

di V (C. ) 


onde A é a área da membrana (suposta constante) e k é a constante de permea- 
bilidade, determinada para cada solução, estrutura e espessura da membrana. 

Se C, > C(t) em cada instante г, o fluxo de moléculas será maior no senti- 
do de fora para dentro da célula e, portanto, entram mais moléculas do que saem. 


Isto implica que C = C(t) é crescente, isto é, E > 0. O contrário ocorre 


quando C, < C(t). 
Desta forma, podemos considerar k > 0 em ambos os casos. 
A solução geral da equação é dada por 


КА 
Са) cut + С, 


onde К ё a constante de integracáo. < 


Dada uma equação diferencial de primeira ordem, 


y'(t) = f( y) 
a situação mais simples que pode ocorrer em termos da função f é quando f 


não depende de y. Temos então 


DL . (0) (1) 


dt 
Segue então que 


y) = IE dt + c 


pelo segundo teorema fundamental do cálculo, Secgáo 5.8.2. É usual chamar 
| g(t) dt de primitiva da função y. A função y dada desta forma é a solução 
geral da equação (1). Observe ainda que se u for uma outra solução de (1) então 
como de = g(t) segue que u(t) = [90 dt + c, e podemos obter u(t) a 


partir de y(t) bastando fazer c, = c. 
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20.2.1 DEFINICÁO | A equacáo diferencial 


dy ES 
di + a(t)y = b(t) 


onde f(t, y) = —a(t)y + b(t) é chamada de linear de primeira ordem, 


Os dados do problema são as funções a(t) e b(t). É natural esperarmos que 
a(t) e b(t) compareçam em integrais no processo de resolução da equação. As- 
sim sendo, vamos exigir que elas sejam funções contínuas de t. А 

O problema que se coloca agora ё, dada uma equacáo diferencial linear de 
1? ordem, como determinar uma solucáo geral para ela. Para tanto vamos de- 
senvolver trés métodos de solucáo. 


1? Método de Solução Vamos supor que y(t) = u(t)v(t) onde as funções и 
e v são também desconhecidas. Substituindo na equação linear de primeira or- 
dem, teremos 


du dv. 


E + “dr + a(t) u бу = b(t) 
logo, 
du dv 
feta po m t 
‚| + au) + и-® b(t) 
Se escolhermos a função u de forma que ela satisfaça a equação 
P + a()u = 0 
então, 
dv 
—— = b(t 
AT (1) 
e 
dy _ bW) 
dt u(t) 


Mas a equação acima tem um segundo membro que só depende de / e assim, 
é do tipo anterior. Entáo, 


- (dO | 
v(t) | sur + а 
e a solução da equação dada sendo y(t) = u(t) v(t) dará 
y(t) = ult) (120. dt + a) 


Resta-nos entáo o problema de resolver a equacáo 


du А 
—— + a(t)yu- 0 
di (t) 
chamada de equação homogênea associada à equação linear de primeira ordem 


dada que, por isto, é chamada de equação não-homogênea ou completa. 
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Podemos reescrever a equacáo homogénea como 


du 
dt 
и 


= -—a(t) 


Mas sabemos que 


du 
a dt 
и 


di In |400) | = 


onde por In |u(t)| entende-se o logaritmo natural de |u(t)|. Segue então que 
4 | 
—— Іа iu(t)| = -a(t 
di lu(e)| (£) 
Mas esta equação tem um segundo membro que só depende de / sendo portanto 


do tipo anterior onde f só dependia de t. 
Assim sendo, i 


In ju(e)| - ja dt + c 


e ut] 


exp (- | a(t) dt + e) 


(exp €) E (- LO a) 


Chamando с, à exponencial de c, e usando o fato de que a função exponen- 
cial é sempre positiva, temos 


u(t) - exp (faw а) 


с, = 


= |g(t)| 


onde definimos a função g(t) como sendo u(t) - exp (1 a(t) a). Fica assim es- 


tabelecido que a função g tem módulo constante. Por outro lado, a função g 
é o produto da função u, que é derivável pois é solução da equação diferencial 
homogênea por uma função exponencial. Segue, então, que a função g é conti- 
nua. Vamos supor por absurdo que a função g não seja constante. Existiriam 
então dois valores de /, г, e ^j, tais que g(t)) = —c,e g(t,) = с. Como g é con- 
tínua, segue que deve assumir todos os valores entre — с, e с, existindo portan- 
to um valor de t, digamos t*, tal que g(t*) = 0. Mas isto nào é possível, pois 
lg(1)| = с. Assim sendo podemos concluir que g(t) = с, е 


u(t) = C, exp (- [aco а) 


Logo, | 
- _ ON ) 
y(t) C, exp ( LO aJ ut) dt + с, 


= ехр (- [a(o а) . 20. dt + сехр (- [aco а) 


onde c = c,c,. Não aparece constante no primeiro termo pois a expressão de 
u envolve a constante c. 
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Vamos definir a função w(t) como sendo 
= LION dt 
W f u(f) 
Segue entáo que | 
Y) = ult) w(t) + u(t) 
Observe ainda que 


a _ аши). dw). 
di [u(t) w(t)); = di w(t) + u(t) dt 


= —a(t) u(t) w(t) + b(t) 


Logo, a função u - w é uma solução particular da equação linear. Além disso, 
podemos ver que a solução geral da equação linear é a soma da solução geral 
da equação homogênea com uma solução particular da equação não-homogênea. 
Este resultado é carateristico das equações lineares em geral. 


EXEMPLO 1 Determine pelo 1? método a solução geral da equação diferencial 
y'() = 2t y) +1 
Solucáo Consideremos em primeiro lugar a equacáo homogénea 


A = 2t u(t) 


cuja solução é 


u(t) = c, exp E a) E 
=c, exp (1?) 
Pelo 1? método, temos - 
dv(t) _ te-? 
dt с, 
“logo, | 
; 2,2 
v(t) = À [rear = 223 fae = -£ prs 
a 2c, 2C 
entáo, 
y (1) = u(t) v(t) 
2 
il —-e 
= Ci е! ( 2c, + a) 
1 2 
= = + се! 
2 
onde с = €C. 
2º Método de Solução Vamos considerar a função 


h(t) = y(t) exp (Jaco а) 
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Entáo, 


aht) _ 20. < exp (Гао а) + a(t) y(t) exp (Tao а) 


dt 
exp [ao ar) | LO + a(t) 0) 


ехр (Tato а) b(t) 


Usamos o fato de que 


-£ [exp ro) = A ` exp F(t) 
А ч А 
1 јао at = alt) 


Segue entáo que 


-£ E exp (Гао а) = b(t) exp (Гао а) 


Mas a equação diferencial acima é linear e com um segundo membro função 


somente de /, já resolvida anteriormente. Então, 
y(t) exp (y a(t) а) = IL exp (y a(t) а) dt + с 


Resolvendo em relação a y teremos a solução geral da equação linear. 


Observe que o fator exp (y a(t) а) ё chamado de fator integrante, pois se 


multiplicarmos ambos os membros da equação diferencial por ele é possível en- 
táo integrá-la. 


EXEMPLO 2 Determine pelo 2º método a solução geral da equação diferencial 
Y (1) = 21 y(t) +1 


Solução O fator integrante é exp (— t?). Multiplicando ambos os membros 
da equação diferencial dada pelo fator integrante, 


et (dr = 20) = ten 


dt 
и 
ye” = pe dt + c 
2 
e^ 
= -— + 
2 c 
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EXEMPLO 3 Dê a solução geral da equação diferencial 


GEH. e ыш 
s dt «с? 


Solução - Podemos reescrever a equação dada como 


Hy. oye te 
Hr а 


A equação homogênea associada é 


cuja solução é 


u(t) = c, exp (- f dt) 


= qero 


Pelo primeiro método segue que 


dv _ te” 
dt €i 
então, 
= 1 2t 
v(t) = P te dt + € 
1 


Integrando por partes 


LZ dt = e - > fex dt = e - + 
como 

Y(t). = u(t) v(t) 
temos 


y) = е! (2) + ce”! 


. onde c = cc, 
Pelo 2? método, temos o fator integrante 


exp (а) = е 


Multiplicando ambos os membros da equação dada pelo fator integrante, 
teremos: 


e! "1 + ely = te” 


logo, 


d у = 2t 
di O e» te 
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e 
уе! = L2 dt + c 
mas 
2t — 1 
te” dt = e” | ————— 
f é ( 4 ) 
logo, 


У({) = e! (2 L) + ce! 


Conforme já foi observado, a solução geral de uma equação linear pode ser 
encontrada somando à solução geral da equação homogênea uma solução par- 
ticular da equação completa. 

Vejamos um método para obter uma solução particular que, acoplado com 
qualquer método que dê a solução geral da equação homogênea nos permita 
encontrar a solução geral da equação linear. 


3º Método de Solução Resolva a equação diferencial y'(£) = —y(t) + P. 
Em primeiro lugar, consideremos a equação homogênea 
du 
—— —u 
dt 


cuja solução é u(t) = c, e*t. 
Consideremos agora 
w(t) = y(t)e~ 


onde tomamos a solução da equação homogênea e em vez de uma constante 
consideramos uma função de f, a qual devemos determinar. Substituindo w(t) 
nå equação dada, teremos 


ye~- Ne= -yDe'«P 


Segue então que 


an) = Det 
dt 
e portanto 


“AD = | erat 
Integrando por partes, teremos . 


yt) = te! – 3 | eat 
De! — Зе! + 6 | redt 


= Ге! — 3te' + 6іе! — бе! + с, 


1141 


20.3 Equações Diferenciais de Primeira Ordem com Variáveis Separáveis 


A solução geral y(t) da equação dada é tal que 


y() = ий) + w(t) 
се + 14-30 +61 – 6 + ce” 


ce + 13 — 32 + 6 — 6 


M 


onde fizemos c = c, + с,. 
Este método de encontrar uma solução particular da equação completa é cha- 
mado de método da variacáo das constantes. 


EXERCÍCIOS 20.2 


Ache a solução geral das equações diferenciais dadas. 


1. ty' (t) — W) = — 
3. ty' (t) — y(t) = (t - De 


5. ty" (t) + 2y (t) = 
1 l+t 1 
—у=————.е 
t t 

—y-tcost — sent 


7. у + 
9. ty' 


O (Sugestão: faça y (1) = 


2. ty' (t) —3y(1) = — 2nt 


4, D + y = cos x — senx 


. dx 

UC res ede) 
8.y' + ytgt = e^"'(tgt — 1) 
10. y'(t) = tgt y + cost 


20.3 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
DE PRIMEIRA ORDEM COM 
VARIÁVEIS SEPARÁVEIS 


20.3.1 TEOREMA 


Quando tratamos das equações lineares homogêneas tínhamos a seguinte si- 
tuação: 


WO alo) vt) 


Consideremos agora um caso um pouco mais complicado onde, em vez de y 
temos uma função de y, ou seja 


dy) _ 90) 
dt FO) 


` Podemos reescrever esta equação como 


10) Z = се) 


dt 
Seja F uma função tal que s = f(y) xo Segue, entáo, que 
dF 
KT = t) dt 
dt dt | 9 


pois, pelo teorema fundamental do cálculo, Secgáo 5.8.1, 


d E - dy. 

Er | ato) di = 90) = fo) E 
Logo, 

FO) = EO dt + с 


que define implicitamente a solução geral y(t) da equação dada. 
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: Convém observar ainda que se E = у) A então 


dF = f(y) dy 
e portanto 
F= [ro dy 


EXEMPLO 1 Encontre a solução geral de Y Е = 
Solução Podemos reescrever a equação dada como 
2 dy = г? 
^ gt 
- ou 
da (20) = 
аг 3 
Logo, 
ЭС) = 3 +c с sendo uma constante arbitrária 
É l 
AA 
HD = P + с)? 
EXEMPLO 2 Determine a solução geral de 
DO р yip 
dt 
Solucáo A equação diferencial pode ser escrita como 
- 1l dA] 
1+ vt) dt 
ou seja 
I, DEN 
— [arc t t21 
ДЇ [arc tg y (t)] 
Logo, 
arctg у() = t c 
e 
y(t) = tg(t + c) 
EXEMPLO 3 Determine a solução geral da equação diferencial 


DO „„-, 
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Solução A equação pode ser reescrita como 
ey dy = e! 
dt 
mas 


».dy _ d pun 
e di [er] 


dt 
entáo, 
"1 len] = e 
Logo, 
e" -e rc e y() = In(e' + c) 


EXEMPLO 4 Calcule a solução geral da equação diferencial 
(1 - х) ау - y?dx=0 


Solução Podemos reescrever a equação como 


A dy. 1. 
y? dx 1-x 


mas 


1 dy des 
y? dx uu c9 


-L = [2 аса - x) 
l-x 


Temos entáo 


y Inc(l - х) = 1 


EXEMPLO 5 Calcule a solugáo geral da equacáo diferencial 


day 1+ у? 
dt 1+ 22 
Solucáo Podemos reescrever a equacáo dada como 
¿E dol l1 
l+» dt 1+? 
сото 
1. dy _ d 
Tep ks eU [arc tg y], segue que 


arc tg y = arc tg £ + с, 
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Donde 
y = tg [arc tg £ + c] 


mas 
tga +t 
tola + B) = 80 + tg _ 
el B) Dou dia 
Logo, 
TRUNG nto 
1-1:1-tgc, l - ct 


 ondec = tg с. 


Vejamos um exemplo de aplicação das equações diferenciais com variáveis se- 
paráveis. 


> ILUSTRAÇÃO 1: Crescimento Específico ou Lei da Alometria* 

Nem todas as partes do corpo de um indivíduo têm em cada instante um de- 
senvolvimento proporcional. A cabeça de uma criança cresce mais lentamente 
que seu corpo. O rápido crescimento dos pés de um adolescente, comparado 
com o résto de seu corpo, causa muitas vezes alguns transtornos. A Alometria 
estuda estes diferentes padrões de crescimento. 

O tamanho de um órgão pode ser a medida do seu volume, peso, compri- 
mento ou área lateral. 

Sejam x = x (t) ey = y (t) os tamanhos de órgãos ou partes do corpo distin- 
tos de um mesmo indivíduo, num instante /. 

Dizer que uma parte cresce mais rapidamente que a outra é o mesmo que 
colocar 


dx dy 
dt dt 


Uma maneira melhor para se poder relacionar diferentes crescimentos é atra- 
x ; Je > puse ies 1 
vés do crescimento específico ou relativo de cada órgào, definido por — EI ; 
X 
Assim, se o crescimento absoluto for exponencial, seu crescimento específico 
será constante (verifique!). 
A Lei da Alometria estabelece que, no mesmo indivíduo, **os crescimentos 
específicos de seus órgãos são proporcionais””. O modelo matemático é, pois, 


1 dx 1 dy 
E EDI. 1 
x dt y dt 0 


com x > бе y > 0 e К constante (taxa de crescimento relativo). 
Nesta equacáo x e y sáo variáveis equivalentes. Usando a Regra da Cadeia 
podemos escrever 


dx 


PA 
dy ) (2) 


ck (ве maneira análoga vale I k 
y dx x 


* BASSANEZI, R. & FERREIRA Jr, W. Equações Diferenciais com Aplicações. São Paulo, 


HARBRA, 1988. p. 57-58. 
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Separando as variáveis e integrando, obtemos 


Inx=klIny+lIncc>o0 (3) 
ou 
x=cy(x>0ey> 0) (4) 


Na prática é comum usar a equação (3); tomamos 
X = Inxe Y = In y, e então, X = kY + с 


e, assim, num gráfico log-log os tamanhos se correlacionam na equação de uma 
reta! | | 

О mesmo mecanismo da Lei da Alometria, isto é, a proporcionalidade entre 
crescimentos específicos, é usado no estudo do metabolismo, das diferencas ra- 
ciais etc. Um exemplo de aplicacáo da Equacáo (4) foi dado por Bertalanffy 
(1973) relacionando o peso W(t) e o comprimento /(r) de peixes 


E 
W0) = Wo (40) « 
EXERCÍCIOS 20.3 
Resolva as equações diferenciais 
-19 
ах + (25 Jo -o 2. x€(y - Ddx+ у(х + D dy = 0 
dy |... V 2 = = 
ES END 4. (1 + х?) dy xy dx = 0 
, 1 Es y? , 3 
Г) = ————— EN = EEE 
5. y' (0) п $n (0) (1 + y?) 
= iy? 
y. = Жз . 8. ху(1 + х?)ау — (14 у?)уах=0 
9. (2 + y) dt. o 3) dy = 0 10. ¿(1 + 3) dy = y(21 + 3) dt 
11. dp + p S57. 409 = 0 | - 
CT eost ^^ : si 12.'tg x sen? y dx + cos? x cotg y dy = 0 
13. 3e* tg y dx + (1 ~ ех) sec? y dy = 0 : Je 
15. (xy? + x) dx + (x?y — y) dy = 0, sendo y(0) = 1 ‚14. (1 +.e%) y y” = ех, sendo y(0) = 1 


20.4 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
"^ .'* HOMOGÊNEAS 


20.4.1 DEFINICÁO 


A palavra homogéneo é usada para qualificar algo que tenha uma estrutura ou 


composição uniforme. Em Matemática, significa que os símbolos considerados 


. tém o mesmo grau matemático, ou dimensáo, nos símbolos considerados. 


Uma expressáo em te y é chamada de homogénea de grau n se, substituindo 
t por Àt e y por Ay, obtivermos A" vezes a expressão anterior. Isto é, 


'"A(At, Ay) = 4" A(t, y) 


O termo homogêneo refere-se ao fato das variáveis ѓе y comparecerem com 
o mesmo grau. 


> ILUSTRAÇÃO 1 A expressão 1? + ty + y? é homogênea de grau 2, pois 
(А1)? + ANAY) + AYP = A? (P + ty + y? 
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A expressão [x? + y?]'? + x sen r é homogênea de grau 1, pois 


[(Ах)? + (Ay)]"2 + Ax sen zo = 4 (pe + y?! + x sen xj 4 


20.4.2 DEFINICÁO A equação diferencial 
A(t, y) dt + B(t, у) dy = 0 


é chamada homogénea quando A (t, y) e B(t, y) forem homogéneas de mesmo 
grau. 


P» ILUSTRAÇÃO 2 A equação diferencial 
(x? + xy) dx + 2y?dy = 0 


é homogénea, pois (x? 4 xy)e 2y? são homogéneas de grau 2. я 


>» ILUSTRAÇÃO 3 Consideremos a equação diferencial linear 
y (E) + alt) y(t) = 0 


Ela pode ser reescrita como 
a(t) dt + Y dy -0 


Para que fosse homogénea, deveríamos ter a(t) e L como homogêneas de 
mesmo grau, o que nem sempre acontece. No caso de a(t) = i , por exemplo, 
ela seria homogénea, pois + e L são homogéneas de grau - 1. 

y 


Vamos explicar em que sentido está sendo usado o termo homogénea para 
a equação y'(£) + alt) y(t) = 0. 
Consideremos um sistema linear 


Ах = b 


onde 4 é uma matriz real n х n, b e x são vetores em А". O sistema Ах = 0 
é chamado de homogéneo pois as coordenadas de b = 0 sáo homogéneas, to- 
das iguais a zero, apresentando assim uma composição uniforme. 

A equação y'(t) + a(t) y(t) = b(t) pode ser escrita como 


[D + a(t) 1] уб) = b(t) 
| onde devemos entender que 

[D + a(t) 1] »() = Dy(t) + a(t) y(t) 
L + at) y() 


Por analogia com sistemas lineares, a equação 
[D + a(t) 1] y(t) = 0 


é chamada de homogénea. 
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Dada a equação 
A(t, y) dt + B(t, у) ау = 0 


onde A e B são homogéneas de grau л, considerando a transformação 
y = tx, a equacáo dada tornar-se-á uma equacáo com variáveis separáveis. 
De fato, como A e B sáo homogéneas de grau л, 


A(t, y) dt + B(t, y) dy = t" (4 (1, 2) dt + в(1, 22 dy] =0 
Assim, | 
a(i, +) dt + в(1, +) dy = 0 


Tomando 
у= іх então dy = tdx + xdt e 
AQ, x) dt + BG, x)[tdx + хаў = 

Logo, 
[AQ, x) + xB(1, x)) dt + 1В(1, х) dx = 0 


E, portanto, 


LI- 20 BU) E 
dE UE BO n 


com variáveis separadas. | 4 


EXEMPLO 1 Resolva a equação diferencial 
му dt - (^ – у?) dy = 0 


Solucáo As expressões 2ty e — (t? — y?) são homogéneas de grau 2. Usan- 
do a transformação y = іх, dy = tdx + xdt resulta 


(a + x?) dt — 2x [гах + ха] = 
Logo, 
(1. + x? ~ 2x) dt - хах = 0 


1-x 
Integrando, teremos 
In? + in - x) = Inc 
ou 
ni(i — z = Inc, 
Assim sendo, 


2 
t- cout у= а 
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> ILUSTRAÇÃO 4 Espelho Parabólico* 

Os raios luminosos provenientes de uma fonte luminosa puntual incidem em 
um refletor espelhado, de modo que todos os raios refletidos saem paralelos. 
O problema é determinar a forma do refletor que tenha esta propriedade. 

Consideremos a origem de um sistema cartesiano o ponto de onde partem 
os raios luminosos e o eixo das abscissas, disposto na mesma direção do feixe 
refletido. 

Seja P(x, y) o ponto de incidência sobre o refletor de um raio luminoso. 

A Figura 1 representa uma secção do refletor pelo plano xy que contém o 
eixo das abscissas e o ponto P(x, y). 


FIGURA 1 Espelho parabólico 


Estamos supondo o refletor com uma superfície suave. Assim, podemos con- 
siderar a reta tangente no ponto Р à curva, determinada pela intersecção do 
plano xy com o refletor. Seja Q a intersecção desta reta com o eixo x. 

O triángulo PQO é isósceles porque o ângulo de incidência é igual ao ângulo 
de reflexão; então .QO = OP = x? + y?. Portanto, 


tga=— E (1) 
| х + үх? + y? 


Como tg a é o coeficiente angular da reta tangente à curva у = q (x) no pon- 
to P(x, y), temos 


Чу ane YV = es, (2) 
dx x + yx? + y? 


que é uma equação homogênea, sugerindo a mudança da variável 2 = dE 
: x 


No entanto, se racionalizarmos o denominador da equação, podemos escrever 


dy | y - ух? +y) DM tro (3) 


dx xX- (x! 4 у?) 
ou 
уйу + хах = x? + y! dx (4) 


que pode ser escrita ainda por 


YY + хах Z qx ^ ou с + yj = dx 


* BASSANEZI, К. & FERREIRA, Jr, W. Equações Diferenciais com Aplicações. São Paulo, 
HARBRA, 1988. p. 98-99. Ё 
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Logo, 


/х? + y? = х + с ouy? = 2сх + c? (c constante) 


que ё uma família de parábolas сот o foco па origem (fonte de luz). Se cada 
corte do espelho for uma parábola, a superfície procurada será um parabolóide 


. de revolução. 


4 


EXERCÍCIOS 20.4 


Resolva as equações diferenciais dadas. 


1. 
3. 


. Resolva dy = 
dx 


2(4y + 50) dt + (Sy + 7) dy = 0 
d 

us (t ду) = 0 
dt ( ») 


4:0. 1:95 = 0, sendo y(4) = 2 


ах у 


· Uma curva passa pelo ponto x = 2, y = le tem por coefi- 


ty 


: x ; | 
ciente angular -( ) em cada ponto. Determine a 


a equacáo da curva. 

-x + 2y — 5 
2x - y+4 
x=u+a,y = у + Bonde a e f são encontrados resolvendo 

-a+2B=5eZa-2B=-4. 


mediante a substituição 


2. [2t y(t) + 3? (0) y (0 + OH) + 21?) = 0 


Re A е 
' dt 1 - 4? 


6. уй = йу — |? + y?]1? dt 
8. Uma curva passa pelo ponto x = s y = Oe tem por coe- 


y+ p? + ya? 


ficiente angular em cada ponto. Determi- 


ne a equação da curva. 


10. Prove que ( + y)? + ^ (t — y)? 7? = cé a solução de 
(at -— by) dy + (bt — ay) dy = 0. 


20.5 EQUAÇÃO DE Trata-se de uma equação diferencial do tipo 


BERNOULLI 


y'(t) = P(t) y(t) + Q(0 v"(t) onde т ž 0em # | 


Para resolvê-la façamos a substituição 


y) = xt) 


onde k deve ser determinado. Teremos então 
y'( = Кох) x(t) 
e a equação dada se transforma em 


k xt- (0) x 0) = РО) x*(t) + QU) хк) 


entáo, 


A 


x (t) = k 


Ри) хи) + 4- QU) хте 


Vamos escolher k de tal forma que 


mk -—- К+ 1 = 
ou 


p= 


m-1 


0 


e então a equação dada se transforma numa equação linear. 
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EXEMPLO 1 Resolva a equação diferencial 


d 
O y y + Пу? = 0 
dt y + ty 


Solucáo Podemos reescrevé-la como 
d. sr ER 
dt T e o 


-1 


Fazendo y = x”! pois k = 2 1 


= —1, entáo 


y' = —х-?х' 


e entáo a equacáo dada se transforma em 
Zx yt = - хоре хт? ou seja x'-—x-t 


que é uma equação linear. A equação homogénea é 


1 : 1 dx ] 
'-—-——х = 0 ou se = — = — 
x Р x u seja dt i 
Portanto, 
d 1 
-8 n I 
a uo 
Assim, 


Inx=iIinct e х= с, 
Tomando na equacáo completa x — uv, entáo 


, 


x' = u'v + uv e uy + uv = a = 1 


Горо, 


(w Lu) y + ur =! 


Tomando u como solucáo da equacáo homogénea, teremos 


TNE уы З 
Cat €; 
portanto 
1 
v(t) = —t + c 
€; 
e 
х) = u(t) vt) = et E ya «| "M 
: 2 
1 
Como y(t) = ———-, temos 
mo y(t) x 
y => 


t? + ct 
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EXEMPLO 2 Resolva 


y Зу = уз 
x 

Solucáo Dividindo ambos os membros da equação por y$, obtemos 

y Sy — 3 у- = 1 

х б. 

Seja у = у-*, portanto v/ = —-4yoy' е у-у = – n 
Entáo, temos 

ly -2,=1 ou v 4 2. y 2-4 

4 x X 


Multiplicando ambos os membros pelo fator integrante x7, e como 


2. (ух?) = v'x2 + 12yx"! 


temos 
d(vx") = —4x" dx 


Integrando, obtemos 


» ILUSTRACÁO 1 Crescimento de peixes (von Bertalanffy)* 

A pesca sempre foi um elemento importante para a sobrevivéncia de muitas 
raças. Com o desenvolvimento de materiais sofisticados e muitas vezes preda- 
tórios, o estoque de peixes diminuiu muito, até mesmo causando o perigo de 
extinção de algumas espécies. Atualmente existem leis internacionais que defi- 
nem a maneira como a pesca deve ser efetuada, impondo controle sobre o ta- 
manho das redes, tamanho das malhas e períodos de aprisionamento. Os mo- 
delos matemáticos podem ser utilizados para se medir o efeito de tais controles 
e estabelecer em que condições o peixe pode ser capturado. O peso p(t) de cada 
espécie é dado pela equação de von Bertalanffy (obtida experimentalmente): 


de = ap?? — Вр (1) 
t 

a qual estabelece que o aumento do peso de um peixe é proporcional à área 
de sua superfície (a é a constante de anabolismo, representando a taxa de sínte- 
se de massa por unidade de superfície do animal). f é a constante de catabolis- 
mo, representando a taxa de diminuição da massa por unidade de massa. 


A equação (1) é uma equação de Bernoulli com n = +, isto é 


dp = ap? 
dt + Вр = ap 


* BASSANEZI, R. & FERREIRA, Jr, W. Equações Diferenciais com Aplicações. São Paulo, 
HARBRA, 1988. p. 79-82. 
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Fazendo a substituição z = p! -?? = p!^, vem 


dz A р-2з dp = A р-з (ap-?^ — Вр) = a _ L, 


dt 3 de 3 з 3 
ои ѕеја 
E + E 2 = ES (equacáo linear) 


cuja solução é dada por 
z= ГЭ + Се-#З (verifique!) 
Portanto 


p) = (4) ( + CÊ 22] 


Quando £ = 0, o valor de p é insignificante. Usamos p(0) = 0 e obtemos 


(2) ( + oy = 0, e então 1 + CB = orma 
В a a B 
(4) (1 — ey, 


3 
Quando t cresce, p tende a P, = (4) . Tomando k = É. temos 


Assim, p(t) 


p(t) = Po (1 — et) 


que fornece o peso do peixe em cada instante f. 

A equação (2) é chamada equação de von Bertalanffy para o aumento de pe- 
so do peixe. Um estudo desta equação nos fornece algumas informações inte- 
ressantes: 


derivando (2) em relação a t, obtemos 


de = 3k P, (1 — ee 


derivando mais uma vez, 


dp o. 3k? P, e-* (1 - e-*)(3 e-* – 1) 


dt? 
dp _ = › po. = 
Agora, 7 = 0 quanto t = 0 ou quando t> +œ e i =0Oset=0, 
In 3. 
t> +00, t= . 
ou co, OU k 


Ainda, se p # 0 então de > 0, ou seja, o peso é sempre crescente, tendo 


um valor limite Р... Matematicamente P, é ““atingido'* quando f — + oo, mas 
na realidade este ''tempo infinito” é de aproximadamente 10 anos! Esta contra- 
dição pode ser minorada se, por exemplo, estabelecermos que 99% do peso li- 
mite de um peixe é atingido depois de 10 anos. 
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Por outro lado, t* = =з. é um ponto de inflexào da curva obtida de (2) 
nd é o instante 


e p(t*) = Р. (1 - e- ! = 0,296 P... O valor /* = 
de maior variação de peso do peixe, pois -22. atinge seu valor máximo ет 


t = t* (veja a Figura 2). 


FIGURA 2 Curva de von Bertalanffy para crescimento em peso de peixes 


Do princípio da Alometria (veja a Ilustração 1 da Secção 20.3) sabemos que 
o crescimento do organismo é proporcional à superfície do corpo: então, pode- 
mos escrever a equação (1) na forma E 


HD. 0$ 
dr ^95 - Вр (3) 


sendo S a superficie fisiológica do organismo. 

Para expressarmos S e p em termos do comprimento linear f do organismo, 
assumimos que este cresce isometricamente e tem uma constante específica gra- 
vitacional. Assim, 


5 = аер = bl? (a e b constantes) 


Portanto, 


dp _ d (pp, app E. 
dt dt (00) ai dt 


: Estes valores, substituidos na equação (3) nos dão 


3b £ = аа — Bot 


ou seja 
dt a B. 
— = À -— kl, onde å = K—ek = 
dt тшй эрү 3 e 
A equação (4) é autónoma e sua solução é dada por 
E 
f E E RE —kt 
(t) k Ce 


Usando a condição inicial *(0) = 0, obtemos С = E 
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. Por outro lado, o comprimento limite £, é dado quando / > œ, 


isto é, £, = 2. Desta forma, obtemos a expressáo 


(t) = fo (1 — et) 


denominada equação de von Bertalanffy para o crescimento, em comprimento, 
do peixe. 4 


EXERCÍCIOS 20.5 


Dé a solução geral das equações diferenciais. 


d 
1.240 + 2у = 
dE P? 
3,0. 4 0 A 
dt t 
5. yy” + y? tgt = cos? t 
7. y? dx — (2ху + 3) ау = 0 


ух (e dy ау = 0 


3 DE „у? 
ат 


4. ху — у = y? 
> 4 
6. y'(t) = — y + Ny 
1 
8.2xy Y -у%+ух=0 
dx 


10. 3x dy = y(1 + x sen x — 3y? sen x) dx 


20.6 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
EXATAS 


Até agora sabemos resolver as equações diferenciais autônomas tipo = g(t), 
а 


as lineares p + a(t = b(t} e as separáveis us LION 
( уу (t) p di TO) 


Em geral somos capazes de resolver. equações do tipo 
d 
— F(t, = 0 
di (t, y) 


pois se a derivada de F em relação a t for nula segue que F(t, y) = c, c constan- 
te, e esta equação define y como uma função implícita de f. 
Como reconhecer que uma dada equacáo 


ма, y) + Ма, y) = 
é a derivada em relação a t de alguma função F(t, у)? 
Observe que 


IF, дЕ dy 
ES ду dt 


pela regra da cadeia. Assim sendo, a equação dada é da forma £ F(t, y) se 
e somente se 


L ка, y) = 


дЕ ôF 
LE NC, 
a us (t, y) = y 


Enunciaremos a seguir um teorema que fornece uma condução necessária e su- 
ficiente para M(t, y) + N(t, y) dy ser a derivada em relação a / de uma função 


Ма, у) = 


| F(t, y). A demonstração foge ao contexto deste livro e pode ser encontrada em 


qualquer texto de Cálculo Avançado. 


20.6 Equações Diferenciais Exatas : 1155 


20.6.1 TEOREMA | Se M(t, y) e N(t, y) forem funções contínuas e com derivadas parciais contí- 
nuas em relação a te a y no retângulo dado por a < t < bea «y < p, então 
a condição necessária e suficiente para que 


AL дЕ дЕ 
M(t, у) = —— t, y) — 
(£, y) xo € N(t, y) ду 
é que 
s - E no retángulo. 


EXEMPLO 1 Verifique se a equacáo diferencial 
1+(1+ е» + (1 + ге») -2 = 0 
satisfaz as condições do teorema. 


Solução Temos M(t, y) = 1 + (1 + ty)e%e N(t, у) = 1 + Г e”, então 


D = te? + t(l + ty) e" = е? + tye? 
e 

IN 

L = ме” + у?е» 

дї dic E 
Logo, 

IM _ ON 

ду ді 


Vejamos como proceder para determinar F(t, y). 


1? método De E = M(t, y) temos 


F(t, y) = { мо, y) dt + h(y) 


Como JF _ N(t, y) temos 
dy 
дЕ д а 
—— = N(t, = — | Mtt, dt + — h 
5 t, y) эу (мо, у) jy ^0 
Entáo, 


dh(y) _ 8. 
m NOR | ми, y) dt 


que determina A(y). 
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2º método De —— = N(t, y), temos 


F(t, у) = | ма, у) dy + k(t) 


onde k é uma função arbitrária de t. Como + = M(t, y), então 


д а 
M(t, у) = -— 1, L k(t 
(y) = 37 [NE y) dy + LK) 

e k(t) fica determinado pela equação 


250). = Ми, у) - É [NG ») ау 


3? método De — = M(t, ye TE = Ма, y), temos 


F(t, у) = { ма, у) + у) e Ру) = [NG y) dt + ка) 


Determinamos então A(y) е k(t) por inspeção. 


EXEMPLO 2 Determine a solução geral de 
D (0 t)e9 + (1 e») Y = 0 
dx 
Solucáo Como 
M(t, y) 2 1 + (1 + ty) e”, então 
F(t, y) = {п + (1 + ty) ev] dt + Һу) 


[a + x fe d(ty) + "1 | ty e" d(ty) 


=t+ leo + 1 (ty ev — er] + h) 
y y 


Resolvemos a integral | ty e" d(ty) por partes. 
Então, 


F(t, y) = 1+ 3 t te" — z e" = t + te” 


Para determinar h(y), como E = N(t, y) segue que 


Ма, y) = D [me y) dt Pe 


Exercícios 20.6 


Logo, 
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ah) - (1 + P e») — te” = ] e portanto 


dy 


F(t, у) = {+ te" + y = сё а solução. 


EXEMPLO 3 Determine a solução geral da equação diferencial 


3y + e' + Gr + cos y) LD = 0 


Solucáo Temos M(t, y) 


IM 
ду 


li 


3y - e' e МІ, y) = 3t + cos y. Então, 
QN 


= 3 e também —— = 3. 


дї 


Seja entáo F(t, y) tal que 


Da 


= t, > 
Эг Ма, у) 


ou seja 


F( y) 


Entáo, 


3E 
ðy 


Portanto 


dy 


donde a solução é 


logo F(t, y) = мо, y) dt + h(y) 


[Gr + e) dt + h(y) 
3ty + el + h(y) 


dh 
= = 31 = 31 + — 
N(t, у) + cos y dy (у) 


hy) = sen ye F(t, у) = My + е + seny = с 


EXERCÍCIOS 20.6 


Resolva as equações diferenciais. 


1. 


3 
5 
7 


тті 


3 


(у = Prat - (у? - дау = 0 
. (cos 0 + 0 cos ф)аф + (sen рф — ф sen 0)d0 = 0 
4 + y? edt = – Qty е? – 3y?)dy 


. 2t? + 312у? Y =0 


2 
3 + y! E + 0 
2 
LE + aye + (yer ren = 0 


. Resolva pelo 2? método 
2x + x*e* e? + 4х3 e* e? + (xt ехе? + 2» Y =0 


. (4x2y3 — 2y)dx + (Axiy? — 2x)dy = 0 

. (8t + Ddy + BP + 3ydt = 0 

e — 2y e?) + (ty — 2e) 22- -0 

. 30 + 4ty + (2y + 21) Y =0 

. (у? + 38y)dt + (12y? + By + dy = 0 


. 3x?y + 2x cos y + (х3 - y - sn 9 = 0 


. Determine qual a função F(x, y) tal que 
dF = (àx?y + y3)dx + (x? + Зху?)ау 
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20.7 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
DE SEGUNDA ORDEM 
COM COEFICIENTES CONSTANTES 


| 20.7.1 TEOREMA 


As equações diferenciais de segunda ordem são equações do tipo 
VD = Kt, XD, y 0) 


Por exemplo, 
y"() = t cos x) + DCD) 


é uma equação de segunda ordem. Por solução da equação entendemos uma 
função que satisfaça a equação. Assim, por exemplo, a função y(t) = e” é uma 
solução da equação diferencial y” (£) = 4y(t) pois y'(t) = 2e? e y"(t) = 4e". 


> ILUSTRAÇÃO 1 Consideremos a equação diferencial 

y"(t) = 0, 
Vamos supor que í € [a, b]. Aplicando-se duas vezes o segundo teorema fun- 
damental do cálculo, Seccáo 5.8.2, temos 

X(t) = сі + с, 

Vemos que neste caso а solucáo geral depende de duas constantes arbitrárias. 
Frequentemente é necessário resolver a equação de segunda ordem sujeita a duas 


condições. No caso de serem dadas as condições y(a) e y' (a), teremos um pro- 
blema de valor inicial. Caso tenhamos uma condição em a e outra em b, tere- 


-mos um problema de contorno. 


É um problema bastante difícil resolver uma equação diferencial qualquer 
de segunda ordem. Mesmo o caso linear, isto é, a equação 


y"(t) + ay (N + b(0 IA = (o) 
escapa ao contexto deste livro. Assim, poderemos estudar táo somente o caso 
ay"(t) + by'(t) + суб) = 90) 


isto é, uma equacáo linear a coeficientes constantes. 4 


Existe uma propriedade que ё característica das equacóes lineares que dare- 
mos a seguir. 


Se as funções y;(t) e y,(£) forem soluções da equação homogénea 
ay"(t) + by'(t) + су) = 0 

então a função 
YA = coli) + ey) 


onde c, e с, são constantes reais arbitrárias, é também solução da equação. 


Prova Como as funções y,(t) e y(t) são soluções, então 


ау (Ð + brito) + суй) = 0 
e 


ау; @) + Бу) + су) = 0 


Multiplicando a primeira equação рог с, a segunda рог с, e somando, obtemos 


aleyr (0) + суу (01 + bley (À + соу: (0] + eleyi) + cod] = 0 


20.7.2 TEOREMA 


20.7.3 DEFINICÁO 


20.7.4 EQUAÇÕES 
HOMOGÉNEAS 
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ou seja 

aY"(t) + bY'(t) + cY() = 0 
Vejamos agora em que condições podemos considerar a solução Y(f) = c,y (4) + 
+ с›у,(ї) como sendo a solução geral da equação homogênea, isto é, se Y*(f) 
for uma outra solucáo da equacáo homogénea, entáo podemos. escolher c, e c, 


de tal forma que Y(?) = Y*(t). Vamos dar um teorema cuja demonstração foge 
ao contexto deste livro. 


Se y (0) e y(t) forem soluções da equação homogênea 


ay (0 + by'(r) + ct) = 0 

no intervalo a. « t < В, com 
VAYL) — УГУ) 

diferente de zero neste intervalo, então a função 
YO = cy (O + ev) 


é a solução geral da equação homogênea. 


A expressão у(у:(0) — yy.) ou 


| y Lt) 
AO) yD) 


é chamada de wronskiano das funções y, e y, e é indicado por 


W(t) = WD, УЛО) 


Passemos agora a estudar um método de resolução para a equação homogênea 
ay” (t) + by'(t) + cyt) = 0 


Se encontrarmos duas soluções cujo wronskiano seja diferente de zero, teremos 
então a solução geral. Observando a equação, vemos que os termos ay” (t), by' (t) 
e cy(t) devem ter soma nula. Para que isto ocorra, as funções y" (£), y'(t) e y(t) 
devem ter o mesmo ''aspecto"', ou'seja, não podemos pensar que y(t) seja, por 
exemplo, um polinômio, pois neste caso os termos ay” (t), by’ (t) e cy(t) seriam 
polinômios com graus diferentes cuja soma seria não-nula. No entanto, a ten- 
tativa y(f) = e", À sendo um parámetro a ser determinado, é válida, pois tor- 
naria o primeiro membro da equação uma combinação linear da função expo- 
nencial e*. Substituindo na equação homogênea y(t) por e^', teremos 


aA e"  bAe" + ce" = (аА? + БА + ce” = 0 


Como a função exponencial é diferente de zero, e^' é solução da equação ho- 
mogénea se e somente se À for uma solução da equação 


ай? + БА + с = 0 


chamada de eguação característica da equação dada. As raízes desta equação são 


А, = -b + yb? — 4ac e А, = -b — yb? — 4ac 


2a 2a 
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Conforme (b? — 4ac) seja positivo, nulo ou negativo teremos, respectivamen- 
te, duas raízes reais distintas, uma raiz dupla ou um par de números complexos 
conjugados. 


1º caso Seja b? — 4ac > 0. Temos então duas raízes reais distintas À, e 


А, e portanto duas soluções e^' e е^ tais que 
e et! 


Але" Ae! 


Wer, e^) = = (A, — А) еб + àt 


Como Wl[e*, e?r] z 0 segue que а solução geral é dada por 
Y(t) = cet + cet 


onde c, e c, sáo constantes arbitrárias. 


2? caso Seja b? — 4ac = 0. Teremos então uma única raiz dupla À, e por- 
tanto só uma solução e^" = y(t). 
Consideremos 


Xt) = y) + À 


: Substituindo y, na equacáo homogénea reescrita na forma 


у Ly + E y = 0 
. a a 
como 


эЧ) = VOA + yAV À 
e E 


HED = x" (vw + PDV + уу" 0 

teremos 
VOY @) + 290900 + уду” @ + E piov + »0v'0] + L »0w- 
= WAV + RIO + tod + bro) + D yi + S») 


= уду") + Di) + 2 yowo 


pois y,(£) é solução da equação. Segue que y;(/) é solução da equação dada se 


. v(t) for solução da equação diferencial 


уу") + Dy + 2 ywo = 0 


Vamos fazer agora v'(f) = u(t) e portanto v"(r) = u'(t). Lembrando que 
y (1) = ех", então 


e^ uti + PA et + + ex] u(t) = 0 


que é uma equação linear em u(t) e de primeira ordem. Observe que, do fato 
de conhecermos uma solução y,(f) conseguimos reduzir a ordem da equação di- 
ferencial. Por esta razão, este método é chamado de método da redução da or- 


. dem. Retomando a última equação, dividida por e^', teremos 


um + (a + bu -0 
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Segue então que 


ult) = p pU. 


Como queremos somente uma solução, vamos fazer К = 1, logo 


E ELO 
x dv e ^" 
ulf) = £ E = 
A de УЮ) 


Integrando e fazendo à constante de integracáo igual a zero, teremos 
-—1 


"0 = [5 т dl 


Portanto, 


-—=1 


vo = yo [E — dt 


vi (8) 
Observe que WLl»,(0), у,(0)] é diferente de zero, pois se fosse nulo, y, seria um 
i 
múltiplo de y, o que acarretaria у(/) constante, pois v(t) = Po mas entáo 
dv 1 
—— = 0, porém 
dt P 
b 
dv _ е pt x -(m s 2), 


= е 
dt POM 


que é certamente diferente de zero. 


3? caso Se b? — 4ac « 0 então teremos as raízes complexas 


e -b + і удас – b? E 2, o дй .— і удас = b? 
2а 2а 
Se, como anteriormente, Y(f) = се" + ce’, Y(f) seria complexo e precisa- 
ríamos de duas solucóes reais. Isto pode ser contornado da seguinte forma: seja 
(f = u(t) + iv(t) uma solução da equação homogénea com valores comple- 
xos. Entáo, 


alu” (t)  iv"(0] + b[u'(£ + iv'()] + clu(o) + iÐ] = 0 
ou seja 
lau” (t) + bu'(t) + си()] + Дау” (0 + bv'(t) + cv] = 0 
Isto significa que о número complexo do primeiro membro da equação é nulo. 


Mas se um nümero complexo é zero, sáo nulas suas partes real e imaginária, 
consequentemente 


au"(t) + bu'(t) + cult) = 0 
e, | » 
av"(t) + bv'(r) + cwt) = 0 

Assim sendo, cada solução complexa da equação homogénea dá origem a duas 
soluções reais. Consideremos então a solução complexa е^“. Vamos definir 


Ө = v4ac — b? 


2a 
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Entáo, 
(x * в), Е 
едн = ea ? = е 29 . elo: 


-— 1 
= е ? [cos 0 t + і sen Ө t] 


EN, E 
-e" cosÜt ie 


- — 
“2 sn0t 


E, portanto temos as soluções reais: 
ai 294 
yt = e "* cosÓOt e у) = e ^ senOt 


Vamos definir ф = — 2. e calcular Ие! cos 0 t, e” sen 0 1] 


Ие“! cos Ө t, е! sen 0 t] = 


e” cos 0 t e” sen O t 


pe” cos 0 t — 0 e ?' sen Ot pe" sen 0 t + Be” cos Ot 
Entáo, 
Wie” cos 0 t, e” sen 0 1] = | 
= pe”! cos 0t sen Ot + 0 e?" cos? Ot — ф e?" cos Ot sen Ot + 0e?* sen? Ot 


Oe?"(cos? Ot + sen? Ot) 
= ge» | 


dac — b? 
2a 

que Ие?! cos 0t, e” sen 0t] = 0 

Assim sendo, a solução geral neste caso é 


Lembrando que 0 = > 0 e que a exponencial não se anula, segue 


b b 
Y(t) = c, e "^ cost + ce " senOt. 
! i 2 


Podemos pensar que a solução complexa e? dará origem a mais duas soluções 


reais, entretanto 
b 
-——t -i8t 
e? =e № e 


zB d 
e Я [cos (-0 0 + і ѕеп (0 t) 


2a 


t „=з 
= е соѕ 601г – ie sen Өг 


b 


2a 


2b, y 
ou ѕеја е ^" cos 0 t = yt) e -e 


novamente as mesmas solucóes. 


sen 01 = —yt), portanto temos 


EXEMPLO 1 Радаа equação diferencial 

y” — у'@) — 200) = 0 
determine duas soluções y, e y, tais que WI» (0), YZ] * 0. 
Solução Seja y(t) = e^, então 

42-24-2=0 
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é a equação característica cujas soluções são A, = —1e À, = 2. Então, 
у) = е" e у) = е 


são soluções da equação dada. 
Além disso, 


e^ e 


YD, y AD] = =3e' 0 


—е-' 2е” 
Segue que 
Y(t) = ce~ + oe” 


é a solução geral da equação dada. 


EXEMPLO 2 Dada a equação diferencial 
y” — 4y'(t) + 410) = 0 
determine duas soluções y, e y, tais que Иру (1), y.(0] = 0. 


Solução A equação característica é 
A2- 4) + 4 = 0 


que tem À = 2 como raiz dupla. Assim sendo, y,(f) = e? é uma solução. 
Por outro lado, 


-—1 
a 


e 
O) 


4 
YA) = y) | dt = е” | 2 dt = te? 


Observe que 
WpAG, Y AD] = е“ = 0 
Segue que a solução geral da equação dada é 


Vt) = сех + a te”. 


EXEMPLO 3 Resolva a equação diferencial 
y" (t) + GD + By) = 0 


Solução : Ao tentarmos a solução y(t) = e^, teremos a equação caracte- 
rística 


А2 + 4А + 13 = 0 
cuja solução é 


А = 442 6 Z Z2 + 3i 


Segue que eC? +3 é uma solução a valores complexos da equação dada. Mas, 


eC? * 9" = e-Y(cos 3t + i sen 31) 
= e Y cos 3t + i e^? sen 3t 
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EXERCÍCIOS 20.7 


Resolva as equações diferenciais: 


1. у") 


d?y 
dt? 


S. y" (t) 


3. 


1. y" (t) 
2 

9, LY 
dt? 


+ 


5y'() + 610 =0 


dy A, 
dr 547-79 


10 y'(t) + 25 (1) = 0 


2y'() + 30 = 0 
25y(t) = 0 


20.8 EQUAÇÕES 
NÁO-HOMOGÉNEAS 


Equações Diferenciais 


Segue que as partes real e imaginária desta solução são soluções reais da equa- 
ção dada, assim 


»(t) = ev! cos 3t e — yy) = ет? sen 3t 
são soluções da equação dada e além disso 

WD ld, yAD] = Зет“ £ 0 
Logo, 

Y(t) = c,e7Y cos 3t + c, e^? sen 3t 


é a solucáo geral. 


2.»'(0 - YO + 4-00) =0 


2 
Ds. sy) =0 


а? dt 
dy „ау 

6. —— —2 —— +10) = 0 
d? dt x0 


8. у") - y'() + x0 = 0 
10. [0 (0) — WADA + 9 X0] = 0 


Vamos considerar agora a equação linear de segunda ordem com coeficientes 
constantes e nào-homogénea ou completa: 


ay"(t) + by'(t) + суб) = 900) 


Conforme já observado, em decorrência da linearidade, para obter a solução 
desta equação basta somar à solução geral da equação homogênea uma solução 
particular da equação completa. Como já estabelecemos como obter a solução 
geral da equação homogênea resta-nos o problema de determinar uma solução 
particular da equação completa. A exemplo do que já foi feito para as equa- 
ções lineares de primeira ordem, aqui também temos o método da variação das 
constantes. Sejam y,(t) e у,(ї) soluções da equação homogênea com WLy (0), 
y(0)] = 0. Então, . 


Y() = eG) + ce) 


é a solução geral da equação homogénea. Procuramos então uma solução par- 
ticular da equação completa da forma 


Ф(@) = un VD + ult) y) 
Temos 


p (0) 


UY, + UY] + UY) + uy 
[uyy + ug + dup, + ud] 
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Enquanto que 

o") = [шу + Uy? + шуу + uy] + [Uf y, + up + uf y, + uy) 
Podemos ver que 

[шу + му] = 0 


. então nào teremos na expressão de ф” as derivadas segundas de u, e u. 
Vamos modificar um pouco a equação dada escrevendo-a na forma 


У") + ay'() + By() = h() 


onde а = 2 в= Сен) = 1 д0) 
а а а 


Substituindo q(t) nesta equação е impondo as condições acima de que 


Up, + изу, = 0, teremos 


[uyi + uy + uy + uy] + a[uy + uy] + Blu y, + ui] = 
uy + uy + 4 Df + ау + Ву] + ыу; + ay; + By] 

UY, + Uy; 

pois y, e y, são soluções da equação homogénea. Assim sendo, q() = uy, + uy; 
será solugáo da equacáo completa se tivermos: 


0 


Ш 


UY, + uy 
e 

uj, + uy; = h(t 
Multiplicando a primeira equação acima por y;, a segunda por y, e subtrain- 
do uma da outra, teremos 

D: = Уу] ul = -hy 
Por outro lado, multiplicando a primeira equação por yf, a segunda por y, e 
subtraindo uma da outra, teremos 

Dy; — You; = hy, | 
segue entáo que 

, by, P — hy; 
uy = " " M и) = А А 
У» — УУ ЛУ) — УУ» 


Podemos então obter и, eu, por integração. 


D 


EXEMPLO 1 Ache a solução geral de 
y'() - HD) =? 

Solução A solução geral da equação homogênea é 
YO = ce' + ce! 


uma vez que a equação característica А? — 1 = O tem por raízes + 1. 
Seja entáo 


e(t) = и(де' + ue" 
e portanto 


0'(t) = [ще — ше] + [ше + ые] 
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20.8.1 MÉTODO DOS 
COEFICIENTES A DETERMINAR 


Equações Diferenciais 


Impondo a primeira condição, isto é, 
ие + ue! = 0 (1) 
e derivando outra vez, teremos 
Q"(f) = ue! + we^' + ие! — ије! 
substituindo p(t) e q” (0) na equação dada teremos 
ue'—uge'-n"n (2) 
As equações (1) e (2) formam um sistema linear em иг e u;. Então, 
1 
иү = — Per! 
BEN 
Integrando, teremos 
ul) =-0+t+ E Per! 
Substituindo a expressão de u, em (1), obtemos 
Mete P 


и; = 23 te! 


que integrada fornece o valor de u,, ou seja 


u = -0 -t+ + Pe! 


A solução geral é então 


XÀ = YO + 0) = се + ce – 2 -r 


As integrações que aparecem no método da variação das constantes, podem ser 
bastante complicadas. Dependendo da função g(r) que aparece no segundo mem- 
bro da equação é possível encontrar mais facilmente uma solução particular da 
equação completa. 


1? caso Suponhamos g(f) = a, t^ + a, att"! +... + at + a. Uma 
solução particular ф(7) deve ser tal que 
ap” (1) + bo (0) + colt) 


seja um polinômio de grau л. Uma tentativa óbvia é fazer de (f) um polinômio 
desconhecido de grau л, isto é, 


Ф@) = ан" + a, .,t 7! +... + а! Oe 
Entáo, 


p'(t) = na,t"-' + (n — Da, ^7? +... + а 
e 
e) = n(n — Da,t" -? +... + 3- 2a, + 2а, 


Substituindo na equagáo dada e obrigando o polinómio do primeiro membro 
a ser idéntico ao do segundo membro, teremos 


са, = а, са, + NDA, = а, ..., Са, + ba, + 240, = а, 
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a, 


Observe que a primeira equação dá o valor a, que é , € Æ 0, a segunda 


a, - 1 — nba 


equação dará o valor de a, _, que é — " e assim, sucessivamente, 


iremos determinar a, _ z, ... , 4, € as. Logo, caso c з 0, podemos determinar 
a solução particular q. 


No caso em que c = 0 e Q(f) = а" + apit"! +... + аі + оу 
ap" (f) + bo'(r) é um polinômio de grau (п — 1) enquanto g(t) é de grau n, 
temos, então, um problema. Se considerarmos, no entanto, qp(t) de grau (л + 1), 
tudo se acerta. Seja entáo 


o) = Ца" + a, 7! +... + аг + ау] 
0. 


Não é necessário considerar o termo constante em q(t), pois, y(f) = k, k cons- 
tante, é solucáo da equacáo homogénea 


ay"(t) + by'() = 0 


Como a solução da equação completa será calculada somando-se à solução ge- 
ral da equação homogênea uma solução particular da equação completa, ou seja, 


Xt) = YO + oA) 


podemos imaginar y(t) = k subtraída de q(t) e acrescentada a Ү(/). 
Os coeficientes а, A, - |, ... , Ap São determinados a partir da equação 


ap"(t) + Ьф'({) = а + at +... + a, 
pois 
Q'(f) = a, + 2a, +... + na, ,t^- + (п + Da,t” 


9"(t) = 20, * 3- 2a, t +... + (n + Yna,t^- !. 


Entáo, 


(n + 1) ba, = a, 
(n + 1) паа, + nba, = а, _ | 


2aa, + ba, = а, 


ese b з 0 а solução é única. 
O caso em que b = c = 0 pode ser facilmente resolvido por integrações, uma 
vez que temos 


y" (t) = X lat" + à, 7! +... + at + ag 
a 


Integrando duas vezes, teremos 


UE EE 
calm Ug. * Du 


2º caso Seja agora 
ay" (t) + by'(t) + суб) = (at^ + anit"! + ... + at + ae! 


Queremos eliminar е do segundo membro para recairmos no caso anterior. 
Consideremos então a substituição y(/) = e*'u(t). 
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20.8.2 TEOREMA. 


Equacóes Diferenciais 


Segue que 


y'O = (au(t) + u'(n)e" 
e 

у) = (u"(t) + 2au'(1) + aule 
Substituindo na equacáo dada, teremos 

au” (t) + Qaa + b)u'(t) + (aa? + ba + cy(t) = ай" +... catt a 
Se u(t) for solução desta equação, y(t) = e*'u(t) será solução da equação da- 


da e vice-versa. 
Como recaímos no 1º caso, existem três situações a serem analisadas: 


(1) O caso em que aa?. + ba + c = 0, isto é, е“ não é solução da equação 
homogênea. Então, p(t) = (a,t^ + ... + at + ae” é uma solução par- 
ticular da equação completa; 

(ii) o caso em que aa? + ba + с = 0, mas 2aa + b ; 0. Isto acarreta 
que e*' é solução da equação homogênea, mas te” não é. Então, 
Pl) = (a,t" +... + at + ate” é uma solução particular da equação 
completa; 

(iii) o caso em que aa? + ba + с = Ое 2aa + b = 0. Isto significa que a 
é uma raiz dupla da equação característica e portanto e“ e te” são solu- 
ções da equação homogênea. Então, ф(0) = (a,t" + ... + at + ante” 
é uma solução particular da equação completa. 


3º caso Vamos supor que 


ay” (t) + dy (O + cy(0) 
ou 
ay” (t) + by (O + суб) 


Para recairmos no 2º caso vamos precisar do teorema a seguir. 


cos wt 


sen wt 


Se y) = u(t) + iv(f) for uma solução a valores complexos da equação, com 
coeficientes reais 


ay"(t) + by CD) + cy(t) = g(t) + iht) 


entáo 


au"(t) + Би" (0) + cult) = gÀ 
e 
av"(t) + bv'(t) + cult) = hÀ 


Prova Basta substituir y(f) = u(t) + iv(t) na equação dada e igualar as par- 
tes reais e imaginárias do primeiro e do segundo membro. 
Se p(t) = u(t) + iv(t) for uma solução particular de 
ay (0 + by'(f) + cy(t) = (at +... + at + aye" 
a parte real do segundo membro é (a,t" + ... + а! + aj) cos wt e (at^ +... 
+ at + ау) sen wt é a parte imaginária. Segue então do Teorema 20.8.2 que 
u(f) = Re[o()) e vi) = Іт[ф(0)] 
são soluções particulares, respectivamente, de 
ay" + by" + cy = (a,t" + ... + at + ау) cos wt 


e 
ау” + by" + cy = (a,t^ +... + at + ау) sen wt 
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EXEMPLO 2 Determine uma solução particular de 
yO + y'O + AD =? 
Solução Seja 


Pl) = Po + at + at? 
Substituindo na equação dada, teremos 

at + (a, + 20,1 + (a, + a, + 2а, = 1? 
Logo, 


а, = 1 a, + 2а, = 0 е а + а, + 208, = 0 


е portanto 

а, = 1 а = —2 а = 0 
е 

P) = 21 + P 


ё a solucáo particular. 


EXEMPLO 3 Determine uma solucáo particular de 


у) — 4y'() + 4y(0 = (1414 P e 


Solução Seja y = ue", então, 

d?u 

=1+ + 02+ р 

dt? 

e 
2 p t^ t5 

u(t) = + + + — 

0 1-2 2-3 3-4 4-5 
Segue que 


t? tó 
= el —— +... + — 
eo e [15 Sr 


EXEMPLO 4 Determine uma solução particular de 
y "(0 + 4y(t) = cos 2t 

Solucáo Consideremos a equacáo a valores complexos 
y'() + 4y() = e” 


cuja equação característica A? + 4 = O tem por raizes А = + 2i e, assim sen- 
do, Y(t) = аме?" é a solução a ser tentada. Como 


V'(f) = all + 2ide e W"(t) = ay4i — 4De? 
entáo 
V'(r) + 440) = Aiae” 
Donde concluímos que a, = xx e 
YO = — 4E eu = — “(cos 21 + ¿sen 2f) = q sen 2 — i 4 cos 2t 
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Equacóes Diferenciais 


Assim sendo, 
e(t) = ReO} = E sen 2t 


é uma solução particular da equação dada. 


EXEMPLO 5 Determine uma solução particular de 


У) — Зу) + 2y(t) = cost + 3sent 


Solução Vamos tentar a solução (f) = a cost + b sen t, então 
V'(b = —asent + bcost e q"(f) = —acost — b sen t 
Logo, 


—acost — bsent + 3asent — 3bcost + 2acost — 2bsent = cost + 3sent 
resultando da identificação que 
a-3b=1 e 3a + Б = 3 
e assim а = leb = 0, portanto 
olt) = cos t 


é uma solução particular da equação dada. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Vibrações Mecánicas de Pequena Amplitude* 
Estudaremos aqui o. movimento de partículas representadas por pontos no 
espaço, que também podem ser corpos rígidos representados pelos seus centros 
de massa. 
O movimento de uma partícula no espaço será representado por uma função 
х({) = (x(t), x(t), x(t)) que nos dá o vetor posição para cada instante. 


dx . d. d. а 
A velocidade desta partícula é dada рог v 2 —— = x(t) = (E 18 xa ) 


dt dt ' dt ' dt 
que, como sabemos da geometria analítica, é um vetor tangente à trajetória. 


A aceleração da partícula é o vetor a = ах = x(t) = (x(t), x(t), xy(t)). 


A força também é uma entidade representada por um vetor, e o efeito de vá- 
rias forças F,, ..., F, sobre esta partícula pode ser representado como o efeito 
de uma só força F =F, + ...+ Е, obtida da soma vetorial; Е é chamada de 
resultante das forcas. 

A segunda Lei de Newton estabelece então que o movimento х(/) da particu- 
la m(m talvez variável com o tempo) deve satisfazer a equacáo 

d : 

3i (mx) = Е (1) 
onde F é a resultante de todas as forcas aplicadas sobre a partícula no mesmo 
instante. 

Esta lei é uma condigáo a ser cumprida entre o movimento x(£) da partícula 
de massa m e a forca F que atua sobre ela. 


* BASSANEZI, R., FERREIRA Jr, W. Equações Diferenciais com Aplicações. São Paulo, HARBRA, 
1988. p. 114-118. 
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Se pudermos prever a força F que atuará sobre a partícula, dada sua posição 
х no espaço, sua velocidade v, e o instante observado f, a segunda Lei de New- 
ton será então uma equação diferencial para o movimento. Isto é, se conside- 
rarmos F como função F(x, v, t), então, com a interpretação acima, o movi- 
mento da partícula deve satisfazer a equação vetorial (componente a componente) 


m r3 = Flx(2),.x(0), t] (2) 


que é uma equação diferencial ordinária para a função incógnita x(t). 

Do ponto de vista físico é claro que esta equação não caracteriza um determi- 
nado movimento, mas impõe uma condição sobre os possíveis movimentos. Para 
caracterizar um movimento é necessário que se especifique o ponto de partida 
X, e sua velocidade inicial vo. 

Estas condições todas podem ser reunidas em um problema matemático 


d ах \ _ : 

"dt (m a) = Ee X, D 

x(0) = x, (3) 
x(0) — v, 


que é o chamado problema de Cauchy para a equação diferencial. 

As dificuldades na resolução destes problemas dependem inteiramente do ti- 
po de função F(x, v ,t) que aparece na equação. No caso geral, este problema 
é extremamente difícil. 

Para obtermos um modelo. interessante, mas ainda matematicamente tratá- 
vel, devemos nos restringir a situações físicas de interesse, em que a função 
F(x ,v, t) é relativamente simples. 

O problema físico de vibrações mecânicas em torno de uma posição de equi- 
líbrio é de grande importância nas aplicações em Engenharia e na Física, e tam- 
bém como um protótipo de equações diferenciais ordinárias, onde vários con- 
ceitos de idéias matemáticas são desenvolvidos e apreciados. 

O oscilador harmônico, que estudaremos mais abaixo, talvez seja o modelo 
de comparação mais utilizado em Física pela sua relativa simplicidade e pela 
quantidade de conceitos importantes que apresenta. O desenvolvimento inicial. 
da Física Atômica, por exemplo, baseou-se em grande parte no modelo mecá- 
nico e na linguagem do escilador harmônico. 

Vamos analisar o comportamento de uma partícula de massa m, constante, 
restrita ao movimento sobre a reta, e sob a ação de três tipos de forças: 


1. Uma força elástica que tende a resultar a sua posição de equilíbrio em 
x = 0. Esta força será uma função do deslocamento f(x), tal que f(0) = Oe 
хр) < 0, se x = 0, isto é, não há força sem deslocamento e se houver um 
deslocamento x, a força atuará sempre no sentido oposto a ele. 


2. Forças de atrito, que poderão ser de duas formas: 


a. Força constante contrária ao movimento, causada por atrito de contacto (Lei 
de Coulomb), como, por exemplo, devido à restrição que a partícula tem pa- 
ra se movimentar em uma reta. 

Neste caso, F, = — 5(У)Е,, com s(0) = 0, s(v) = l sev > 0, s(v) = — 1 
sev < 0 e F constante positiva. 

b. Forga provocada pela resisténcia ao movimento imerso em um meio viscoso 
e que para velocidades baixas pode ser considerada como aproximadamente 
igual a F, = —cv,c > 0. 
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3. Uma força externa conhecida q(t), exercida sobre a partícula e dependen- 
te apenas do tempo (veja a Figura 1). 


——— 
х) 
| ) e(t) 
YA 
ETA о 7 
СУ e) * 
(a) Posição de equilíbrio Y (b) Deslocamento x da (c) Modelo simplificado 


posição de equilíbrio 


FIGURA 1 Oscilador harmônico amortecido 


A segunda Lei de Newton nos fornece então uma condição entre o movi- 
mento x(t) e a força resultante sobre esta partícula dada pela seguinte equação 


dx 


m 
dt? 


= fx) – с + p(t) — :(2) Fo (4) 


Esta não é uma equação simples. No caso de uma função geral f(x), para 
torná-la mais tratável do ponto de vista matemático faremos uma última hipó- 
tese: a vibração é de pequena amplitude e a partícula não se afasta muito da 
origem durante seu movimento. Com base nisto, faremos uma aproximação para 
a função f(x) (suposta diferenciável) em torno da origem: 


Fx) = HO) + f'(0x = /'(0)х 
ou, como é tradicional escrever, 

fœ) = —kx onde ..k = —/f'(0) 

"Do ponto de vista do gráfico de f(x), estamos aproximando a curva em tor- 
no da origem pela sua reta tangente. No caso de ser uma mola a causadora da 
força de restauração, o gráfico de f com o deslocamento tem em geral o aspecto 
da Figura 2. A hipótese da aproximação vale, então, para vibrações de ampli- 


tude menor do que x,. Se considerarmos aproximações de f(x) até a terceira 
ordem do desenvolvimento de Taylor, teremos 


feo) = f'Qu + LL y + En 2 


FIGURA 2 Forga elástica 


Observe que pela simetria do gráfico devemos ter f” (0) = 0. Sem o atrito, a equa- 
ção (4) toma então a forma x + ax + fx? = q(t), denominada equações de 
Duffing, que não é linear. 


FIGURA 3 Péndulo 
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O oscilador harmônico clássico considera apenas a força de atrito viscosa, 
e não a de contacto, de onde vem a equação 


dx cd , kx — шту (5) 


та dt 


onde a operação efetuada sobre a função x(t) 


d? a 
d? + с di + K) x(t) 


Lx (t) = (m 


é linear. (Observe que a inclusão da força de atrito por contato torna a equação 
não-linear.) 

Outro problema físico clássico que pode ser estudado aproximadamente pela 
equação do oscilador harmônico (isto é, uma equação diferencial ordinária li- 
near de segunda ordem com coeficientes constantes!) é o movimento de um pên- 
dulo, constituído de uma massa m suspensa por um fio inextensível sem massa 
e flexível. A partícula de massa т está restrita a se movimentar sobre um círcu- 
lo (veja a Figura 3). | 

A segunda Lei de Newton aplicada à componente tangencial ao movimento 
nos dá 


d? t0 
m dri (10) те sen Ө — с di Ф@{) 
ou seja 
d £g ! _ 6:99. > 
d? 7 sen 0 — с di + e(t) (6) 


Esta equação é não-linear em Ө, pois E sen 6 é uma operação não-linear so- 


bre a função 0(1) e faz o papel da força restauradora. 

Entretanto, se considerarmos que a vibração do pêndulo é de pequena ampli- 
tude, próxima do ponto de equilíbrio, então 0 é pequeno comparado com 1 e 
portanto, se 6 = 0. | 

Sob esta hipótese, a equação linearizada do movimento do péndulo fica sendo 


d?0 g do 
O Egg, 40 = o 7 
d? ^t a 0 i 
e do péndulo livre 
dg E 
—— + 08-0 8 
dt? ГА (8) 
que são equações correspondentes à do oscilador harmônico. «4 
EXERCÍCIOS 20.8 
Resolva as equações diferenciais. 
1. y" - 3y' + 2y = te`” 2.у” — Sy" — 8y' - 4y = е? 
3. y” + 4y = 8t (Sugestão: (A? + 54? — 8А — 4) = (А - DA - 2?) 
"3y Е 4. y" + 9y = 3 cos 3t 
5. y ym 4y = 1-2 t 6. y” se 3y" + 3y' = 1 = 48te' 
T.y” ~ 2у" + y! — 2y = 4х + 5е? + 20cos x 8. y" — 3y' + 2y = 2e! 


9. y” — y” — 6y = 6x? + 26 sen 2x 


10. y” -2y'- 3y + 8е-х + 3x = 0 
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20.9 _ RESOLUÇÃO DE Consideremos agora uma equação diferencial homogénea a coeficientes variáveis 

EQUAÇÕES DOR SÉRIES aly” (0 + b()y'() + (OD) = 0 
onde a(t) z O para a < t < В. Vimos o caso em que a(t), b(t) e c(t) eram cons- 
tantes. Vamos supor agora a(t), b(t) e c(t) polinômios. É razoável procurar en- 
táo uma solucáo que seja um polinómio. Para determinar esta solugáo polino- 
mial y(t) com coeficientes desconhecidos, podemos igualar a zero a soma dos 
coeficientes das mesmas potências de t. Além disso, pode-se provar que se duas 
soluções y, e y, da equação acima forem tais que WIy,(£), y,(t)] # O, então to- 
da solução da equação pode ser escrita na forma y(t) = c,y (1) + с›у,(ї), e as- 
sim o problema se reduz a encontrar duas solucóes. 


EXEMPLO 1 Resolva (1 + 2)2у (0) + 3ty'(f) + y) = 0 


Solucáo Como não sabemos qual deve ser o grau da solução polinomial 
vamos por 
YU) = ay + at + а? +... t ал" +... 
Entáo, 
3ty'(t) = За! + 3: 2а? + ... + 3na,t" +... 
е 
э” (t) 2а, + 3 · 2а; + 4 · Зац? +... + (п + 2)(n + Wa, , 1” +... 
у” (Тї) = 2a,£ + ... + n(n — Dat” +... 


Somando os coeficientes das mesmas potências de t: 
[ay + 2a,] + [a, + 3a, + 3 : 20] t + [a, + 3: 2а, + 4: За, + 2а,) 12 +... 
+ [a, + 3,4, + (n + 2)(п + Da,,, + n(n— Da e" — 
` Igualando a zero os coeficientes, teremos 
(1 + 3и + п? – na, + (п + 2(n + Da,,,= 0 


ou 
1 + 2n + n? n +1 
a, = otn tm o, Do Má ly 1 
+2 (n + DEA 2) n+2” 0) 


20.9.1 DEFINIÇÃO | A equação que expressa a, , 2 em termos de a, é chamada fórmula de recor- 
réncia ou uma equacáo de diferencas. 


Vemos que ao determinar a, podemos determinar a, e assim sucessivamen- 
te. Da mesma forma, a, determina a, o qual por sua vez determina a, e assim 
por diante. Uma vez que sejam dados os valores de a, e a, todos os coeficien- 
tes ficam determinados de modo único. Observando que a, = y(0) enquanto 
que a, = у!(0), vemos que a, e a, decorrem das condições iniciais do problema. 
Como buscamos duas solucóes, vamos considerar a título de exemplo dois con- 
juntos de valores para a; e а;, ay = 1,a, = беа, = 0, a, = 1, para (1). 

No primeiro caso todos os coeficientes ímpares a,, a,, as, ... são nulos, pois 
a, é nulo. Quanto aos coeficientes pares temos 

а 1 3a, 1 


:3 5 
0 = —-—у = - 5, 4 = - = 579-64 = o 


2 2 4 2-4 
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e 
ы "EXC б зы, O ы со EXE Q.-) 
аһ "aj ( 1) 2 4 E 6 e 2, ( 1) 2^ n! 
Entáo, 
с. 2 z 1 ЕА (2, - 1) Zn 
y(t) = X, (—1) 2^ n! d 


No segundo caso, como a, = 0, todos os coeficientes pares sáo nulos enquan- 
to que para os coeficientes ímpares teremos 


REN" PER. E: ш sa aaa cc db Oo 
xd бу EE CO ARE ES ed 7®7 73.5.7 
е 

PR UM 8 2 ni 

= (—])'———————— = (21) ———_— 
exec e v quoe) ЕТЕУ 
Logo, 

E 2" п! 

t) = рен 

О ол р 


Convém observar que y, е у, sáo dados como séries de poténcias cujas proprie- 
dades foram estudadas no Capítulo 13. 


EXEMPLO 2 Resolva a equação diferencial y'(t) = y(t). 


Solucáo Trata-se de uma equação linear homogénea cuja solução é 
y(t) = y(0) e'. Vamos resolvé-la agora usando séries. Vamos supor que y(t) 
seja a soma de uma série de potências 


y(t) + а, + at + ай? +... + ай" +... 


No intervalo de convergéncia da série, veja a Seccáo 13.2, podemos derivá-la 
termo a termo, logo : 


y (t) = a, + 2a +... + na, t^^ +... 


Substituindo na equação y e y” e igualando os coeficientes da mesma potência 
de t, iremos ter 


na, = а, -1 п = 1,2, 3, ... 
Logo, 
EN = 
а, = — а, _ | п = 1, 2, 3, ... 
n 


Temos de novo uma fórmula de recorrência ou equação de diferenças. A situa- 
ção é um pouco mais simples que a do Exemplo 1, pois, dado a, determina- 
mos a, que por sua vez determina a, e assim sucessivamente. Então, basta o 
conhecimento de a, para determinarmos de modo único todos os coeficientes 


ea = y(0). 
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Da fórmula de recorréncia temos 


_ 1 m СЯ 
fcu qe momo 

co dod s ub. 
2-9 159774 

2[(l1. i1. 1.1 ON Эя 
s, = (1 mud “a L) a nt ^ 


Segue entáo que 


' = = 21 p loz 
х0 = (1+ iba ru т +.) 


Por outro lado, pela fórmula de Maclaurin, Seccáo 13.4, temos 


E EN a A; 
eeu eode hoo piss 


Portanto, 


y(t) = e' y(0) conforme era esperado. 


EXEMPLO 3. Resolva a equação diferencial 
y" (t) — 2t y Ut) — 2y(0 = 0 


Solução Vamos supor que y(t) seja a soma de uma série de potências 


УС) = а + at + а"? +... + а, і" +... 


entáo 
-2y(f) = -2a, — 2a t — ... – 2a, t" — ... 
=2fy Ut) = -2at — ... – 2na, t^ — ... 

e 


y"(22:1a*3-2at* ..*(n-*2m- Dat +... 
Assim, | | 
[-2a, + 2 · la] + [-2a,-2a, + 3: 2a]t + [– 2а, – 2: 2а, + 4: За] ? +... 
+ [- 2а, - 2па, + (п + 2)(п + 1) а,, Jt" +... 
Igualando a zero os coeficientes, temos 
(п + Da + Da,,, = An + Da, 


ou 


2 


——— =0,1,2,... 
112^ n=0,1 


а .2 = 


Temos entáo uma fórmula de recorréncia ou equacáo de diferencas. Da fórmula 
de recorréncia vemos que a, determina a, que por sua vez determina a, e assim 
sucessivamente. Analogamente, a, determina a, que por sua vez determina a, e 
assim por diante. Todos os coeficientes ficam determinados de modo ünico se 
forem dados os valores de a, e a,, isto é, se forem dados y(0) e y’ (0). 
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EXEMPLO 4 Resolva a equação diferencial 
yH- уй) =? 


Solução Vamos supor que y(t) seja a soma de uma série de potências 
y(t) = ay + at + ай? +... + a, +... 


No intervalo de convergéncia desta série podemos derivá-la termo a termo e a 
série assim obtida tem por soma y' (t), logo 


y'(t) = a, + 201 + .. + na, P 7! us 
Assim, 
y (t) - у) - 1? = (a, — а) + (2а, – a) t*-(3a,—0,.j) t +(4a, — а) Pro. 


+ (na, — а, 1) і") +... 


A fim de que a série do segundo membro seja пша numa vizinhança de t = 0, 
é necessário e suficiente que todos os coeficientes sejam nulos, assim 


a4a4-a=0 e a = ag = y(0) 
1 1 
2a, – а = 0 eG = а = 7% 
1 1 1 1 
2а; а, – 1 = 0 = — — = — 
A; — d; е a, gato 2.39 +3 
1 1 1 
4 P = = — = 
а-а, 0 e a, 49 2.3.4 ^* 3.4 
1 2 


na,-a,.,=0 е a= -l (a*2)n24 


LIA nA AN 


A fórmula para a, pode ser provada por indução, pois, se 


зш Ыы... 
or e 0) (ay + 2) 
Como a, = x » Segue que 
= LL (@ + 2) = —-(%+2) 
” n(n — 1)! n! 
Entáo, 
Sos asa apa paes Du 
0 0 2 90 3 q „=. Mo n! 


Portanto, 
Е п 2 
MO = У +2) -(*2-G*20-(*25 > 


p los 1 1 , 
- @ + 23) -y t o tatty + F tig Чо}! 


( + 2) У 2-2 


n=0 
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Por outro lado, numa vizinhança de t = 0 temos 


t? t^ 
e= l +t+—— +t.. +H. 
2! n! 


logo 
»(0-2(a,*2e-D0-2t—-2 


mas y' (t) — y(t) = 1? é uma equação diferencial linear de primeira ordem cuja 
equacáo homogénea associada é 


yH- vt) = 0 

e tem рог solucáo geral 
Y(t) = ke! 

A fim de obter uma solução particular da equação completa vamos tentar 
p(t) = a? + bt tc 


pois o segundo membro é um polinómo do segundo grau. 
Então, como q (t) = 2at + b, 


Qat + b) — (a? + bt + с) = P 


Identificando os coeficientes das poténcias iguais de /, temos 


a= -—l,b= -2ec= -2 
Assim, 
0(t) = -t -2t-2 e y WU) = ke - A-2t-2 


Рага t= 0, y(0) = а, = k — 2, de onde tiramos que 


k = Go + 2 
e assim, como anteriormente 


gt) = (а *2e-0-2t -2 


EXERCÍCIOS 20.9 


1. Resolva, por séries, a equação diferencial y' (t) — y(t) = 2. Resolva, por séries, a equação diferencial y” (t) + 17 L y (t) = 
292m. — 
= 1 2t + 1, sendo »(1) = 2. = 21 , Sujeita a condigáo y(0) = 0. 
3. Resolva, por séries, у” (1) +1y"(1) + y = 0, у(0) = »'(0) = 1. l-z | | | 
5. Resolva, por séries, a equação diferencial 4. Resolva, por séries, a equação diferencial 
(х-1)у” +у” + (х—- 1) ху" + xy – 3у=0 
y’ + y = Osendo y(0) = у" (0) = 0ey'(0) = 1 sendo que (D = 0ey'(0D = 2. — 
7. Resolva, por séries, a equação diferencial 6. Resolva, por séries, a equação diferencial 
(2х — Dy” - 3y" = 0. 


2y” + xy" + 2y' + xy = 0 sendo y(0) = 1, y'(00 = 0 : 
еу" (0) = -1 8. Resolva, por séries, a equação diferencial 
` 2y” ”_ — 
9. Resolva, por séries, a equação diferencial Uy" + Зу 3» =0 
at 10. Resolva, por séries, a equação diferencial 
у" + y = 0 sendo y(0) = 1e y'(0). y” + Py" + 21у = 0, sendo y(0) = 1e y'(0) = 0. 


—— y” + 
1+?” 1+2 
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A.1 USO DE UMA TABELA 
DE INTEGRAIS 


Apresentamos várias técnicas de integracáo e vimos como elas sáo úteis para 
a avaliacáo de muitas integrais. No entanto, há ocasióes em que esses procedi- 
mentos náo sáo suficientes ou levam a uma integracáo complicada. Em tais ca- 
sos, você pode desejar usar uma tabela de integrais. Tabelas bastante comple- 
tas aparecem em textos de Matemática, e tabelas menores sáo encontradas na 
maioria dos textos de Cálculo. Deve-se ter o cuidado de nào se confiar total- 
mente nas tabelas, ao calcular integrais. É essencial que se tenha o domínio das 
técnicas de integracáo, como foi mencionado no Capítulo 9, pois pode ser ne- 
cessário empregar algumas das técnicas para expressar o integrando numa for- 
ma que seja encontrada em uma tabela. 

Uma tabela breve de integrais aparece no final deste livro. As fórmulas usa- 
das nos exemplos e exercícios desta secção aparecem nessa tabela. Observe que 
na tabela há legendas indicando a forma do integrando. A primeira legenda é 
Algumas Formas Elementares e as cinco fórmulas incluídas constam daquelas 
dadas na introdução ao Capítulo 9. A segunda legenda é Formas Racionais Con- 
tendo a + bu. O primeiro exemplo utiliza uma dessas fórmulas. 


EXEMPLO 1 Calcule 
x dx 
(4 — x) 


Solucáo A fórmula 10 na tabela de integrais é 


u du _ 1 а _ 1 +C 
(а + bu? 02 | (а + bu? a+ bu 


Usando essa fórmula сот и = х, а = 4eb = —1, temos 


хіх 1 4 1 +С 
БЕЗГЕ 


_ 2 1 
(4-х) 4—х 


+C 


EXEMPLO 2 Calcule 


dx 
6— 2x? 


A-2 
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Solucáo A fórmula 25 na tabela é 


du _ 1 In 
a —u 2a 


Observe que essa fórmula pode ser usada se o coeficiente de x? na integral for 
1, em vez de 2. Assim, escrevemos 


dx _1 dx 
]6—-22 213-x 


Para a integral à direita aplicamos (1) com u = xe a = УЗ e nós temos 
х + 3 
x— 3 
x t3 


"NL 


+C (1) 


и — 


+C 


_ dx _1 1] | 
6-237235. 


WE 


= =— In +C 


EXEMPLO 3 Calcule 
dx 
8x? + 4x 
Solução 
dx _ 1 dx 
8x? +4x 4] x(2x+1) 
A integral no segundo membro é da forma 
du 
u(a + bu) 
ondeu = х,а = leb = 2. A fórmula 11 na tabela é 
ou A In 
иа + bu) a 


Usando essa fórmula,temos 


H dx 1,1, 
4) х0х+1) 41^ 


ha 


u 
а + bu 


ЕХЕМРІО 4 Calcule 


dx 
[= +2x—3 


Solução A fórmula 27 na tabela é 


du 
—— = Шш(и + Ju? + a? +С 2 
Ie | | 2 
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Podemos aplicar essa fórmula à integral dada se obtivermos uma expressáo da 
forma u? + a?, completando o quadrado sob o sinal radical. Para completar 
o quadrado de x? + 2x acrescentamos 1 e, portanto, também subtraímos 1. 
Assim, escrevemos 


x!42x—3-(2-2x-1)-1-3 
-(x-i1)5- 
Portanto, 


dx dx 
== Ak 


A integral é da forma 
du 
Vu? — а? 
onde u = x + lea = 2. Logo, de (2), 


= In|(x + 1) + у(х + 1? — 4| + C 
-inx + 14 yx? -2x —3| + С 


dx 
| Vx + 1? —4 


EXEMPLO 5 Calcule 
[е2 +1 ах 
Solucáo A fórmula 29 na tabela, com o sinal mais, é 
4 
[eJ + a? du = q (Qu? + a?) y/u? + a? — n Inu + Ju? + a+ C. (3) 


Podemos aplicar essa fórmula escrevendo a integral do seguinte modo: 


[eae +1 в |> fal [4 (e +3) dx 
= alo Jx? +3 l ах 


, temos 


1 y? 1 d 2 A] 
(= +4, +475 Pt | + С 
х + [х2 + +С 


Das fórmulas 16, 19, 21, 73, 77, 86 e 98, entre outras, expressamos uma inte- 
gral em termos de uma integral mais simples da mesma forma. Tais fórmulas 
são chamadas fórmulas de redução. O exemplo a seguir mostra como elas são 
_ aplicadas. 


De (3) com u = 


Е 


x 2 
== sal 
1 (8х2 + 1) |х? + n 


SJ- 
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EXEMPLO 6 
f sec? x dx 
Solução 


| sec” u du = 


n-1 n-1 


Calcule 


A fórmula 77 é 


1 - 2 


sec"-2utgu + Z | sec” -2 u du (4) 


Aplicamos essa fórmula com и = xen = 5 e temos 


| secs x dx = + se? x tgx + + | sec? x dx 


Agora aplicamos (4) à integral no segundo termo com n = 3 e obtemos 


| sect x dx = + sec? xtgx + (sext + + [ sec x ax) 


= } sec xtgx + $ secxtgx + 2 In|sec x + tgx| + C 


Como a integral no Exemplo 6 é uma poténcia ímpar da secante, ela pode ser 
calculada com o uso de integracáo por partes, conforme foi explicado na Sec- 
cáo 9.3. De fato, essa integral aparece como Exercício 12 nos Exercícios 9.3. 


EXERCÍCIOS A.1 


Nos Exercicios de 1 a 36, use a tabela de integrais para calcular 
a integral. Nos Exercícios de 1 a 4, o integrando é uma forma 
racional a + bu. Use uma das fórmulas de 6 a 13. 


1 x dx 2 x dx 
2+ 3х J 6-2xy 
x? dx dx 
«| ——— 4. | ———— 
* 6-3 | x( 4 3x) 


Nos Exercícios de 5 a 8, o integrando é uma forma contendo 
Ja + bu. Use uma das fórmulas de 14 a 23. 


5. [xA + 2x dx 6. [x + 2x dx 
М1 + 2x dx 
7. | —— — dx 8. | ———— 
| х | x^ J1 + 2x 
Nos Exercícios 9 e 10, o integrando é uma forma contendo 
а? + i2. Use uma das fórmulas de 24 a 26. 


dx dx 
» E 10 [5*5 


Nos Exercícios de 11 a 14, o integrando é uma forma contendo 
Ми? + d. Use uma das fórmulas de 27 a 38. 


12. [ Ах? + 1 dx 


dx 
11. | ———— 
| Vx? + 6x 


9x? + 4 dx 
13. | — — — dx 14. 
x (x — 1)? x? – 2х — 3 


Nos Exercícios 15 e 16, o integrando é uma forma contendo 
Ja? — u?. Use uma das fórmulas de 39 a 48. 


/9 — 4x? 
is Las 


16 | dx 

J 52405 - 9х? 
Nos Exercícios 17 e 18, o integrando é uma forma contendo 
2au — u?. Use uma das fórmulas de 49 a 58. 


x? dx 
17. | x J/4x — x? dx 18. | == 
Í JAx — x? 


Nos Exercicios de 19 a 24, o integrando é uma forma contendo 
funções trigonométricas. Use uma das fórmulas de 59 a 88. 


19. |senó x dx 20. $cos* x dx 
21. fcosec? x dx 


23. [ t* cos t dt 


22. [ sen 3x cos 5x dx 
24. f[sen? x cos? x dx 


Nos Exercicios 25 e 26, o integrando é uma forma contendo uma 
função trigonométrica inversa. Use uma das fórmulas de 89 a 94. 


25. [se^ 3x dx 26. [€ 4t dt 


Apéndice A-5 


Nos Exercícios de 27 a 34, o integrando é uma forma contendo 39 3 x?dx 40 2 dx 
uma função exponencial ou logarítmica. Use uma das fórmulas f б SE +16 "jo OF 4x1pnm 
de 95 a 106. 

27. [x*e dx 28. f х?2^ dx 29. f x?e** dx a. f 7 x* in x dx 42. [0 x^e7* ах 


30. { x? In x dx 31. f x? In (3x) dx 


32. Í 5x2e7?* dx 


43. |. ух? + 2х — 15 dx 44. IN x^ xà — 9 dx 


33. fe» sen 5x dx 34. fe” cos 4t dt 

Nos Exercícios 35 e 36, o integrando é uma forma contendo uma 45. |. J4w — w? dw 46. la sec? x dx 
funcáo hiperbólica. Use uma das fórmulas de 107 a 124. 

35. { 3y senh 5y dy 36. [e* sech e* dx 47. LE sen 3! sen 5t dt 48. [7 tg 0 qo 


Nos Exercícios de 37 a 52, use a tabela de integrais para calcular 


a integral definida. 


2 dx 3 
37. | sy 5) 38. Jr | 


49. | sen? 2x cos? 2х dx $0. E w2/w? — 16 dw 


x dx 
din 51. fj “e? dx 52. (7^ e% sen 3t dt 


А.2 TRANSFORMAÇÕES 
FUNCIONAIS E 
OPERADORES 


A.2.1 CONCEITOS 
BÁSICOS 


A.2.1.1 Definição 


Em primeiro lugar veremos os conceitos básicos para o estudo das transforma- 
ções funcionais e operadores. Em seguida, as funções geradoras e equações de 
diferenças, e enfim os métodos operacionais. 


Será interessante comparar a definição que daremos a seguir com a que foi 
dada para função na Secção 1.4.1. 

Sejam x e y dois espaços vetoriais reais (veja a Secção 14.1.9) e seja O um con- 
junto contido em x. 


Se um elemento y = T(x) € Y está associado com cada x € О dizemos que 
uma transformação ou aplicação T está definida em О e que ela leva Q em Y. 
O conjunto О é chamado de domínio de definição da aplicação T enquanto que 
o conjunto dos elementos y = T(x) em Y é chamado de domínio dos valores 
da transformação T. 

Caso tenhamos por domínio de valores um conjunto de números, a transfor- 
mação é chamada de funcional. 

Caso X = Y, a transformação é então chamada de operador. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Sejam X = R?e Y = R?. A cada vetor (х, x;) e R? pode- 
mos considerar o vetor (ху, х, x) em ЁЗ, onde x, é qualquer. Temos então uma 
aplicação P de R? em R? tal que 


Р(х, X, x3) T (xy, х) 
A aplicação Р é chamada de projeção de R? em R?. 4 
>» ILUSTRACÁO 2 Seja X = R?e Y = К. Dado um vetor x = (x, x,) em К? 


podemos associar a ele o número (x? + x,)!2. 
Temos entáo uma aplicacáo N tal que 


NG) = (кр + x)? 


A aplicação № ё um funcional. 4 


A-6 


A.2.1.2 Definição 


Apêndice 


> ILUSTRAÇÃO 3 Seja X o conjunto das funções infinitamente diferenciáveis 
num intervalo [a, b], que costuma ser notado por C*[a, b]. Em X = C*[a, b], 
podemos considerar duas aplicacóes: 


Df = 4r e Tr - [rod 
As aplicações D е T são de C”[a, b] em si mesmo, isto é, são operadores. «4 
> ILUSTRACÁO4 Seja Хо espaço vetorial R? das duplas reais. Dado x = (x, xj) 
consideremos o vetor 
y = (x, cos 0 — x, sen 0, x, sen Ө + x, cos 0) 
obtido girando x de um ángulo Ө no sentido anti-horário. A aplicacáo 
R(x, x) = (х cos Ө — x, sen Ө, x, sen 0 + x, cos 0) 


é um operador em R? chamado de rotação. 
Da mesma forma, se a for um vetor fixo em R? podemos considerar 


TO, x) = (41, х) + 4 
que também é um operador em А? chamado de translação. 4 
b ILUSTRAÇÃO 5 Consideremos o conjunto s das sequências reais, que con- 
sideraremos aqui como funções definidas no conjunto dos números naturais 


0, 1, 2, 3, ... e com valores reais. 
Dadas duas seqüéncias em s, x = (х, e y = (y,], vamos definir 


Xx ty = {х, + Yh 


ах = (ax, а sendo um número real 


O conjunto s com estas definições é um espaço vetorial. Dada a seqüéncia 


Gc] = (х, Xi, х, cees Xas +.) = х consideremos a seqüéncia Ax = (X; — х, 
X) — Х,..., Ang — Х„,...). Como Ax é também seqüéncia em s, A é um ope- 
rador em s. 4 


Passaremos agora a uma categoria muito especial de transformações: as trans- 
formações lineares. 


Sejam X e Y espaços vetoriais reais e T uma transformação de О C X em Y. 


(1) Se T(Ax) = AT(x), А € К, então T é chamada de homogênea; 
(ii) Se T(x + y) = T(x) + T(y), x, y € X, entào T é chamada de aditiva. 


As transformações aditivas e homogéneas são chamadas de lineares. 


> ILUSTRAÇÃO 6 A transformação P da Ilustração 1 é linear, pois 
Px, Ах», Ax) = Axi, Ax) = MX, х) = 4 Р(х}, X; хз) 


Р(х, + у, X + у, Xy + Y) = (о + у,х, + у) = 02x) + 0), y) 
Р(х, х, хз) + PO, Y» Уу) 4 


A.2.2 


FUNCÓES GERADORAS 
E EQUACÓES DE 
DIFERENCAS 


A.2.2.1 Definição 


Apéndice A-7 


> ILUSTRAÇÃO 7 As aplicações dos Exemplos 3, 4 e 5 são todas lineares, ex- 
ceto a translação, pois 


T(x + y) z TOO) + Т(у) 
pois 


TUE pco O09) 


To) + TO) = 2а + (+ y) < 


> ILUSTRAÇÃO8 Consideremos ет R? os pontos x e y e seja Ax + (1 — А) y 
a equação da reta que passa por x e y (para à = 0 teremos y e para À = 1 tere- 
mos x). 

Como a rotação é linear, segue que 


RÚx + 1 - Ау = å RŒ) + (1 — 2) RO) 


ou seja o operador R leva a reta Ax + (1 — A)y na reta A R(x) + (1 — А) RO), 
daí o termo linear. . | 
Entretanto, o funcional da Ilustração 2 não é linear, pois 


Мх + y) = [x + yy? + (% + y]? 
x | 
lx? + xP + p? + y]? = NO) + NO) 4 


Na Secção 20.8 vimos que existe um análogo de equações diferenciais para se- 
qüéncias, isto é, equacóes do tipo 


X. USOS Xs LS) п = К,К + 1,... 


onde a incógnita é uma seqüéncia {х,]. Dentre os métodos de resolução de 
equações de diferenças vamos considerar o chamado método da função geradora. 


Dada а seqüéncia (x,) consideremos a função F(s) dada pela soma da série de ' 
potências: 


F(s) = Xy + XS + MS c e. + xs! +... 


A função F(s) é chamada de função geradora da seqüéncia (x,]. 


Consideremos agora a aplicação 7 que a cada seqüéncia em s faz corresponder 
sua função geradora F(s). A aplicação T é linear, pois se F(s) e G(s) forem 
as funções geradoras das sequências (x,) e (y,], então a F(s) + BG(s) é a função 
geradora da sequência fax, + By,] uma vez que 


а F(s) = аху + 0XS +... + ах, S" +... 


BG(s) = В» + Bros +... + Ву, S” +... 
e, somando membro a membro, teremos 


aF(s) + BG(s) = (axo + Ву) + (ax, + Ву) +... + (ах, + By,) +... 


A.2.3 


MÉTODOS 


OPERACIONAIS 


A.2.3.1 


Operador 
Diferencial 


Apéndice 


Além do significado já dado, o termo operador pode ainda ser usado para de- 
notar uma correspondéncia entre dois conjuntos de funcóes. 


Consideremos a operação de derivação 
dt 2 dus . T -— 
ry onde y(f) é uma função suficientemente diferenciável. Podemos indi- 


car essa operagáo por D*y e o operador D* é chamado operador diferencial. 
Existem definigóes e propriedades que permitem trabalhar com D* 
Por exemplo: 

1.D%=1: y 

2. Day, + by) = aD*y, + bD*y, 

3. Se Р) = ay + at + at? +... + a,t”, podemos considerar 

P(D) = [a + aD + а,р +... + a,D"]y 

= AY + ay + ay" +... + а, y” 


Vejamos como utilizar essa nogáo de operador diferencial praticamente. 


> ILUSTRAÇÃO 1 Considere a equação diferencial 
y — y'(022t + 3 
Podemos reescrevé-la como 


(1-Dyp-22t + 3 


Entáo, 
1 
t = 2t + 
Jr Qr) 
= (10 * D + D? +... + D^ + ...)2t + 3) 
= 1+3 + 2 
= 21 + 5 


Observe que se substituirmos y(t) = 2t + 5 no primeiro membro da equacáo 
dada, teremos 


IO -»'(02Qt-5-—-(2)22t*3 


ou seja, y(t) é uma solução particular da equação dada. 4 


> ILUSTRAÇÃO 2 Dada a equação diferencial 
y"(t) — 3y'(t) + 2y(t) = 2t 

Podemos reescrevé-la como 
(1 - DQ - Dy = 2t 

e 


] 


асрору Y 


у = 


Por frações parciais, 


1 1 1 1 1 1 


4 - DQ - D) 1-D 2-D 1-D 2 


A.2.3.2 Operadores 
de Diferencas 


A.2.3.3 Operadores 
V, V. V, 


Apéndice A-9 


E assim, 

L5 00-2 (+D +D +. DAN = 0 + 2 
e 

1 1 1 D D? 1 

— ———— (0) = Hl1 + +. — +.. |200 = + 

21. р ©°° EE 4 Je 2 

2 
Logo, 
1 3 

AO) 14 

аро - p, 2 
e como pode-se verificar facilmente, y(t) é uma solução particular da equação 
dada. + 


Dado o conjunto s das seqüéncias reais podemos definir os operadores de 
diferenca: 


Ax, = n1 — Хь Ex, = Xas VX, = X, — Xp-1€ 
Хур Xn-1 
2 


Vemos da definição que A = (E — 1). Podemos então operar formalmente com 
(E — 1) como se fossem quantidades algébricas, assim, por exemplo 


х, = 


A" = (E — 1)" (1) 
= QE- (7) Е"... + (-D'Q 
AB = л + А) = Д) + О д + DO да+... (2) 


Consideremos agora о operador 


cujas regras de funcionamento foram dadas na Secção 19.1. Se f for um campo 
escalar e F um campo vetorial dado por F = М; + N3 + Ry então 


Ow - ie + к 


é uma aplicacáo dos campos escalares diferenciáveis nos campos vetoriais. 


" oM ôN IR 
vV F= Z OQ, o, A 
Gn Ox + dy д 


é uma aplicação dos campos vetoriais diferenciáveis nos campos escalares e 
" ôR _ өм\. (2м 2R) ‚ (2 2M) 
ii) V, F = [—-- |і | — tTi—- —Jk 
em (48 м. 94 дх J Ox dy 

é uma aplicação dos campos vetoriais diferenciáveis nos campos vetoriais. 


Nos itens A.2.3.1, A.2.3.2 e A.2.3.3 caberia uma discussão sobre os conjuntos, 
domínio e imagem dos vários operadores que foi omitida por escapar ao escopo 
desse livro. 


Uu 
B 


Fórmulas 


O ALFABETO GREGO 


a alfa i iota p rô 

B beta k kapa с sigma 
y gama A lambda T tau 

8 delta H mi v ipsilon 
E epsilon v ni $ fi 

[4 теїа É csi x qui 

n eta о ômicron y psi 

0 teta л pi q ômega 


FÓRMULAS DE GEOMETRIA 


Os seguintes símbolos são usados para a medida: 


r: raio h: altura b: base a: base С: circunferência А: área s: área da superfície 
B: área da base V: volume 


Círculo: A = zr?; C: 2nr 

Triángulo: A = bh 

Retángulo e paralelogramo: A = bh 

Trapézio: А = +(a + b)h 

Cilindro circular reto: V = zr?h; S = 2xrh 

Cone circular reto: V = 1ar?h; S = л/т + h? 
Esfera: V = Sar'S = 4xrº 

Prisma (com bases paralelas): Y = Bh 

Pirámide: V = 3Bh 


F-2 Fórmulas 


FÓRMULAS DE TRIGONOMETRIA 
EE STEREO AAA EE ER EEE TITLES 


As Oito Identidades Trigonométricas Fundamentais 


sen x cosec x = 1 cos x sec x = 1 tg x cotgx = 1 to E AUX cotg x = SY 
COS X sen x 
sen? x + cos? х = 1 1 + tg?x = sec? x 1 + cotg? x = cosec? x 


Identidades Sobre Soma e Diferença 


sen(u + v) = sen и cos у + cos и sen v sen(u — v) sen и COS V — cos и sen v 


cos(u + v) = cos u cos v — sen u sen v cos(u — v) = cos u cos v + sen u sen v 


= tgu+tgvo — уу = ЕИ tgv 
ucro e E e u Yum Hore 1 SE u us 


Identidades Sobre Medidas Mültiplas 


sen 2и = 2 sen и cos и 


cos 2и = cos? и — sen?u cos 2u = 1 — 2 sen? u cos 2и = 2 cos? и — 1 
tg 2u = 2189 — 


1 — tg? u | 
1 — cos 2u 1 + cos 2u ] — cos 2u 
sen? u = — cos? y = 222 tg? u = ————-——. 
2 2 8 1 + cos 2u 
] — cost l + cost 
sen? +t = M o cos? St = кай ы 
1 — cost 1 sen £ 
tg 77 = DD раг = 2001 
db sen £ 82 1 + cost 


Identidades para o Produto, Soma е Diferença de Senos e Co-senos 


sen и cos v = +[sen(u + v) + sen(u — v)] cos м sen v = +[sen(u + v) — sen(u — v)] 


i[cos(4 — v) — cos(u + v)] 
$ +1 5—1 
2 соѕ ( > ) sen (==) 
S+ t st 
—2 sen (=) sen (==) 


cos И cos v = +[cos(u + v) + cos(u Е у)] sen и sen v 


2 se (231-1) cos (= 2 3 sen 5 — sen f 
2 eos (22-1) cos (= 2 г) cos $ — cos f 


Algumas Fórmulas de Redugáo 


sen 5 + sent 


COS 5 + COS t 


sen(—x) = -sen x cos(— x) = cos x tg(—-x) = -tg x 
sen(iz — x) = cos x cos(iz — x) = sen x tgr — x) = cotg x 
sen(iz + x) = cos x cos(iz + x) = -sen x te(in + x) = —cotg x 
sen(t — x) = sen x cos(T — x) = —cos x te(r — x) = -tgx 


Lei dos Senos e dos Co-senos 


а, bec representam as medidas dos lados de um triângulo: a, В e y representam as medidas dos ángulos Opostos aos 
lados de medidas a, b, e c, respectivamente. 

a _ b T c 
sen a sen B sen y 


c? = а? + b? — 2ab cos y 


Fórmulas F-3 


TABELA DE DERIVADAS 
NN - 


1. рди") = nu"! Dui 15. D,(cos! м) = 21р 
2. Du + у) = Du + Dy х h-. * 
3. D,(uv) = и Dyv + v Руи q _ 1 
и v Du – u Dy 16. D,(tg^ и) = Tau? Nr Du 
4. D, ( —) = ——À—— ‚ | 
y у . -1 — 

17.D t = ————— D 
5. D,(e") = e" Du x(cotg и) baa хи 
6. D.(a") = a“ In a „и 1 

18. D,(sec^! u) = ————— Du 
7. D,(In u) = + Da * u Ju? — 1 

- -1 
8. D, (sen и) = cos u Руи 19. D,(cosec”! и) = — == Du 
9. D,(cos и) = —sen u D,u и yu? -l 
10. D, (tg u) = se? и Руи 20. Ds Gen u) = cosa u ри 
11. Dicotg иј = — cosec? и Du : D,(cosh и) = Senn и 5и 
12. Р, (вес u) = sec u tg u Du | 22. D,(tgh u) = sech* и Du 
13. D,(cosec u) = — соѕес и cotg u Dyu 23. D,(cotgh и) = —cosech" и Du 
m 1 24. D,(sech и) = —sech u tgh u Ош 

14. D,Gen и) = Aa Du 25. D,(cosech u) = · – соѕесћ и cotg u Dyu 


TABELA DE INTEGRAIS 
—————————————————mmm— tu! 


Algumas Formas Elementares 


unt! 
L [du=u+c 4. | u” du = +C (nž#-!) 
n+1 ` 
2. {аа = аи + C ` u 
5 (= = Inju| + С 
3. | [/(и) + g(u)du = | Jf(ujdu + | едан и 
Formas Racionais Contendo а + bu 
6. tn - [а + bu — alnja + bu] + С 10. | a иби _ - 5 a - o) + e 
а + bu >з (а + bu)? 2(а + bu) a + bu 
u? du _1 |1 2 2 5 1 
. =! |! - 11. = Lin | +0 
7 E Ты BU (a+ Би)? – 2a(a+ bu) - a^ Inla+bu| | +С TE " um z n 23 | 
apto Lo sar а] +С 12. [q = -L 42 |а рис 
(a + bu) b? | a + bu me + bu) au а? u 
2 2 
9. | e акы - Lo заа + bul] +С 1з. | 20 —— (n, 
(a * bu) b а + bu u(a + AP a(a + bu) a? a * bu 
Formas Contendo Ya + bu 
Va + bu du = 2, Gbu - 3⁄2 dat bu — 2a) Ja + bu + С 
м. fu a + bu du (Зри – 2а)(а + buy"* + C Jat Bu 3p © u ) Ja u 
2 
y -—2 (150%? — 12abu-8a?)(a + buyY24+C 18. | du 2 2? (3b?u? — дари + 8а?) Ja + bu + C 
15. | “уа bu du TM “ X ) Ja * bu m 
n n n- 1 d 
пр du = 24 (a+ bu)? ___2ап E wi! Jacbud 19. [I = 2и" va + bu _ e (ы 
16. Е q*budu- Боя + 3) BQn+3 qu dia Ja + bu ЬОп + 1) bQn + 1) ) Ja+ bu 


F-4 Fórmulas 


A | Ма + bu - уз +С веа> 0 2. A 22 a+ bu + a | — A 
20 | du _ Ja Ja + bu + Ja u u Ja + bu 
ua + bu 2 ag [a + bu ceaco 23 | Уа + Бийи _ _ — (a+ buy"? - #@л- 3) [ ot bu du 
v-a -a и" a(n - Du^7! 2a(n – 1) unc! 
du Ea Ja + bu a(2n — 3) du 
n. | —_ 2 = dot dy 208-3 AE с 
и" Ja bu a(n- Du"!  2a(n-1) Ји" a + bu 
Formas Contendo a? + u? 
du -1 и 
24 | = Lt se 
a? + u? or. nn р -L gh Le se |u|« a 
26 | pp С= a a 
l igh! 40 se juļ< a и°-а 2а їи+а -L совт + С se|u|» a 
du _ 1 uta _Ja a a a 
25. | 5 = In +C= 
KA 2а EL E cog! + C se |u|» a 


Formas Contendo yu? + a? 


Nas fórmulas de 27 a 38, podemos substituir 


2 1 2 2 
EET OE NP M TE] + С 
u 
In (и + Ju? + a?) por senh-! — " 
2 2 
u^du _ u 2 i; ta [75 2 
In Ju + Ju? — a*| por cosh”! — эз. | MM s ta 3 In ju + Ju^ а + C 
Ea 22 
In [24 Ме + а por senh-! 2. du » 1 a+ u? + а? 
и и 34. y a e раа о 
им? + a a u 
п. | EG = In ju уи Ea? + С 
Ju? + а? 35 ¡+= = Asia 
2 ? vum DERE: e» 
28. | T + а® аи = E 4 ® а? * Lin |u + Ji Ea?) + С и Ju? — а? а Е 
| аи Ju? + а? 
2 [2 È du = U Ou » Mi + a | — S = -Ha ye 
39. | u и + а du z + а) yu а и? Ju? + а? quy 
4 
aa Ju? 2 
go dA [ue SS ама 37. | (u? + ay? du = quê + 5а?) Ju? x а? 
1,2 3 [Дз 2 4 
30. (MEEA из cat атомаас + За In Ju + Vu? + а?| + С 
fu? — gl du u 
ul а аи _ [3 ..3. -1 u зв | 0 + С 
31, | MEA u a aa +C (u? + y +a? Ju? + а? 
Formas Contendo ya? — u? 
du Il odanebuM. : Daz ESTE u 
39. | LG = sen + С 4. | u^ du _ [g3 uw а |9438 “lc 
a^— и a u u 
40. | Ja? - иаа = E а-и + S адаи +С = а? - u? - a cosh™! + C 
a 
27 v 2 di 2. 4,2 u 
4 43. | а LE DA NO M. el UM ob 
41. | u^ Ja? — u? du = - Qu? = а?) Ја? - и? + om +C u? u a 
a A 


Fórmulas F-5 


2 du u 2 2 a? -1 U du a – и? 
44. | EE = -— ya? — ut + — sen — +С “бейте AUT 
a? — y? 2 2 a и? „Ја? – и? du 
[3 pg 
45. | du 1 In | 4 + yal “lc а. | oe _ и2)2/2 йи = – — q Qu? - sia la? 4 4 C 
uva? — ш? a u a 
1 a du _ и 
= —— cosh +C 48 +C 
Z cos (a? — y? e de – и? 


Formas Contendo 2 au — u? 


u du = —y2au – u + acos”! (1 - +) +C 


a 


49. | Vau - 12 du 40 aa iE + E cos ( -*) +C 54. 


2 _ _ . 
so. | иш = ië du = а м fm - i du +30) ш E s (1-8) + 0 
2 2 


| z 
a 
se. | du ==- y2au — u? +С 
si | lau с aga — a cos"! (1 -4)+c uZau — и au 


u 
du u — a 
- А) = ц 57. = — OA 4 C 
52. [e = i du = Jm — ar - cos”! (1 - +) +С Cau — uy? eau xg 
du _ -1 ( >) u du u 
зз. | —Ф = cos 1-—}+сС 58. - = —— +С 
/2аи – и? а Qau — и?з? a au –.и? 


Formas Contendo Funções Trigonométricas 


59. | senu du = —cosu + C 72. | cotg? и du = -cotgu – и + С 


соѕ и du = ѕепи + C 73. n-1 


sen” и du = —l sen" " ! u cos u + | sen” = 2 u du 
n 


tg u du = In|sec u| + C | ‚ 

14. cos" и du = -È cos" - ! u sen и + FL | cos =? u du 
п п 

cotg и du = In|sen u| + C 


75. 


РА 
69 

з 
= 

a 
È 
ll 


tg” — lu- | 19" =? u du 
sec и du = In|sec u + tgu| + C = In|tgCz + +4) + С 1 8 8 


соѕес и du = In|cosec u — cotg u| + C = In|tg ти +C 76. 


ЕИ 
n-i n= 1 


соѕес2 и du = —cotg u + C udu 


78. 2 | cosec' 


- n - 
cosec” и du = — cosec" ^? y cotg u + 
n- 


sec u tg u du = secu + C 4 

se e du = — nm + mu , sen(m — mu +С 

п ти sen ли Um + n) Am — п) 

sen(m 4 n) sen(m — n) +С 
2(m + n) 2(m – n) 


sen mu cos nu du = — COS + nu _ cos(m — nu, c 


E 2(m + n) 2(m — n) 


79. 
cosec и cotg и du = —cosec u + C 


1 1 80. | cos mu cos nu du = 


sen? и du = yu — 4 sen 2и + C 


1 1. 
cos? и du = yu + Tsen2u + C 8 


и sen и du = sen u — ucosu + C 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
65. | sect u du = tgu + С T. 
| 
| 
| 
| 
i 
| 


A te) єє— ә — emy tm tem) tem, 
$ 
a 
з 
= 
> 
8 
8 
з 
[ 
N 
х 
- 
оо 
к 
+ 


tg? и du = tgu -~u + C 82. 


F-6 Fórmulas 


u cos и du = сози + u senu + С 87. | v cos u du = u" senu = n | u”! sen u du 


84. | и? sen u du = 2u sen u + (2 — u?) cosu + C 


m-l n+1 — 
88. | sen” и cos" u du= — Sem u cost и, m-i | sen" 7? y cos" и du 
m+n m+n 


sen” +! u cos”! u 4h 
m+n m+n 


86. 


85. | u? cos u du = 2u сози + (ш? –2) senu + C 


w" sen u du = ~u" cosu + n | 107 cos u du = | sen” u cos™=2 u du 


Formas Contendo Funções Trigonométricas Inversas 


89. | sen~! u du = u ѕеп-! и + V1- и + С 92. | cor”! u du = u cotg™! u + In yi + u? + C 


- - 93. | sec"! u du = usecc u — Inlu + Ju? 1 + С 
90. | cos"! udu = ucos lu – Vi u? + C | ПОНИ lu + | 
| -usec u-coh u4C 
-1 _ -1 > 94. | cosec”! u du = и cosec™! и + Inju + М — 1 +C 
91. | te u du = иір и — Inyl +и +C _ -1 |u + | 
= и соѕес u + coh 'u4 C 


Formas Contendo Funções Exponenciais e Logarítmicas 


а“ du a" Ina а“ du 
95. | e du=e + C . <= do. | 
| ” E 101. | и" пиг ил —1 
96. | а du = na + С 102. | ln u du =ulnu -u+C 
1 
97. | ше“ du = eu - )+C 103. | u” in u du = —— + Dinu- 11 + С 
(n + 1? 
98. | wre du = ure — n [ut o tet du 104. | cu = In|In u| + C 
- u ln u 
u"a” n - 
99. | war du = LE - In a fur la“ du + С 105. | e sen nu du = 5 —. (a sen ли — n cos nu) + С 
. tn 
100. | e” du = ё + 1 [£2 106. | e cos nu du = e (a cos nu + n sen nu) + C 
u” (n — и" - ! n-i uno! а + т? 


Formas Contendo Funcóes Hiperbólicas | | 
у ——/ 


107. | senh u du = coshu + C 116. | cosech u cotgh u du = —cosech u + C 

108. | созһ и du = senhu + С 117. | senh? u du = -} senh 2u - du + С 

109. IL u du = In|cosh u| + C o 118. | eos? и du = Lsenh 2и + +и +С 

110. | corn и du = In|senh u| + C 119. | tgh? и du = и -tgħu + C 

111. | sech и du = tg Usenh и) + C 120. | cotgh? u du = и -cotghu + C 

112. | cosech u du = In|tgh EMT +C 121. | и senh и du = и cosh и — senhu + C 

113. | sech? u du = tghu + С | 122. | u cosh и ди = и senh и — cosh и + С 

114. | cosech? и du = —cotgh u + C 123. | ёйи senh nu du = += (a senh nu — n cosh nu) + C 
115. | sech и tgh и du = -sechu + C . 124. | €" cosh nu du = += (a cosh nu — n senh nu) + C 


Respostas dos 
Exercícios de 
Número impar 


EXERCÍCIOS 12.1 (Página 693) 


1.5  3.divergente 5. -2 7.0 9.1 1l.divergente 13. divergente — 15. e? 17.1 19.0 


21. escolher N = 1 + + 23. escolher N = + - i 25. escolher N = “сш 


EXERCÍCIOS 12.2 (Página 699) 


1. crescente 3. decrescente 5. não-monotônico 7. não-monotônico 9. decrescente 


11. crescente depois dos dois primeiros termos 13. crescente 15. decrescente 19. náo-limitada 31. | 


EXERCÍCIOS 12.3 (Página 708) 


n 5 ; 
l$- — 31 T 3.5, = PENE E: 5.5, = —In(n + 1); divergente 7.5, = + = 5L 
+ о +œ + о 
2 . 2 dit. Em 2n + 14.4 : А 
9. L "Эл — Эл + D^ ES 11. 3 2, з 0 13. > In | Са divergente 15. divergente 17.2 19. divergente 


1 


21.1 23, 


25. divergente 27. 2- 29. 127 31.8 т 33. Hm 35. 1.000 


EXERCÍCIOS 12.4 (Página 713] 


А "E AQ 63:29 +1 А à. i i 
1. divergente 3. divergente 5.3 7.5 9. TO 11. divergente 13. 5 15. divergente 17. divergente 19. 2 
+œ +00 2 +0 
21. divergente 23. У; E e y l são ambos divergentes; p» —— é convergente 
n+ n* tn 


n=1 ^ n-l n=1 


EXERCÍCIOS 12.5 (Página 722) 


1. convergente 3. convergente 5. divergente 7. convergente 9. divergente 11. convergente 13. divergente 
15. convergente 17. divergente 19. convergente 21. divergente 23. convergente 25. convergente 


EXERCÍCIOS 12.6 [Página 726) 


1. divergente 3. convergente 5. convergente 7. convergente 9. divergente 11. convergente 13. convergente 
; 100 


15. convergente 17. convergente 19. convergente 21. divergente 27. 0,7032 < y = < 0,7134 
т = 50 


R-2 Respostas dos Exercícios de Nümero Ímpar 


EXERCÍCIOS 12.7 (Página 730) 


1. convergente 3. convergente 5. convergente 7. convergente 9. convergente 11. divergente 13. convergente 


15.1841 < 17. [R| « d 19. [R] < 21. || < — 


23. 0,333 25. 0,632 27. 0,113 29. 0,406 


EXERCÍCIOS 12.8 (Página 738) 


1. absolutamente convergente 3. absolutamente convergente 5. absolutamente convergente 7. divergente 9. absolutamente convergente 
11. absolutamente convergente 13. absolutamente convergente 15. absolutamente convergente — 17. absolutamente convergente 
19. divergente 25. (b) convergente 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 12 (Página 740) 


3 9 4 3 4 15 5 Rr 81 4096 390,625 . 2 3 15 63 255 4° — 1. 1 
1132233 3.02, 21731 5.1,3,1,3; não tem limite 7,4, 222 2 925 £ 5. m Url 4 

2*5 $*5*1 ^16' 729 65.536 16 * 64 > 256° 1024? Sn дт c4 
11. convergente, 3 13. divergente 15. convergente, 4 + 2/3 17. convergente, T 19. E: 21. convergente 23. divergente 


25. convergente 27. divergente 29. convergente 31. divergente 33. divergente 35. convergente 37. convergente 
39. absolutamente convergente 41. condicionalmente convergente 43. divergente 45. absolutamente convergente 
47. absolutamente convergente 49. EC 51. 90 cm 


EXERCÍCIOS 13.1 (Página 750) 
1. {-1,1) 3.[-1,1 5. [- +, i 7.(-3, 3) 9.(-0, +0)  11.(-5, –1) 13.(-9,9 15. (0, 2] 


i. (- 1.4) 19. [-1,1] 21(-4 6 23.[4,6) 25.[-1,1] 27.(-ee 29. +0 
e e 


EXERCÍCIOS 13.2 (Página 759) 


1.()R=1[-1,0:(00) Y e R= 1;(с)[—1,1) 3. (а) А = 1; [-1, 10; b) Y, Va; R = 1; (0 (-1, 1) 
n=1 n=1 
OR toi (o +9000 Y IU SE T GR a, +) 
7.0) Е = 3; 0, 2); 060) Y) 3n + DGx- А = 1; (с) (0, 2) 9. (а) А = 3; [-2, 4); (b) y LA, РЕ = 3; (0) (-2, 4) 
n=1 n=1 
+ с +00 + oo +0 
n. У na- 1° B È Oyane 15.() Y rx se |х| < o Y are- se |х| <4 
п=2 n=0 n=0 n=} 
+0 + с e 1 + +2 
n+ . EVI x , 
17. (a) У 27 (Ы) ру E 19, 0,60653 21. (а) Zé 7 с? (b) ë ami 23.2 25. (a) 2 cv == 
my 
n=0 п! 
EXERCÍCIOS 13.3 (Página 766) 
L Ltl Reso & Y XU TIU O pls 5178 7.063) 9 X +o 
п-0 (M+ D! n-0 4^*l(n + 1) =] "y 


Respostas dos Exercícios de Número Ímpar 


R-3 


+ со +œ 
. д2" +1 х2" +1 
п. 0, e 13.1,318 15. 1,057 17. 0,485 19. 0,747 21. 0,041 23. 0,450 25. 
` z (2n + 1)(2п + 1)! 2 (2n + 1)! 
+0 + с 
1 1 
27.0,2450 29.0220 31. Y xml Y Kays mt! o 
2n + | Qn + 1)! 
п=0 п=0 А 
EXERCÍCIOS ". 4 4 (Página 775) 
Dare E cui teme 9.mm2+ Y qa LR 2 
n=1 n=1 n2 
3-5-..: (2n - 3)x - 4) 
1.2 + +(x - 4) +2 Cy Bn IA. pq 
é X ) 2-4-6 - Qn) - 4" 
+0 
yd. 
1-44 -+m -te - Сл) + у УЗ ey dp ON iR € 15. L y & D 02? 
n=1 n): 
17. (а) x + 3 + d (0 1 +2 + 254; (с) 2 + a + архб 19. 0,5299 21. 1,97435 23. — 0,2231 
25. 2,7182818 27. 0,0415 29. 0,0048 31. 0,2398 33. а; = 3; аз = -5; а, = 2a = – 1; ар = 6 
EXERCÍCIOS 13.5 (Página 780) 
+ co 
L1 + Es CA EA A ag oq. 3,1,1 (-*-1-3-5-..- Qn - 1 р д 
2 2^n! 2 2 т 8"n! 
+ +00 
. - ay . _ п 
51+ Y, -2:5:8-.-Gn 4 трет Tl. (113 Qn - D.R- A 
n=1 3"n! 3 3 Gl 18"n! 
+00 2 
= р". . . . . - + 
9.24 Y EDI E s Qn — IW" R21 1. 4,899 13. 5,010 15. 0,198 
= п 
"o , +0 | 
= р". . " _ Hn -]ytl. . . . . = 
17. х + y ( 1) 1 3 5- - (2n 1) ; В = 1 19. (а) 1 + dx + y ( 1) 3 7 11 EM (4n 5) х; 
п=1 Pun + + 1) 4 2 41 - 
+% i +1 
= ру . . . . . — 
b1+12+ y CD 327: 1... (6-5 à. (030,510 21.0,335 23. 2,0271 25. 0,4970 
4 n=2 4"n! 
27. 0,5082 29. —l rt + Y AA a po 
р + 1 2”niQn + р + 1) ' 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 13 (Página 780) 


1.[—1,1) 3.[-3,3] 5.x=3 


+0 


© Y CDI А = 1;(с)(—-1,1) 


n-i 
+ 


У 


п=0 


_ +1 
Det gla 


17. ; 
24+40n + 1) 


+ o 
29. 0,986 31. 1,6094 33.00124 35. У MV (æ, +00) 31.2 


(= "3х + ro! 
(2n — 1)! 


+ о 
3. Y 
n=1 


41. 


27. 5,0658 


7.(-7,5) 9.(-,3] 11.(-1,1) 1X()R-1[-l 1; 
+00 -1 
15. (a) R = +0,(-0, +00) (b) У 7, R = +00; (0) (7 99, +00) 
- n! 
+= n 2n+1 UU 
19. Y CEIM! — 2 4c 210,61 23. 0,493 25. 0,1974 
par (2n + DQn + 1)! 
X т (329 - Y (- o, + оо) 
n=0 п! п=1 Qn + 1)! 
y + р" 
` п 


R-4 Respostas dos Exercícios de Nümero Ímpar 


EXERCÍCIOS 14.1 (Página 793) 


1.0 5. 3. (0 t Vi + 42 5. (а) Tr; (с) tg” 0,4 = 038 7. (2, -3) 9.(,6 11.(-4,3) 13. (12, -5) 


15. (а) (-1, 9); (b) (1, —5) 17. (а) (-9, —4); (b) (4, —е 19. (a) (6, 1); (b) 74; (c) 1.061 
21. (a) 101 + 15); (Ы) —24i + 6j; (с) 6i + 2j; (d) 2/10 23. (а) Y13 + 4/17; (b) -14i  21j; (с) 7413; (d) 5/13 — 6/17 


" А 11, d$ la 3. bn 3. 4. Ty bo. MET Я 1 n 
25. (а) — 28i + 6j; (b) 24/205 27. —— i + —— 29. (a) S(+i - +j), Ži - A (b) 2 VHcos Tri + sen Taj, + 42i + + 2 
(a) j 457 лз} (a) 55 50), 5 zj; ( (cos 4 77), 3 2 


31. (a) 8(cos Fri + sen tj, — Li + 5 J3j; (b) 16(cos лі + sen zj), -i  33.h = 2, k = 3 37. (a) 135 N; (b) 17° 


39. 29,0? 41. 346,17; (b) 388,3 km/h 43. (a) 28,1%; (b) 1,7 mi/h; (с) 0,53 ті 51. (a) (1, -25 (b) (1, —2) 


EXERCÍCIOS 14.2 (Página 800) 
- 240 + 85.683 
407 


21. - 4 У + 5 Vili VEI) – 45 Vilj 23. + TY (aj – aj) 25. (а) - JE (D 021 + pd 27.59 430. 


1.10 3.-1 M.42 13.- 4$ 15.10, - 2 17. (а) 0; (D) nào tem k. 19. 


29. (а) 24 J; (b) 24 43 J 31.(18— 943) = 2,4 J 


EXERCÍCIOS 14.3 (Página 807) 


1.(-0,0) О (0, 4] 3.[-1,1] 5. todos os números reais que não estejam em (-4, 3) 7. + t; + 


914 Int. +0) - (1 + 00 + 4 + à) 11. – b cotg t — b cosec? t 13. (» — 1? =x 15. 25x? — 9y = 225 
te'(2 + t) Pe(2 + 1) a а? 
T.2-y-2Lx21 19.9% + 162 = 144 21543x + 2y = 20 23.у=1;х = -1 
2 3 
27. Y =o LL = Id -0 зү, ^ + y? =a” 35.374 unidades quad. 
dx dx? 4a de 


EXERCÍCIOS 14.4 (Página 814) 
L4 «4j 3.2 Si 7.R'()-2ei + Lj R'() = 4? i- Lj 9. R'() = +A + 271 2); 
` t t : 


R'() = -2(1 + PA + 2(n 2)2) 11.R'() = -24P + 497% - $0 - 50-10); В") = (62 – 802 + 47i - La – sy 
13. R'(t) = 10 cos 2r — 4 sec 4t tg 4tj; R"(t) = — 20 sen 2t + (16 sec 4t — 32 sec! 40} 15. Qt — QL — 6t + 5)7 12 
21. 201 23. 8e” 8e-" — 29.In|sec г|і — In|t|j + C 31. геі + init- 1]lj + С 33. (Int — Di € 405) + С 


35. + (1 – + sen 2 – m + (( + + ѕеп 21 – mj 371.3)45-1450 39.0 


EXERCÍCIOS 14.5 (Página 820) 


1.1 + +42 In(1 + 42 3.210 + /2In(Q + 5) 5.3 [40 — (1332) 7.120 9. /Xe – 1) 
11. In(1 + 42) 13. ба 15.87 17. a[incosh2 + Incosh 1] 19.57 21. 2ла 23.12 25.3 J/5(& - 1) 
27. + a(0, - 5 sen 2 0) 29. 200 т 


EXERCÍCIOS 14.6 (Página 824) 


Doc. 2 : 2t : 1-28. e : e^ y 
1. T) = E i + —É— N() = —“*— t р э.т = —É—-i- ij 
@ +1 @ +1 2+1 P.I Je + e Je + ec 
=p. A 
Ме) = i e j S. T() = -sen ti + cos tj; N(£) = —cos fi — sen rj 7. T(r) = -sen kti + cos КЇ]; 


AS E o—————— 
[221 + e? e n e? 


| 


N() = -cos kti — sen ktj 9. T() = -(1 + cotg 1 i (1 + tg* 07725; МО) = 
" 2t A e - 2 e0 — 0) — , 201 — 1) 
ut) = —— i + е}; М0 = і + NL 
Ja xg dare ПЕПЕ = Jar 


Respostas dos Exercícios de Número Ímpar 


t 


uro MEE AE ad ECL c E 1 
Jsen? t + cost t 


q 
1 


— cos?t - sen? / 


E А 1 А H А Я 2 
N(f) = cos fi + sen tj 15. T(r) = ———— i + ьм) = - жі + ————i 
NEZ "EZ М + М + 2 
NES 32 
21.х = $ [075 + 8 — 4], y = зт [Q7s + 82 – ap? 23.x=a Qe AA 


27 
E 185 т 


3/2 
а (2) 25.5 oet — 1) 


ES. —— |} 
Jsen* t + cost! 


ji 13. T(t) = sen fi — cos tj; 


19.x22-* coss, y = 3 + sens 


EXERCÍCIOS 14.7 (Página 831) 


Lidia atoa sie, 


(1+ 6? + ny? 


2 An 3/2 
їз. эё У-У 40 as Lo рр (пей + вур 19. AA э. 
a 


Ix] 


27. (-3, -1) 29. х2 + y? + 4х – 6y +5 


23 
=0 31. $ 


Мт? an2 E 1. УТУ. 


7 4 JT 33. чаш} 16|а| 


2 2 2 
39. (з + 2р, – Z) 41. (E cos? t, BE sen? r) 
a 


4р? 


4a sen Tt 25. (3, 9) 


37.2; +; (0, - +) 


EXERCÍCIOS 14.8 (Página 837) 


1. (a) 26 + j; (b) 21; (с) 4/37; (d) 2 3. (a) — 10 sen 2r + 6 os 2tj; (b) — 20 cos 26 = 12 sen 255; (c) 10; (d) 12 
5. (a) i + tg tj; (b) sec? tj; (c) VŽ; (d) 2 7. (a) cos й + sec? tj; (b) — sen fi + 2 sec? r tg tj; (с) + 4/91; (d) $ v84 


9. (a) 21 + 6j; (b) 2]; (с) 24/10; (d) 2 11. (a) 21 + 8j; (b) 21  16j; (c) 2/17; (d) 24/65 


15. (a) i + J3j; (Ы) - J3i + j; ( 2; (d) 2 


21. (a) 390-625 - 


27.40?8' 29. 29 m 


17. 


2-2 
ERE 


cm; (b) 390-625. cm; (c) 1.250 JH — 1.25050} 


4-2 - Р? 


13. (а) 3j; (b) —4i; (с) 3; a 4 


it ATT j e e 3 Di е + 3j 


2 


23. (25 + 631) s; (20.000 /3 + 800 /1.893) cm 


25. 283 m/s 


EXERCÍCIOS 14.9 (Página 842) 


1. V() = i + 21); AQ) = 2j; АҢ) = 


6t 6 
АМ) = ————; K(t) = — 2 
ш ya + 92 M ца + 9º)? 


= А 1 E 

Ng = ——Lis. —L y 

Yi + 2 +? е 
TQ) = pi + pd AQ) = 2j; NO) = 

13. V() = — 15 sen 3ti + 15 cos 3rj; А(/) = 

[У(0)] = 15; 410 = 0; AMI) = 45; K(1) = 


PNE. M Ал) = SS 
М + 4? М + 4а? 


A(t) = (cost — t sen Di + (sent + /со$ Di; А0) = 1; AMD = 1 5.V(0) = —i + j; А(0) = і + j; AXO) = 0; AMO = 2/2 


7. vm = i44 - 3425 An) = 2 V2 + 


Ivo! = 


Ex A 
45 


11. У(0 = 


2 3. V() = t cos fi + 


3.0}; Ar) = 0; Ау Èa) = + 


2i + 21; A() = 2j; TD = 


2t 


sen tj; 


IVOL = 84 + 9; Aq = DE 


WWE 


1 


y= уб) = 


2 1+ 2; А f) = =>; AMD = ———; K(1) 5 
ш Ыр ти ШЕЛ; 21 + By 


i+ gi IVO = 2/5: 442) = e; AND) = 


— 45 cos 3ti — 45 sen 3tj; T(1) = 
T VGm = 


-15j; AFA) = 451; TOM) = 


gue KO = E 


-sen 3fi + cos 3tj; №) = -cos 3ti — sen 31}; 
-ENGO = i; [VGI = 


+ 98 


E 


2i 4 4j; 


R-6 Respostas dos Exercícios de Número impar 


Я zu e E 1 А 1 : e E 
15. VOO) = eli — ej A() = ei + е; Т) = ———— i - — === j; М) = — i + — j; 
| Меч +1 Де а” e“ +1 dese 

Ivo = меё +1. АҢ) = ЗАМ) = ; Ка) = EN P V(O) = i – j; А(0) = i + j; TO) = Wd ab j; 


e! Sa т (er + 1)3/2 
NO) = Mri + rd 1V(00)] = vZ; 400) = 0; AMO) = VZ; КО) = т 17. (a) i + 4j; (b) i + 8); (с) 8j; (d) LE 1/65; (е) E VS 


2 2 
19. R = 2i + 4j; se tiver velocidade escalar constante, Y = &i + $i А = EE i- LE T= i * T М = Ji — T j; 
Ly 
Ar = 0; An = —те 
EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 14 (Página 842) 
y Я 9 " 5 i 1 1 19 
1. -25i + 36) 3. /4.594 5. 154/2 — 14/13 7.92 9. і – j з= - 4; = 1-4 
106 106 ? 2 : 
15. - 191 -j 17. – 39 4/13 19. (а) 104,4 N; (b) 35,5% 21. —89,30 J 
_ 12 2.1 2 
23. (a) todos números reais em [0, + oo) exceto 1; (b) lia lj (с) end. * SU GEN o 25. КЕИ a. ud ы ar d. 
2 2 2 1/2 2 3 
(t 1) 2 — 1) dx є de 108г 
12 10 3 
27.х = 123; y = 16;у = -16 2.- UCD 40 - 1 31.5 487 + L1n(6 + 437) 37. [аг 39.35; É 
r(t — 1) E 
41. (a) 9y = 12x - x3; (b) V(t) = 3i + (4 - 20j AD = -2j; (0 VO) = 3i + 25; А(1) = — 
" —t t -t 
43. Y - PA L sect t cosec t 45. Ti) = LC js? jg NOD = 2 i eme 
dx dx? 3a её + е”! e + е”! е + ет! e + е! 


47. х = 20s + VIT? — 34; у = + [Gs + 171729 — 162 49. А = 3 (vo sena)! 55. V() = 2 sen 21 + 2 cosh 2tj; 


А() = 4 cosh 24 + 4 senh 24; |V(O] = 2/cosh 41; А) = HEMA АМ = 4 i sp AL LM 78 0, 
cosh 47 ycosh 4t V4? — 16r + 25 
P 6 
E 


42 — 16t + 25 


EXERCÍCIOS 15.1 (Página 851) 


1. (b) 0, 2, 0), (0, 0, 3), (0, 2, 0), (0, 2, 3), (7, 0, 3), (7, 0, 0); (с) VEZ 3. (6) (2, 1,2), (-1,3,2), (71, 1, 5), (2,3, 2), (71,3, 5), (2, 1, 5); 
(с) 22 5. (Ы) (3, –1, 0), (3, 3, 0), (1, 3, 0), (1, 3, 5), (1, —1, 5), (3, —1, 5); (с) 345 7. (a) 3; (b) d 5,3) 9. (а) 35; (Ы), 71,2) 


п. (а) 74/2; (0 (-1, $, - 3) 13. (+46, 4,2) 17. e n 942; | AČ] = 2462; | BC| = 4/62; (b) ponto médio de AB: (5, 1; 5); 
ponto médio de AC: (— 1, 2, 5); ponto médio de BC: (— i ,8, i. 21. esfera com centro em (4, -2, -1)er- 5 
23. о ponto (0, 0, 3) 25. о conjunto vazio 27. х? + (y - 1) + (с + 4) = 9 


EXERCÍCIOS 15.2 (Página 859) 


1. (a) Q1, – 13, —2); Ed 25, —26, 5); (с) 7/59 — 5.41; (d) 1.326 


3. (a) (- 19, — ); ( ud -8/9i, - 249) 5.а = 0,6 = 0 TONS AS JE 9. — J: E E 
11. (05,0, - 5) BÈ, 4, -0 15. (0) 0 Éi $i + $1: OVO ait ri 9 
17. (а) (1, É, $5 O) (- -F> ==; D 21. (a) —44; (b) —468; (c) —31; (d) (—84, 198, 124) 


23. (а) - 243; (Ы) -3: (0 (2,1, -2) 25. (а) — 12/6; (Ы) (- 26, — 37, 35) 29.57 44.422 33. + V3 unidades quad. 


35. - 2/6 31.253 39. 2/63 41.2 45.cos"! Ут ош cos"! (=) 4r=5,5=9,1= -12 
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EXERCÍCIOS 15.3 (Página 867) 


Lx+2y-3+1=0 3y-2+3=0 5.x-3y-42-3=0 7.3x + 2y + 6z = 23 

2 Сл: 2 1 2 . 3 3 2. 3 2 
LR TER SN 11.( EE 13. Суз, O gb (gr - у) 
15.5x — 3y + 74 + 14 = 0 17. 2х - у-а+1 = 0 19. 4у – 32-1 = бег = 1 21.67,6º 23. 69,2" 
25.18 /6 27.5 


E 
EXERCÍCIOS 15.4 (Página 872) 
zo Го y-2 2x y. ^i 
Lx=1+4,y=2-3,2z=1A = 2z=1 $x-d]M,y--Mnzc 85 = A = El 
^ 4 ge ue x á 3 B eR UE 
S.x = U 2, y= -165z = 13t + 3; Z2 3 uo уулу, A E e EA л A pe 
2 —16 13 1 3 —6 
NES z- 210 
тта 13. 8х — у - 66 = 0; 13x - 52 – 102 = 0; 13у — 402 + 42 = 0 15. 4х - y 4 32 0; 3х - z c4 = 0; 
Зу + 42-7 = 0 17. V6 19. 4 + Ty - 32 4 2 = 0 2k dx + 2y - 32 4 5-0 233. (4, - Z, 5) 


5.022 26. 2-4 27. $470 3l.x= х,у = у 


EXERCÍCIOS 15.5 (Página 882) 


1. (7, 13, -11) 3. -490 11.09, -1, -23 15.52 17. /89 unidades quad. 19. 9/29 unidades quad. 
21. Sx ~ 2y +7z=0 23.х+ 22у +2-2 = 0 25. (+ j-k) 27. + ¿(+2 + К) 29. 20 unidades cúb. 31. E 


EXERCÍCIOS 15.6 (Página 887) 


13.x? + z? = 4y 15.x? + 4y? + 4z? = 16 17. у2 = 9x? + 9:2 19.y? +z? = senņ?x 21. х2 + z? = 16; eixo x 
23. х? – 22 = 4; exoz 25.4 = Y]yl; eixo y 21. y? = 9x2; eixo y 


EXERCÍCIOS 15.7 (Página 894). 


1. hiperbolóide elíptico de uma folha 3. parabolóide hiperbólico 5. cilindro hiperbólico 7. elipsóide 
9. hiperbolóide elíptico de uma folha 11. cone elíptico 13. parabolóide elíptico 15. parabolóide hiperbólico : 
17. hiperbolóide elíptico de duas folhas 19. (a) 1 < |k] < 42; (b) Ik] <1 21. vértice: (1, — i 0); foco: (1, 0, 0) 25. 8z unidades cüb. 


2 
21. SER. z unidades cüb. 
c 


EXERCÍCIOS 15.8 (Página 900) 


LL 6-25 - 2k) 3.T() = l J3[(cos £ — sen Ni + (cos £ + sen Dj + k] 


JA + 5 
1 E К 3 5 3 
5. ——— M [2(cos t — t sen rji + 5j + 2(sen t + t cos Ok] 7.421 + 5 + 2 In(4 + Ai 9. 3e — 1 H. 13 
MITES Ji + Si eX Y TJ) + + dn + 321) 9. VX ) 
15.0) = й + ej + гек 17. - 19.T(1) = 3; Їй + T Тај + т; Уак; М(1) = — db (2661 — {5 J266j + 7 /266k; 


B(1) = A (3; - 3j + k); КО) = 3g 1266 21. T(- 1) = 3 (+ 2j - 2k); N(- 1) = $ Y5i - + J5j - 4 5k; 


R-8 Respostas dos Exercícios de Número Ímpar 


B-D) = – 2451 – 3 56; KOI 2/5 23. TO = + J3 + j + k); NO) = — 342 - D: ВО) = — x 6 + j- 2k); KO) = 342 
25.У(4-л) = di + k; Am = -aj |V Œ r] = V +1 27. V() = 2e – 2e7?j + Зек; 
А(1) = 4ей + 4e7?j + 8ek; [V(D] = Vi3e* + 4e7* 31. 2 


EXERCÍCIOS 15.9 (Página 904) 


1. (а) (0, 3, 5); (0) (- T, 2 4/3, —4); (с) (cos 1, sen 1, 1) 3. (а) (V6, VZ, 242); (Ы) (0, 243, 2); (с) (+ 43, +, – 3 

5. (a) (2, 2л, -243); (b) (0, Fx, – 2); (с) (46, +a, V 7. elipsóide; 2 + 422 = 16 9. parabolóide elíptico; 2 = 32 

11. cone elíptico; r? cos 28 = 322 13. esfera; р = 9 cos ф 15. cilindro direito; p sen é = 3 

17. esfera; p = 8 sen $ cos Ó 19. (a) cilindro circular reto; x? + y? = 16: (b) plano através do eixo z у = х 21. 2 - y? = e 
23. (a) esfera; х2 + y? + 22 = 81; (b) plano através do eixo z; x = y; (c) metade de um cone com vértice na origem; z = yx? + y? 


25. cilindro circular reto; х2 + y? = 36 27.х/? + у? + 22 = 2у 31. (Ы) 27 ya? + 1 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 15 (Página 905) 


1. um ponto no eixo x em R, uma reta paralela ao eixo y em R?, um plano paralelo ao plano yz em R? 3.oeixox 

5. circunferência no plano xz com centro па origem е raio 2. 7. o plano é perpendicular ao plano xy interceptando-o na reta y = x 

9. o parabolóide dé revolução gerado pela rotação y? = 9z em torno do eixo 2. 11. o cone circular reto gerado pela rotação de y = x em torno 
do eixo x.  13.i + 26j — 16k 15. 3 17.741.270 19. — + J21 21. T (i + 2j — 2k) 23. (60, —49, 80) 25.16 27. 295 


29. (-3, 4167, 1), (-3, - 167, 1) 31. (x + 20 + (у + 1} -(— 3)? = 17 33. 22 = e" оц х? = e"; oeixo y 35.3 


37. (a) cos a = - WA cos В = - fr. созу = -AO -i-i -fE 39. (а) - +43; Ы) - Li + $j - Tk 
41. х - бу – 100 + 23 = 0 43.1002 45.3 41.343 49.4 = 21 = 2,х= 46у = -3 z=t 53. Эп unidades quad. 
55.24 unidades cúb. 57. 2 [VZ + In(J/2 + D] 59. Ул) = - Li + j + ki AG = -2i - tzj IVG] = 4v8 + л? 


61. T(+x) = — ті Е фт і Nx) = -k Bim = F i Es d 63. G V3, л, 3) 
65. (а) z = rX1 + sen 20) + 1; (b) /2(25 cos? 0 + 4 sen? 0) = 100 


EXERCÍCIOS 16.1 (Página 916] 
LG) - 75050 E DO 3.) 10) 71230) 3 V16- 4-9 Alar 4у +8 5. 0, ржу #1) 


1. (к, ур y «1 9.(e»bà-»x21 1. рожу > 1) 13. (0, ур? »x«1 15. (0, ly a 
17. (—,»-1<x-y<DBD 19. (х, ху > 1] 2Líc»2lx-»-z50) 23. (х, у, Dl? + 4? + 2 < 16 

25. (x, у, Dllxl < 1, ly <1, а <1) 27. (х,у, |2 + «4| 29. (х, là + y? < 19. 31. R? 33.R? 35. А? 
37. circunferências de raios /16 — А, К = 0, 1, 2, 3,4 39. circunferências de raios Y16 — k, k = 16, 12, 7, 0, -9, —20 

41. hipérboles x? — y? = k, k = 16, 9, 4, 9, —4, —9, —16 43. circunferências de raios Y2k, k = 8, 6, 4, 2, 0 

45. h(x, y) = sen"! 1 — x? — y?; dominio: (бх, y)? + X? < 1) 47. (а) 2; (б) 6; (0) Vx — у; (d) Ix — yl; (e) |х — yl 


EXERCÍCIOS 16.2 (Página 926) 


LO 3.-4 5.2 7.0 9.5=Je 11.8=-гє 13.8 = min(l, +€) 15.8 = min(l, ye) 23.0 25.0 
27. o limite existe e ё 0; pegue б = VE 29. nào existe limite 33.47 35.7 39. + 41.3 47.0; pegue ó = e 


EXERCÍCIOS 16.3 (Página 930) 


. contínua em todos os pontos (x, y) em R? que náo esteja na reta y = 1 

. contínua em todos os pontos (x, y) em R? que não esteja no eixo y 

. contínua em todos os pontos (x, y) em R? que não esteja na reta y = 2x 

. contínua em todos os pontos (x, y) em R? que seja interna à circunferência х2 + y = 25 9. contínua em todos os pontos R? 


NE Y = 
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11. contínua em todos os pontos (x, y) = (0, 0) em R? 13. contínua em todos os pontos R? 

15. todos os pontos (x, у) ет R? que seja interior à circunferência х2 + y? = 16 

17. todos os pontos (x, y) em R? que seja exterior à elipse 4x? + 9y? = 36 19. todos os pontos (x, y) em R? para os quais |ху| > 1 
21. todos os pontos (x, y) em R? no primeiro e quarto quadrante para os quais |x + y] < 1 23. todos os pontos em R? 25. essencial 
27. removível; f(0, 0) = O 29. essencial 31. removível; f(0, 0) = 0 

35. contínua em todos os pontos (x, y, z) em R? que seja exterior à esfera х2 + y? + 22 = 1 37. contínua em todos os pontos em R? 


EXERCÍCIOS 16.4 (Página 938) 


1.6 3.3х – 2p 5.—————À 7.02 бху + 22 9.xy e yi 11.4 13 o 
Ay á VES 
Mx y E 1 3x2 
15. -2 sen 30 sen 2ф 17. E Ё In 4 - ) 19. — — 2 .——— 21.4ху + -L 23. хде: + — XE ____ 
xy y Q2 + y + dp z z + 9х2у2 
25. (a) – 1; (b) 12 27. —In sen х; In sen у 31. (а) 1; (D 1 33. (а) -2;(b)0 35.4 37. —4?/cm; – 8°/ст 
100 [+1 1 1,54 5.000 In 1,06 5.000 In 1,06 
39. (a) == | —L23— — 11; —*- - 1| = -244; ; (d) - = —61 
(а) 712 | (1 + 0? | e 0,0036 | (1,06)? | © 3(1,06) 9 3(1,06) $ 


41. 0,0943 m?/kg; 6,42 m?/m 


EXERCÍCIOS 16.5 (Página 947) 


1. (a) З(Ах)? + 2(AXYAy) — (Ay? + 14Ax — 6A^y; (b) 0,5411; (c) 14Ax — 6Ay; (d) 0,54 

3. (a) Q + AX(- 4 + Ayje? + ^9(-5 + ^9 + ge78; (b) —0,0026; (c) 28e78 Ax — 14e78 Ay; (d) —0,0019 

5. (a) Ax + 4Ay + (AXY(Ay) + In(1 + Ay) + In(5 + Az) — In 5; (b) 0,2141; (с) Ax + SAy + + Az; (d) 0,214 

2x dx + 2y dy + 2z dz 


7. (1222 – y) dx + (3 – 2ху) dy 9. (cos y — y cos х) dx + (—xsen y ~ sen X) dy 11. 
C++ 


13. 1g! z dx - Y ду + (— + E) « 
2 1+2 z 


15. (a) 2(xgyg — Yo) Ax + (хо? — 2х0) Ay + (уо Ax + Ax Ay) Ах + 2(х0 Ax — Ax) Ду; (b) €, = yo Ax + Ax Ay; €, = 2(х0 Ax ~ Ax) 


17. (а) 2хоуо Ах + (Ах)? — xp? Ду. "T Yo? Ax — 2xgyg Ау 2 хо? Ay 
. сас" онор Же рыс. 1 = —— 2 E ———————S 
Yo? + Yo Ay Yo? + yo? Ay Уо? + Yo? Ay 
31. (а) 00 — Zo) Ax + xo Ay + (22p — x) Az — (A2(Ax) + (АХАУ) + (A2(A2; (b) €, = - Az, €, = Ax, & = Аг 38. 7,36 m? 


37. 0,14 cm; 1,4% 39. 1235; 0,325% 41. $7.200 


1 х 1 
2х sen ———————— — —2—- cos ——— se (x, у) = (0, 0); 
43. рух, y) = | yx? + y? yx? + y? yx? + у? 
0 ѕе ху = (0, 0) 


se (x, у) = (0, 0) 
ѕе (х, у) = (0, 0) 


2y sen 1 - FEN A NU RENE 
D, fix, у) = - yx? + y? yx? + y? Ух + y 
0 


EXERCÍCIOS 16.6 (Página 955) 
du. : . ди. : du. : ; 
Ll (a) 6x — 2y; (b) 16r — 10s; E (a) -2x — 4y; (b) - 107 — 65 3. B (a) 13x — 2y + 5; (D) 24r - 415 + 5; 
r s 
yf: /; 
2u. (a) -17x - 7y — 10; (b) - 4lr + 44s — 10 S. Ju. (a) 2% Qx sen t — y cos t); (D) 0; SUE + (a) E, din (у sen t + 2x cos t); 
às àr x? дг х? 


ди ди _ ди _ бте + scosrs , ди _ 3r?e? + rcos rs 


b)2e?!&'sec? t 7. L = 22x + у) + 3x; LL = 25(2x + y) – 2х 9. CH = Sre + scosrs . du _ Зге + rcosrs 
n дг A » às : » дг Мо - (Зх + у)? ds VI - Gx + у)? 
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11. ди _ 6s senh Y (xe' — ry) ди 3 senh Y Qxe' – yr) = 0 

àr x? x às x? х 
1з. 2и. = 2x sen $ cos Ө + 2y sen é sen Ө + 2z cos ф; SE = 2xr cos ф cos O + 2yr cos é sen O — 2zr sen q; 

r 
E = — 2xr sen ф sen Ө + 2yr sen ф cos 0 15. (a) e" (cos t — y sent) + e?(x cos t — sen t); 

— t — 
(b)ecsi(cost — sen? 1) + es (cos? t — sent) 17. (a) ei узе! + cet, ; (b) tg t sect 19. xed 
ух? + y? + 2? txt + y^) 
з. X6 + MAI de 23. % = 3y = бх — 42. üz _ 3x - 2y у д . _ 4. д . Ху + 1 
цу + D? дх 2z + 4х ду 22 + 4x дх х ду 3xy tg 3xz — ху? 


29. decrescente a taxa de + rad/min 31. crescente à taxa de 3.8407 cm?/min 33. crescente à taxa de 1,6 L/min 


35. du = cos w senh v 4 + sen w cosh у 94; du = — sen w cosh у $4 + cos w senh у du 
dv dx дх ду 


ду ду 


EXERCÍCIOS 16.7 (Página 962) 


2xy 
х? + y? 


2ху 


2 


2 
1. (а) 2 - LADES 3. (a) 4е2х sen y; (b) —e%™ sen y 5. (а) 2 tg7! 2 — ————+ 
y x | х x? + y 


;(521g 12 + 
Ji x 


2x In y 


7. (a) 3y cosh x; (b) 4x senh y 9. (a) ех cos y - ——————— 
a + x)? 


-1 
; (b) —e* cos y - EL 11. (a) 12x + 20у; (b) 12x + 20у 
РА 


— 320rst 16r(5t2 + 1252 — г?) 
(г? + 452 — 512)3 (г? + 4s? — 50? 
25. não existe nem um nem outro 27. f,2(0, 0) = —1; 10, 0) = 1 31.6se'7*2 + r) — 8e7% 33. 10 cos? 0 + 8 35. — 10r sen 20 


13. (a) 0; (b) e? 15. (a) – 2e? sen e*; (b) —2we*(sen е + e*cose?) 17. (a) ; (b) 


EXERCÍCIOS 16.8 (Página 967) 


2 
3.8 22 5t, 26-243 7.0 9.0 11.8, = 243 – 4 1.6 =з + m (EL) 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 16 (Página 968) 


1. х, yx? + 4? > 16] 3. (х, ly > x?) 5. (0, у, 2I» » + 2); o conjunto de todos os pontos em R? exceto aqueles sobre o plano 


2 2 . д. X? y? z k 
у= tz 7. (0, у)|4х? + 9y? < 36); a parte superior do elipsóide — + — + — = 1 9.y = —7-,k = 168,42 
9 4 36 4x? 
11. (a) 4ху — 3y? + 4; (b) 2x? — бху — 2; (с) 4y; (d) — 6х; (е) 4x — 6y; (f) 4х — бу 13. o o © - » E: (d) - E 
у у 


15. (a) t? cos st? + tes; (b) 2st cos st? + es; (с) 2t(cos st? — st? sen st?) + es; (d) 2t(cos st? — st? sen st?) + es 17. (а) A е^” + 1; 
y 


lua 1 ру l.n E „хуу ү 1 у? + 22 – х? -2xy . -2xz 
(b) - еу; (с) eX? — —; (d) E eX» e e» 4 — 19, (a) 55 (b) > 3 (0 zz 
y? y у? x 3 y^ у? (х2 + у? + 22)? (х2 + у? + 22) Qa y). 
— 320uvw 16u(12v? + 5w? — и?) du бу(х + у): 
21. (а) ———————————À; Al Ir ita Ap b с 27. (а — = 262—5 + 3 In(x? + y); 
(и? + 4v? — sw?) (и? + 4v? — 5w?? (a) On Am (a) дг x? + y? 


ди „ 4y& — om? + уд); (o) DU (31 — 25) LL + 3 n(8s? + 1812, 24 = (31 — 25) - 2 In(8s? + 181?) 


ds х? + y? д 452 + 912 дѕ 452 + 9r? 


29. (a) 18xyseYS + 6yseYS + 9x?r?s? + бхг252 — 9zr?s2; (b) [9(1 + 2ғ5)еб + 6(1 + re! — 9 In 4]r?5? 


31. (a) 3x cos 1 — 4(y + 2x) sen t; (b) 12 cos 2t — 16 sen 2t; ze = —16 
t= л/4 
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33. (а) - 1 + ADO + ду)? = 5(-1 + ana + Az? — 20-1 + Ax) + AYQ + Az) — 5; (b) — 0,48; (c) - 5Ax — 14Ay + 2642; 
(d) -0,8 35.2 37. i 39. 6 = min(l, << 3 €) 41. existe limite e é 0; pegue $ = Ye 43. náo existe limite 

45. contínua em todos os pontos (x, y) em R? que nào estejam nas retas x = + 2y 

47. continua em todos os pontos (x, y) em R? exceto (x, y) = (2n + 1, 27m + 1), onde n e m são quaisquer inteiros 

49. contínua em todos os pontos em R? 51. 39 centavos 53. —3.2007 cm 3/min 55. decrescente à taxa de —0,158 N/m?/min. 

59. (a) 12; (b) – 3 


EXERCÍCIOS 17.1 (Página 978) 


1. 2х + sy 3.3x + V2y+42 5.—7—— т. (8х – Зуі + Qy - 30} 9. —À— i « 2 
13(x – yy? х? + y? х? + у? 
м.р 1 Go XD k er secz- 2xj + хів ак) 15.6 17.-42 19. -2 


(х + д? x+2 (x + д? 


21. -3e” cos br 23.(a)(-4, —4); д) -2 -2/3 28. (а) (-12,2, 14); (0) 2.2 + di m +4 31. – dr 2I 


3 0-1g^! —3 _ л 35. (a) 6/2º/m; (b) direção do vetor Ai T +j 


33.8 = tg"! —*— 
3л +1 3л +1 


37. (a) — 1; (b) direcáo do vetor —j e magnitude 2 


EXERCÍCIOS 17.2 (Página 982) 


- 217022 2+2 2-3 X+2 _у+4 _ 2-6 20 
1.2x - 2y + 34 = 17; 2 = == = 3 3. 4х + 8y + 32 + 22 = 0; 4 = 8 - 3 5.ех – у = 0; 
x-1 y-e ,. осаго х= 6 X723 L 28-9 0242 0-1 2-1 
De = 1 ,z-0 Tx-y-3=0; 1 =" ,223 9.x+2y+27-8=0; 1 - 5 = 2 

-23y с QX*8 2-27 2-1 x-2 »t2 2 = - 

11. 3x - 2y - 62 + 84 = 0; 53 = 2 - 6 13. n -1 20 15.x = 4, у = 16 
17 x = 2—2 2 2-1 үә as superfícies são tangent 

Г 87 зл -1 s superfícies sáo tangentes 

EXERCÍCIOS 17.3 (Página 995) 

1. А, -+) = — Hm , mín. rel. 3. 7-1 ,16) = -12, máx. rel. 5. nào tem extremo relativo 7. nào tem extremo relativo 

9, f(1, 1) = —5, тіп. rel.; /(—1, —3) = 31, máx. rel. SGA, тл) = 243, máx. rel; SG, EE) = 13, mín. rel. 13. 8, 8, 8 
15. (Gr, - 5, Ly vis 17. (0, 75 Ут -77) e (0, — dede 1 19. +c mg de droga A e 4c mg de droga В 21. “£ УЗ unidades cüb. 


23. comprimento da base é 22cm; largura da base é 2 cm; espessura 3 cm 25. 3 máquinas-hora e 9 pessoas-hora 21. $25,400 


29. (a) 3.120; M 9 31. (a) у = 0,1560х + 314,9; (b) 368,0 mililitros por minuto рог kilograma 33. esse nào ё o lucro total máximo 
35. l:w:h = 


EXERCÍCIOS 17.4 (Página 1005) 


1 dy _ ve? + 2cos Qx — 3y) 3 dy _  cos2y 5 dy _ cosx(2senx + cos y) 
“dy xe" — 3 cos (2x — 3y) "dx cos 2x * dx — sen y (sen x + 2 cos y) 
dy 2ye Y y du 9х2у2 - 4y? 
7. —— = -= = -— 9x-1=0 M.y=x-1 13, = ХУ 
ах 2xe- 9 x х 25x dx 12(u?v? + v?u?) 
ди — ye" — xy — uve" — v ôr 0 _ sen Ө _ 
Ia = У xe _ ue - d 17. эх 708 € = r 19.x+y+2-3=0 


21. Em x = O temos os extremos y = + b. 23.x=3 e y= -1. 
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EXERCÍCIOS 17.5 (Página 1011) 


1. (0, 0)е (0, 4) 3.($,-5$,3) s. SEA, l) = JL, máx. rel.; /0, 3) = 3, mín. rel.; /(0, —3) = —3, mín. rel. 
7. /(- 348, - 36, 3) = f(- 43, 16, 33) - уб, 36, 33) = AVI, 346, - 3/3) = – $46, mín. rel; 


SEN, 46, 413) = f(- 343, – 36, 13) = f(- 343, 46, - 313) = $43, - 46, -13) = 246, máx. rel. 
9.3 11.313 13. (а) 12; (Ы) 4; ( 1. 15.426 17.26 19.57 21. 3; 23. mais quente em (+3V3, —+); mais frio em (0, 5) 


EXERCÍCIOS 17.6 (Página 1019) 


1. fœ, у) = 2х2 – $y? + С 3.f(,y) = 3х2 – 5ху + 2y) + С 5.f(x,y) = 2x3y? – Ty + 3x - 8y + C 
2х2 — 2? - x 

7. A = 

Хх, y) 2! 

15. f(x, у) = xe? - xy + С 17. 1х2 + y + ху = С 19. уех - x? = С 21. não é exata 23. x sen -- + senx = С 

25. f(x, у, 2) = 2xy — 5xz + 8yz + С 27. f(x, y, z} = хе? senz + С 29. f(x, y, z) = ех + + e*Inz – e* Iny + С 

31. f(x, у, 2) = 2x?y + 3xyz — Syz? - 2x + + C 33. f(x,y,z) = xztgy + C 


+ С 9fx,y)=x?sec2y+ C 11. f(x, у) = x? cosy – х + С 13. nào é uma diferencial exata 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 17 (Página 1020) 


1.14 3.-32/2 5.-£ 7. (9) Hi + 13; (0) 21 V3). 9. (а) 121 + 3j — 4k; (0) 2/14 11. f(x, y) = e? Iny + C 
13. f, y, z) = y 1 2 2 y-1 z-2 x-1 y+2 2—11 


E ИС 15. 4x+2y+2-12=0% 2 У Zoé == =" = 
19. (a) a direção do vetor — 12i — 150j; (b) n 


x+2 x 


(c) a direção de um ou outro dos vetores: Fes! - 21./(-1, —1) = 1, máx. rel. 23. f(+Y5,0) = 10, mín. rel. 


3 x 
o 
629 765 77659 1% - ha" +629) 


25. f(9, 11, 15) = —362, máx. rel. 27. 2V6 29. /(х, у) = 2x y + $x? + Зу? + C 31.f(x,y,2) = e* tg y + zcotg y + С 
33.x3,? + 2x) = С 35. ye "* + y? — cox = С 31%, w 10 100 39. 2V3 por 2/3 por 2/3 
41. (a) 33 +2 graus por cm; (b) 2/13 graus por cm na e do vetor ENDE E 43. 18 cm por 18 cm por 18 cm 

` 11 бип Ji3 лз і . p 


45. base quadrada e uma profundidade que é а metade do comprimento de um lado da base. 47. (a) 81x — 284y — 270 = 0; (b) 11 dias 
49. (a) y = 9,628x — 1488,2; (b) 2.740 kilogramas por hectare 


EXERCÍCIOS 18.1 (Página 1027) 


1.45 3.50 5. 1.368 7.704 9.50,75 11. 1.376 13. 68,6 15. 38,2 17. [0,24] 19.[1,e] 21. [0, $321] 


EXERCÍCIOS 18.2 (Página 1034) 


1.42 3% 5.2. 7174 94 11.45 13.2% 15.7 17. 19, %2 unidades cúb. 21. “$ unidades cúb. 


157z — 32 ini : A. cs , EU 2 B у 
33. 120 unidades cúb. 25. 15 unidades quad. 27. 72 unidades quad. 29.с | e | А М трат 1 src dy dx 


a Ja? - x? 
Job 


31. 42 unidades cúb. 33. (b) 2а?; (с) 2 (2х + у) ах ду 35.0 


EXERCÍCIOS 18.3 (Página 1039) 


1.12 кв; (2, 3). 3. 2L kg; (É, D 5. e kg; (25, 10) 7.20? kg; (ба0 + n), aQ + m) 9. kn kg; (5,57 


11. b kg; (f, É)  13.9k kgm? 15. лка“ kg-m? 17. -Jk kg-m? 19. (a) % kg-m?; (b) 54 kg-m?; (с) SIS m; (d) SÉ kg-m? 


21. (а) З лк kg-m?; (b) daa? — 3)k kg-m?; (с) 446 m; (d) (уул? – mk kg-m? 23. 45b 6 cm 25. 19504 k kg-m? 
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EXERCÍCIOS 18.4 (Página 1045) 


1. бл unidades quad. 3. 4 a8 + л) шеше quad. 5. (4л + 12,3) unidades quad.. 5 4m unidades cúb. 9. (3 — 4) unidades cüb. 
11. T unidades cúb. {з лк kg; (0, 2L) 15.-2клткв;(--1,0) 17. 29k kg; E, 2397) 


3 297/3 – 1607 


9. É (27/3 — 14m)k kg; (o. 10° 235 — Ma ) 21. 4 kakem? 23. Шт а kg-m? 25. 1/2 m 27. nefe? — 1) 


“EXERCÍCIOS 18.5 (Página 1050) 


1. V6 unidades quad. 3. 24/1.633 unidades quad. 5. 9 unidades quad. 7. ү; (135/10 — 134/26) unidades quad. 9. 8л unidades quad. 


11. 127 unidades quad. 13. 32 unidades quad. 15. 9/2 vum quad 17. nb Ja? + b? unidades quad. 
19. 2ла?(1 — e^!) unidades quad. 21. 12x unidades quad. 23. Lp + + V2 In(1 + v2)] unidades quad. 


EXERCÍCIOS 18.6 (Página 1054) 


1 s.-eln2? 17.4л-1 9.215 and 13.36 15.294 17.4 19. 4 unidades cúb. 
nidades cüb. 23. 4л unidades cüb. 25. Sabe unidades cúb. 27. Sk kg 29. $kkg 31. 2 (2v2 — 1) kg 


EXERCÍCIOS 18.7 (Página 1080) 


Lia? 3620-1) Sma? 7. ла? 9.1 11.8% 13. Sairkkg  15.1250zk g-cm? 17. алк кв 19.8% 21. H7kkg-m? 
23. 8kx kg 25. -nak gem? 27. (0, 0, 3) 29.187 31. $ (242 — 1) 


EXERCÍCIOS 18.8 (Página 1070) 


LE 324 5.4 7.2% 9(e- 1)In2 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 18 (Página 1070) 


3 3. 4r 5. ie - de? +e- t 7. 2a 9. + 1. + 13. iz In 2 o ia = cos 1) 17. na unidades quad. 


.9л 21. + unidades quad. 23. + unidades quad. 25. + unidades cúb. 27.5 + unidades cúb. 29, -: E unidades cüb. 
. 18 unidades quad. 33. Er - 2) unidades quad. 35. (2, i 37. Gr — 7) s 39. 6ra* unidades de 41. ED unidades cúb. 
aeb + D kg-m? 45. k(x + 5) kgm? 47. 2kr kg-m*; 4/27 m 49. 65km kg 51. kr kg-m? 


Beer? 


EXERCÍCIOS 19.1 (Página 1080) 


2 
7. 6d + 6y? ero rad 11. (6x? — бху + у?й + (-3x? + 2xy – 12у2)) 


13. 2xye 41 + xe Ej — 42у e-*k 15. conservativo 17. não-conservativo 19. conservativo , 21. ф(х, y) = xy + C 
23. ф(х, у) = ехѕепу + С 25. ф(х, у) = xy? – xy) + 2у + С 27. ф(х, 9,2) = 1х3 + 142 – ху + 3y2 + С 


29. ф(х, у, Z) = ze" + xe" – уе + С 31. ф(х, у, 2) = x? cos y – уг? - 3x + 22 + C a * 5 35. 2e* sen yk; 2e* cos y 


37. 6; 2x + 2y + 24 39. sen zi + sen xj + sen yk; 0 AA ATA 
x + у +1 xº + у +1 


EXERCÍCIOS 19.2 (Página 1089) 


11 3z2-$ 58 7.1 9.9% 11.4 13-52 1547 17.35 19. л(а? + 2а) 21.8 23.43 25.201] 
21.272 J 29. Шла“ + a) J 31.3) 33.(e? + е + её – 3)J 35.273 
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EXERCÍCIOS 19.3 (Página 1098) 


3 


12 3e)? 5.-4 7.15 9.-4e 11-14 13.18 15. 2е2 - 3? +e% 11.2 19.11 21.4 23.4 25.0 27. 


29.4 31. – 13 33.216] 35. 32,766Ј 37. Ék J 


EXERCÍCIOS 19.4 (Página 1111) 


1-1 3-4 5 -4a 7-4 9.-3 m4 1046-420 15.0 17. -10m 19.5 21.5 unidades quad. 
23. + unidades quad. 25. Фла? unidades quad. 31.247] 33.0 35. І6л ст2/5 37. Зл cm?/s 39. 15; () 41. 0; (iii) 


EXERCÍCIOS 19.5 (Página 1118) 


1.8л 3.243 5.2414 7.465 - 1) 912% 11. 4/61 13.0 15. 16ҝл kg 17. Әл ке 19. $ VZ kg 21. 18 
23. 45л 25. 


"m 


' EXERCÍCIOS 19.6 (Página 1127) 


1. л 3.1 5.18 7.2 9.27 11.32% 13.1447 15.7 17.0 19.7 21.547 23.-1 25.87 27. -2 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO DO CAPÍTULO 19 (Página 1128) 


1. (a) (4xy + 3y>i + (2x? + 9xy?)j; (b) ей + (хе? — ze” — уге?)ј - ye?k 3. ф(х, y) = tg7! 2x? + C 


5. ф(х, y, @ = z? tgx + y?e* + С 1. x(e? – edi + y(e* — e + z(e* — e)k; 0 9. + k; 2x .-4 


13.3. — Зл 15.27 17. 19.902 - 1 21.5. 23.13 25.4 27.127 29.0 31. 5 unidades quad. 33. LÊ 


35. 2-1 39.0 41.54cm?/s 43. Ул 45. 3/14 47. (374/37 — 1) 49. кл ка 51. 108V27 kg 53.567 55. 1607 


59. 0 


EXERCÍCIOS 20.2 (Página 1141) 


ly=c?+1 3. у= с + е! 5.у = сч + c 7. у = csent + е! 9. у= (Ht + T беп 27 + сү) ру 


cos г 


EXERCÍCIOS 20.3 (Página 1145) 


1 1+›]!? 1 -11⁄2 
‚ 4х3 pi HA ce A 7 rypa B- - 
1. 4х° + 3 (у 1) c 3 y! ce 5 l- y c 1-41 7. t t^y k 9.6 102 + у) = с 
1. р = с: со50 13. 18у = c(l – ех)? 15.14 92H 
-x 


EXERCÍCIOS 20.4 (Página 1149) 


1. + y) Qt + у)? c 3.0 + 62у = с 5. х? + 4y? = 32 7. х? + 2ху = 8 9.(x y-1)=cx- y + 3) 


EXERCÍCIOS 20.5 (Página 1154} ` 


Ley) + ty? – 1 = 0 3. cty? + ду? - 1 = 0 5.у? = (21 + с) сог 7. х = су? 9. х2 = 
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EXERCÍCIOS 20.6 (Página 1157) 


x 
+ ye? = с 


t y 9l 1 44 3 2,3 
1.1 AE це 3.9cos0 + Oseng =c S.e" +1 – у? = с 1. 12у = с 9 


EXERCÍCIOS 20.7 (Página 1164) 
de, 1 


m f: 
1.у = сеї + се! 3y= qe? + сме?  5.y 2 ce + сые! 7. у = ce! cos V2 t ce senV2t 9. y = су соѕ VS t + суеп VSt 


EXERCÍCIOS 20.8 (Página 1173) 


1.у = де + ce? + (-- ¿De 3. у = e cos2t + cj sen2t + 2t. 5. y = дет! + ce! + Ө -5 
7. y = (сү + x) e* + (с, - Ax) senx + (сз — 2x) cos x — 1 – 2x. 9. у = се? + ce” 2х x + 3х2 -xtd sen 2x + 5 1- cos 2x 
EXERCÍCIOS 20.9 (Página 1178) 
Га = п ¿2n +1 

noa cd СА _ Dr DA Cl A _ = E 

1. y = 2e (-0?-2(-10 З. у= е + Y TS 0л +0 5.у = snx 7. у = cosx 
п= 
o - 1) 

9. y = y (-1y LL р} 


j=0 


EXERCÍCIOS A.1 (Página A.4) 


36 
6 = 


+12116 -x| +С 5.35 Gx - DU + 2992 + C 
+С lLin|x +3 + yx? + éx| + C 
3 + J9 - 4x? 


2x 


1. 1х - 2 10|2 + 3х| +C 3x+ 


Мі + 2х – 1 
7. 241 + 2x + In 


TUE 


1 x+2 
+C 9. = In E 


13. 9x? + 4 – 211 +C 


2 + Jox? +4 
j e 15. 9 — 4x? — 3 In 
X 


17. | (x? — x — 6) Ах - x? + 4со$^! SOM a 19. —l sen х cos x — - sen? x cos x — É cos x + С 
3 2 E i5 15 


zd 5 es 3 ede = m 
21. – cosec” x cotg x 24 COSec” x cotg x jg COSEC x cotg X + Tg In| cosec x — cotg x} + C 


23. 1% sent + 4t? cost — 121? sen t — 24t cos t + 24 sen t + С 25. x sec! 3x – y In|3x + J 9x? - 1| + C 


4 3 2 ex 1 
27. e (x% — 4x? + 12x? – 24x + 24) + С 29.55 RENE 31. 34 (4 In 3х - D + С 
2x 
33. Sy (2 sen 5x - 5 cos 5х) + C 35. +y cosh Sy — $ 2 senh 5y + C 3.4 + nt 39. É — 81n2 
0 


41. 2102 - 3p .L-8In2 45. 5л + L3 47.1 -LvV2 49.0 51. 1(е2 + 3) 
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